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Vorwort 

in diesem Buch finden Sie alles, was Sie in der Oberstufe 
im Fach Mathematik wissen müssen. 

Sie wollen schnell, gezielt und kompakt das Wichtigs
te lernen und sich optimal auf den Unterricht vorbe
reiten. 

Dabei hilft Ihnen der QUICK-FINDER: 
• Jedes Kapitel beginnt mit einer übersichtlichen Auf

listung aller wesentlichen Themen. 
• Prüfen Sie , ob Sie zu jedem Thema etwas sagen kön

nen. 
• Wenn Sie zu einem Thema mehr wissen wollen, ver

weisen die Seitenzahlen auf den entsprechenden Ab
schnitt im Buch. 

• Damit Sie den Abschnitt schneller finden, ist das The
ma farbig markiert. 

Spezialthemen vertiefen besonders wichtige Aspekte, 
damit Sie im Unterricht punkten können. 

Im Stichwortverzeichnis finden Sie zusätzlich alle 
wichtigen Lernbegriffe . 

Viel Erfolg im Abitur wünscht Ihnen 

Ihr Klett Lerntraining-Team 
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Analysis - Funktionen 

Funktionen - Grundlagen 

Funktionsbegriff 

• Definitions- und Wertemenge ~ S. 7 

• Funktionsterm und Funktions
gleichung _,... S. 7 

Gleichheit von Funktionen 

• Gleichheit, Einschränkung 
und Fortsetzung ~ S. 8 

Beschränktheit von Funktionen 

• Beschränktheit ~ S. 8 

• Supremum und Infimum ~ S. 8 

Verknüpfung von Funktionen 

• Summe, Differenz, Produkt, Quotient 
und Verkettung ~ S. 9 

Funktionen - Grundlagen I 7 

Funktionsbegriff 

DEFINITIONS· UND WERTEMENGE Eine Funktion ist 
eine eindeutige Zuordnung: Jedem Element der Defini
tionsmenge D wird genau ein Element der Bildmenge 
B zugeordnet. Funktionen werden meist mit f, g oder h 
bezeichnet, daneben gibt es für spezielle Funktionen 
besondere Abkürzungen, z. B. sin für die Sinusfunk
tion. Ordnet eine Funktion f dem Argument x0 e D 
das Bild y0 = f(x0) zu, so bezeichnet man dieses auch 
als Funktionswert von f an der Stelle x0. Die Menge 
{f(x0) I x0 e D} heißt Wertemenge W der Funktion f; 
als Menge aller tatsächlich vorkommenden Funktions
werte ist W eine Teilmenge von B: W !;;; B. 

Beispiel1: Definitions- und Wertemenge und Graph 
einer Funktion 

f: [- 4; "' [ - IR, X ~ y = \ X + 4 
[-4; co[ ist hier die maximale Definitionsmenge; die Werte-

:::~:,':,:'";;1 -ttl~ I' 1'--1-
y 0 1 v2 1 3 2 1 5 ... 

Graph: 

KTIONSGLEICHUNG Eine 
Funktion heißt eine reelle Funktion, wenn ihre De-
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finitions- und ihre Bildmenge Teilmengen der Menge 
der reellen Zahlen sind: D ,:; IR, B ,:; IR. 
Die ausführliche Schreibweise für eine Funktion ist 
die folgende: f: D- B, x- y = f(x); dabei heißt f(x) der 
Funktionsterm der Funktionfund y = f(x) heißt ihre 
Funktionsgleichung. Der Graph Gr einer Funktion f 
ist in der Koordinaten-Ebene die Menge aller Punkte 
P(x ly) mit xED und y=f(x). 

Gleichheit von Funktionen 

ZUNG Zwei 
Funktionenfund g heißen gleich, wenn gilt: 

Dr= Da und f(x) = g(x) für alle xEDr 
Eine Funktion g heißt Einschränkung einer Funktion f, 
wenn g(x) = f(x) für alle x E Dr gilt und wenn Dg,:; D6 
f heißt dann umgekehrt eine Fortsetzung von g. 

Beschränktheit von Funktionen 

beschränkt bzw. nach unten beschränkt, wenn es 
eine reelle Zahl S bzw. s gibt, sodass für alle x E Dr gilt: 
f (x) ~ S bzw. f(x) ;;:; s. 

UND INFIMUM S bzw. s heißt dann obere 
Schranke bzw. untere Schranke von f. Als Supre
mum bzw. Infimum von fbezeichnet man die kleinste 
obere bzw. die größte untere Schranke von f. f heißt 
beschränkt schlechthin, wenn es eine positive reelle 
Zahl a gibt, sodass für alle x E Dr gilt: I f(x) I ~ a 

Funktionen - Grundlagen I 9 

Die Funktion f aus Beispiell ist nach unten beschränkt, 
ihr Infimum ist 0. Dagegen ist sie nach oben unbe
schränkt und somit nicht beschränkt schlechthin. 
Ein Beispiel für eine beschränkte Funktion wäre etwa: 

h: X- y = 1 + 2 · cos X mit a min = 3 

Verknüpfungen von Funktionen 

Sind f und g zwei auf Dr bzw. auf Dg definierte Funk
tionen und ist D := Dr n Dg nicht leer, so lassen sich die 
folgenden Verknüpfungen bilden: 

Summe 
Differenz 
Produkt 

Quotient 

f + g: x-y = f(x) + g (x); xED 
f -g: x-y=f(x)-g(x); xED 
f·g: x-y=f(x)·g(x); xED 
f f(x) 
j( x-y= g(x); xED\{x lg(x)=O} 

Sindfund g zwei Funktionen mit Wr s;; Dg, dann heißt 
g of: x-y =g(f (x)); XEDr 

die Verkettung von f mit g. 

Verknüpfungen zweier Funktionen 

Mit f: IR-IR, x-y=3xL2; W1 = (-2; oo ( 

und g: IR- IR, x-y = sin x; Wg = [-1; +1) 

ist g of: IR-IR, x-y = sin(3x2- 2); 

aber: f o g: IR- IR, x- y = 3 · sin2 x- 2; 

weiter ist f · g: IR- IR, x- y = (3x2 - 2) · sin x 

sowie _gf: IR\[k -rr lkE~j-IR, x-y=3x> 2 
SlnX 
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Analysis - Funktionen 

Lineare Funktionen 

Geradengleichung 

• Steigung als Differenzenquotient ~ S. 11 

• Ursprungsgeraden bei direkter 
Proportionaliät ~ S. 13 

Schnittpunkte und Schnittwinkel der Graphen 
linearer Funktionen 

• Parallele und nichtparallele Geraden ~ S. 12 

• Berechnung des Schnittwinkels ~ S. 13 

Abschnittsweise lineare Funktionen 

• Betragsfunktion und Signumsfunktion ~ S. 14 

Lineare Funktionen 

Geradengleichung 

f: IR - IR, x ~ y = mx + t (m, t e IR) 
ist die allgemeine lineare Funktion. Ihr Graph ist 
eine Gerade mit der Steigung m; für m > 0 steigt die 
Gerade, für m < 0 fallt sie, für m = 0 ist sie parallel 
zur x-Achse. Der Graph schneidet die y-Achse im Punkt 
(0 I t); daher spricht man vom y-Achsen-Abschnitt t . 

Beispiel1: Graph einer linearen Funktion mit Stei
gungsdreiecken 

f: IR -IR, X- y =~X+ 2 

y
2 

= f(x2) 

a 

In jedem der rechtwinkligen Steigungsdreiecke tritt 
der Neigungswinkel a gegenüber der Horzontalen auf, 
und wegen der Ähnlichkeit dieser Dreiecke gilt: 

/'; y Y2 - y1 f (x2)- f (x 1) 

m = tan a = /'; x = x, - x, = x, - xt 

Dieser Quotient heißt auch Differenzenquotient. 
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Für t = 0 ergeben sich als Sonderfall Funktionen der 
Form f: x ~ y = mx: Die Graphen sind Ursprungsge
raden. 
Dann sind x und y direkt proportional zueinander 
(x-y) , und m heißt auch Proportionalitätsfaktor. Es 
liegt nun Quotientengleichheit vor: 

y, Y2 x;- = x;: = ... = m = const. 

Beispiel 2: Bestimmung des Funktionsterms einer 
linearen Funktion 

Der Graph einer linearen Funktion g geht durch P(-2 18) und 
Q (614); die Werte von m und t sind zu bestimmen. 

-~-~ -- "- -- 1 m - 6x - 6- (-2)- 8 - 2 

g(x) = - i x +t 

g(6) = - i ·6+t = 4 =; t = 7 

g(x) = - i x + 7; m = tano: = - i =; o:" -26,6° 

Schnittpunkte und Schnittwinkel der Graphen linearer 
Funktionen 

PARALLELE UND NICHTP Die Gra-
phen zwei er linearer Funktionen 
• sind parallel zueinander. wenn sie in der Steigung m 

übereinstimmen 
• schneiden sich in einem Punkt, wenn sie in m nicht 

übereinstimmen: 

lineare Funktionen 

Beispiel 3: Schnittpunkt der Graphen zweier linearer 
Funktionen 

f: x-y = ~ x + 2 (vgl. Beispiel1) 

g: x-y = - i x+7 (vgi.Beispiel2) 

Für den Schnittpunkt 5 (x, I y,) von G1 und Gg gilt: 

3 1 
Ys = 4 x, + 2 A Ys = - 2 X 5 + 7, also: 

~ x5 +2=- i x, +7 =; x5 =4 

Ys = ~ · 4 + 2 =- i · 4 + 7 = 5; also 5 (415) 

BERECHNUNG DES SCHNITTWINKEL Bei der Bestim
mung des Schnittwinkels sind zwei Fälle zu unter
scheiden. 

Beispiel 4: Geraden schneiden sich rechtwinklig 

Die eine Steigung ist 
der negative Kehrwert 
der anderen: 

oder 

m - _ _1_ 
t - mg 
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Beispiel 5: Geraden schneiden sich nicht rechtwinklig 

Unter dem Schnittwinkel <p 

versteht man den spitzen 
Winkel zwischen G1 und Gg. 
Eine Fallunterscheidung lässt 4 

sich vermeiden, wenn man <p 

wie folgt berechnet: 

I 
m1 -mg I 

tan <p = 1 + mt . mg 

für m1 • mg * -1 

In Bsp. 3 ergibt sich: 

tan <p =I ~ -}(~~) = Ji J' = 2 => <p"' 63,4° 
1+ 4 2 1, 8 

Abschnittsweise lineare Funktionen 

D SIGNUMSFUNKTION Ist der 
Graph einer Funktion nur aus Geradenstücken zu
sammengesetzt, so heißt die zugehörige Funktion 
abschnittsweise linear. Die wichtigsten Beispiele sol
cher Funktionen sind die Betrags- und die Vorzeichen
funktion. 

Beispiel 6: Die Betragsfunktion: abs 

{ 
X für X ;:; 0 

x - abs(x) = lXI = -x für x < 0 

Lineare Funktionen 

Beispiel 7: Die Vorzeichenfunktion: sgn 

{ 

+1 für x > 0 
x - sgn (x) = 0 für x = 0 

-1 für x < 0 
- 2 -1 

-----$-1 

Diese beiden Funktionen hängen eng miteinander zu
sammen; es gilt: x = x · sgn (x), aber auch x = XI· sgn (x). 
Wird eine Funktion f mit der Betragsfunktion ver
knüpft , bildet man also die Funktion 
g : x- y = abs (f(x)) = f(x) 

1
• so hat dies lediglich die 

folgende Wirkung: Der Graph von g stimmt mit dem 
Graphen von g überein bis auf diejenigen Teile von Gf. 
die unterhalb der x-Achse liegen: diese werden an der 
x-Achse gespiegelt. 

BeispielS: f(x) = x- 3, g(x) = I x- 31 

g(x) = x- 3 

l X - 3 für X - 3 ;:; 0 
= - (x - 3) für x - 3 < 0 

j X- 3 für X ;:; 3 
= l -x+3 für x<3 
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Analysis - Funktionen 

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen 

Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinatenachsen 

• Nullstelle ~ S. 17 

Symmetrie des Graphen 

• Achsensymmetrie und Punktsymmetrie 
~ 5.17 

Monotonie 

• (streng) monotones Fallen und Steigen ~ S. 20 

Extrema 

• lokale oder relative und globale oder absolute 
Maxima und Minima ~ S. 21 

Quadratische Funktionen 

• Quadratfunktion und Normalparabel ~ S. 22 

• "Mitternachtsformel" ~ S. 23 

• Satz von Vieta ~ S. 24 

• Normalform, faktorisierte Form und Scheitel
form der Funktionsgleichung ~ S. 24 
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Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinatenachsen 

NULLSTELLE Schneidet der Graph einer Funktion f 
die y-Achse im PunktS (0 I y,), so ist Ys = f( O). Hat Gr mit 
der x-Achse einen Punkt N (x, I O) gemeinsam, so ist x

5 

eine Lösung der Gleichung f(x) = 0, und x, heißt eine 
Nullstelle der Funktion f. 

Beispiel1: Schnittpunkte einer Parabel mit den Koor
dinatenachsen 

f: X- y = x2 - 2 X - 3 

f(O) = -3; 

G1 schneidet die y-Achse in (0 1- 3) 

f (x) = 0 <=> x2 - 2 x - 3 = 0 

<=> x = -1vx=3; 
G1 schneidet die x-Achse in 

(-11 0) und in (31 0), und f hat 
die Nullsteilen -1 und 3. 

Symmetrie des Graphen 

ACHSENSYMMETRIE UND ETRIE 
a) Der Graph einer Funktionfist achsensymmetrisch 
bezüglich der y-Achse , wenn für alle x E Dr gilt: 
f(- x) = f(x). 
Die Funktion f heißt dann eine gerade Funktion. 
Beispiele gerader Funktionen sind die cos-Funktion 
oder alle Potenzfunktionen x - y = x0 mit geradzahli
gem n E 7L sowie die Betragsfunktion. 
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b) Der Graph einer Funktionfist punktsymmetrisch 
bezüglich des Ursprungs , wenn für alle x E Dr gilt: 
f(- x) = - f(x) . Die Funktion f heißt dann eine ungera
de Funktion. Beispiele ungerader Funktionen sind die 
sin-, die tan- und die sgn-Funktion sowie alle Potenz
funktionen x ~ y = x" mit ungeradzahligem n E 7l.. 

a) f(-x) = f(x) b) f(-x) = -f(x) 

f (X) 

Soll eine Funktion f auf Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems untersucht werden, berechnet 
man also auf jeden Fall f (- x); stimmt das Ergebnis für 
alle x E Dr mit f(x) bzw. mit -f(x) überein, so liegt eine 
der beiden in a) bzw. b) genannten Symmetrien vor; 
andernfalls weist Gr keine Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems auf. 
c) Der Graph einer Funktionfist achsensymmetrisch 
bezüglich der Achse mit der Gleichung x = a , wenn 
für alle x E Dr gilt: 

f(a- x) = f(a + x). 

Beispiel2: Der Graph von f: x ~ y = x2 - 2x ist achsen-

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen 119 

symmetrisch bezüglich der Achse mit der Gleichung 
X = 1. 
d) Der Graph einer Funktion f ist punktsymmetrisch 
bezüglich des Zentrums Z(a lb), wenn für alle x EDr 
gilt: 
b - f(a - x) = f(a + x) - b -:=:- f(a - x) + f(a + x) = 2 b 

c) f(a- x) = f(a + x) d) f(a- x) + f(a + x) = 2b 

b 

Beispiel 3: Die Symmetrie des Graphen von 

f: IR\{3} -IR, x~y= 2xx_-35 , bezüglichZ(3 I2) 

soll nachgewiesen werden: 
Füralle xEIR\{3} giltmit a=3 und b=2: 

2 (3 - x)- 5 2 (3 + x)- 5 
f (3 - x) + f(3 + x) = (3 - x) - 3 + (3 + x)- 3 

6-2x-5 6+2x-5 
= X + X 

-6+2x+5+6+2x-5 
X 

4x = y =4=2·2=2·b 
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Monotonie 

tion fheißt streng monoton zunehmend bzw. streng 
monoton abnehmend in einem Intervall [a; b], wenn 
für alle x1, x2 E [a; b] gilt: 

x1 < x2 => f (x1) < f (x2) bzw. x1 < x2 => f (xJl > f(x 2). 

Gr heißt dann streng monoton steigend bzw. streng 
monoton fallend im Intervall [a; b]. 

' Monoton steigend Eine Funktion f heißt 
monoton zunehmend 
oder monoton wach
send bzw. monoton ab
nehmend im Intervall 
[a; b], wenn für alle x1 , 

x2 E [a; b] gilt: 
x1 < x2 => f(xJl ~ f(x2) 
bzw. 
x1 < x2 => f(x1) ~ f(x2) 

Gr heißt dann monoton steigend bzw. monoton fal
lend im Intervall [a; b]. 
Beispiel 4: Die Funktion faus Beispiel3 ist im Intervall 
]3; "'[ streng monoton abnehmend. 
Für x1, x2 E ]3; "'[ folgt aus x1 < x2: 

1 1 
xl - 3 < x2 - 3 => xl - 3 > x2 - 3 

=> 2+ - 1- >2+ - 1-
xl - 3 x2- 3 

=> 2 (x 1 - 3) + 1 > 2 (x2 - 3) + 1 
x1 - 3 x2 - 3 

=> 2 X1 - 5 > 2 X2 - 5 f( ) f( ) 
XI - 3 X2 - 3 => XI > X2 

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen I 21 

Ext rema 

LOKALE ODER RELATIVE UND GLOBALE ODER AB 0 
MAXIMA UND MINIM Ist f eine reelle Funktion, so 

nennt man x0 E Dr ein lokales oder relatives Mini
mum bzw. Maximum von f, wenn gilt: 

(*) f(x) ~ f(x0) bzw. f(x) ~ f(x0) für alle x * x0 

in einer Umgebung U, (x0) = ] x0 - E; x0 + E[ mit E ER+ 

T(x0 I f(x 0)) bzw. H (x0 I f(x0)) heißt dann Tiefpunkt bzw. 
Hochpunkt von Gr. 

Das Minimum heißt 
"eigentlich", wenn in 
(•) das Gleichheitszei
chen im Ordnungszei-
chen nicht gilt. 
x0 heißt globales oder 
absolutes Minimum 
bzw. Maximum von f, 
wenn gilt: 
f(x) ~ f(x0) bzw. 
f (x) ~ f(x0) 

für alle x * x0 in ganz Dr 

eigentliches Maximum H 

H 

x0 + EX x0 - E 
~ 

UE(Xo) 

Maxima und Minima heißen zusammenfassend Ex-
trema. 
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Absolute und relative Extrema 

Die auf IR definierte Funktion f 
besitzt kein absolutes Mini
mum oder Maximum, aber das 
relative Maximum x1 und das 
relative Minimum x2. 

Die auf IR definierte Funktion g 
besitzt das absolute Maximum 

x3. 

Quadratische Funktionen 

UADRATFUNKTION UND NORMALPARABEL Die Funktion 
f: IR - IR, x ~ y = x2 

heißt Quadratfunktion; ihr Graph heißt Normalpara
bel. Diese berührt die x-Achse im Ursprung. x0 = 0 ist 
die einzige Nullstelle der Quadratfunktion und ihr 
absolutes Minimum. Der Ursprung heißt Scheitel der 
NormalparabeL 
Da (-x)Z = x2 für alle x E IR , ist die Normalparabel 
symmetrisch bezüglich der y-Achse. 
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Quadratfunktion y = x2 

y ' 

MITTERNACHTSFORMELN Die Funktion 
f: IR- IR, x ~ y = ax2 + bx + c mit a, b, c E IR; a t 0, 

ist die allgemeine quadratische Funktion. Ihr Graph 
ist eine Parabel. Diese ist für a > 0 nach oben, für a < 0 
nach unten geöffnet. Für 1 a 1 > 1 ist sie schlanker, für 
0 < a1 < 1 ist sie breiter als die Normalparabel, für 
a l = 1 ist sie zur Normalparabel kongruent. Die Null
stellen der quadratischen Funktion 

x ~ y = ax2 + bx + c ergeben sich aus der 

M.tt h f I" -b ± \~ 
" 1 ernac ts orme : x112 = 

2 
a 

dabei entscheidet die Diskriminante D = b 2 - 4ac 
über die Anzahl der Nullstellen: 

für D > 0 gibt es zwei verschiedene Nullstellen, 

für D = 0 gibt es eine doppelte Nullstelle- ~a, und 
für D < 0 gibt es keine relle Nullstelle. 
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....,;u.a....a,:,.,.._.....,......, ... Über den Zusammenhang zwischen 
den Nullstellen x112 und den Koeffizeinten a, b, c der 
quadratischen Funktionen gibt der Satz von Vieta 

b c Auskunft: x1 + x2 = - a:; x1 · x2 = a 

Gleichung der quadratischen Funktion aus der Nor
malform y = a x2 + b x + c in die faktorisierte Form 
überführen: 

y = a (x2 + ~x + ~ ) = a(x2 - (x1 + x2)x + X 1 ·X2) 

= a(x2 - X 1X- X 2 X + X 1 ·X2) 

y = a (x - x1)(x - x2) 

x- x1 und x - x2 bezeichnet man als Linearfaktoren. 

Beispiel1: Nullsteilen und faktorisierte Form einer 
quadratischen Gleichung 

f 1 2 1 : x-y=2x -x - 12 

= 1: (x2 - 2x - 3) 

= 1: (x + 1) (x - 3) 

hat die Nullsteilen 
x1 = -1 und 
x2 = 3 

I X< -1 I X= -1 1-1 <X< 31 
f(x) + 0 -

5 

x=3 x>3 

0 + 
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Zur Bestimmung der Koordinaten des Scheitelpunkts 
des Graphen einer quadratischen Funktion füberführt 
man die Funktionsgleichung mit Hilfe quadratischer 
Ergänzung von der Normalform in die Scheitelform: 

y = ax2 + bx + c = a · (x2 + ~ x ) + c 

= a· (xz + ~x + (2bS ) + c - a· ( 2~J 
= a . ( x + 2bJ + c - ~> a . ( x - (- 2ba ) t + 4 a~; bz 

= a·(x- sf + t 
Dabei ist nun S (s I t) der Scheitel des Graphen von f, 
und es gilt: 

s= - _Q_· 4ac - b2 

2a' t= - 4- a-

Beispiel 2: Scheitelform einer quadratischen Funktion 

f(x) =~x2 - x - 1~ =~(xL 2x + 1) -1~-~-1 

= ~ (x - 1)2 - 2; s = 1, t = - 2; S (11- 2) 

Die Zeichnung von G1 findet sich unter Beispiel1. 

Anhand der Scheitelform erkennt man auch, wie der 
Graph der allgemeinen quadratischen Funktion aus 
dem der Quadratfunktion entsteht: 

Die Normalparabel wird 
• mit dem Streckfaktor i und dem Ursprung als Zent

rum zentrisch gestreckt; 
• um 1 s horizontal verschoben, und zwar für s > 0 

nach rechts bzw. für s < 0 nach links; 
• um t vertikal verschoben, und zwar für t > 0 nach 

oben bzw. für t < 0 nach unten. 
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Analysis - Funktionen 

Umkehrfunktion 

Umkehrbarkeit 

• Kriterien für die Umkehrbarkeit 
einer Funktion ~ S. 27 

Umkehrfunktion 

• Begriff der Umkehrfunktion ~ S. 28 

• Definitions- und Wertemenge 
sowie Graph und Umkehrfunktion ~ S. 28 

Wurzelfunktion 

• Wurzelfunktion ~ S. 29 

Funktionenscharen 

• Funktionenschar und Schar-Parameter ~ S. 30 

Typische Aufgabenstellungen 

• Untersuchung auf Punkte, die zu 
den Graphen einer Schar gehören ~ S. 31 

• Bestimmung der Gleichung von 
Ortslinien ~ S. 31 

Umkehrfunktion 

Umkehrbarkeit 

KRITERIEN FÜR DIE UMKEHRBARKElT EINER FUNKTION 
Eine Funktion f: Dr - IR, x- y = f(x) heißt umkehrbar, 
wenn auch die Zuordnung y- x eindeutig ist. f ist ge
nau dann umkehrbar, wenn für alle x1, x2 E Dr gilt: 

x1 * x2 =:. f(x 1) * f(x2). 

Anschaulich bedeutet dies , dass keine Parallele zur X

Achse mehr als einen Punkt mit dem Graphen von f ge
meinsam haben darf. Diese Bedingung ist bei strenger 
Monotonie von f erfüllt (vgl. Seite 20). 

Monotonie und Umkehrbarkeil 

y ' 

f1 ist nicht umkehrbar 

f3 ist umkehrbar, da streng 
monoton zunehmend 

f2 ist zwa r nicht monoton, 
aber umkehrba r, denn 
jede Parallele zur x-Achse 
hat genau einen Punkt 
mit Gt, gemeinsam 
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Umkehrfunktion 

mit der Wertemenge Wf um
kehrbar, so wird durch die Zuordnung y ~ x die Um
kehrfunktion r-1 von [festgelegt. 
Dabei gilt: D r-1 = W6 W r-1 = Df. 

KEHRFUNKTION Gelingt es, die Funktionsgleichung 
y = f(x) eindeutig nach x aufzulösen und in die Form 
x = f-1 (y) zu bringen, so lautet die Umkehrfunkton f-1 

mit y als Funktionsvariable: 
f- 1 : Wf-IR, y~ X= f-1(y). 

Üblicherweise vertauscht man die Variablen x und y 
und erhält für f-1 die folgende Schreibweise mit x als 
Funktonsvariable: 

Den Graphen von f-1 in dieser Schreibweise erhält 
man durch Spiegelung von Gf an der 1. Winkelhalbie
renden des Koordinatensystems. 

Beispiel 2: Umkehrfunktion einer linearen Funktion 

f: (-3; 5)-IR, x-y = ~ X+ ~ 
hat die Wertemenge W1 = [-1; 3) und ist als lineare Funk

tion mit m = ~ streng monoton steigend, also umkehrbar. 

1 1 
Y = 2x + 2 

1 1 
<=> 2x = y- 2 

<=> X = 2y -1 = f -1(y); 
mit Variablentausch: 

f -L (-1; 3)-IR, 
x-y = 2x - 1 

f -1 hat die Wertemenge 
W

1
_, = [-3, 5) = D1 

Wurzelfunktion 

Umkehrfunktion 

,. 

-3 

WURZELFUNKTION Die Quadratfunktion 
f: IR - IR; x- y = x2 (vgl. Seite 23) ist auf IR nicht um
kehrbar. Bildet man jedoch eine geeignete Einschrän
kung von f (Seite 8), z. B. auf IR~, so erhält man eine 
streng monotone und damit umkehrbare Funktion: 

g: IR~-IR,x-y=x2 ; Wg =IR~ 

Die Umkehrfunktion g-1 in der üblichen Form mit x 
als Variable lautet 

cr-1 · 1R+-IR x-y= \ -X" W = IR+ 
b . 0 , , g-1 0 

und heißt Wurzelfunktion. 
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Umkehrfunktion 

BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION 
Ist f: Dr - IR, x -y = f(x) mit der Wertemenge Wr um
kehrbar, so wird durch die Zuordnung y- x die Um
kehrfunktion f -1 von ffestgelegt. 
Dabei gilt: D r' = W6 W r' = Df. 

L.::.=.:.:...:::;.:..:..:.:c:..:..:::..:..w Gelingt es. die Funktionsgleichung 
y = f(x) eindeutig nach x aufzulösen und in die Form 
x = f-1 (y) zu bringen, so lautet die Umkehrfunkton f-1 

mit y als Funktionsvariable: 
f-1 : Wr-IR, y- x = f -1(y). 

Üblicherweise vertauscht man die Variablen x und y 
und erhält für f-1 die folgende Schreibweise mit x als 
Funktonsvariable: 

Den Graphen von f-1 in dieser Schreibweise erhält 
man durch Spiegelung von Gr an der 1. Winkelhalbie
renden des Koordinatensystems. 

Beispiel 2: Umkehrfunktion einer linearen Funktion 

f: [-3; 5] -IR, x-y = ~x + ~ 
hat die Wertemenge W1 = [-1; 3] und ist als lineare Funk

tion mit m = ~ streng monoton steigend, also umkehrbar. 

1 1 
Y = 2x + 2 

1 1 
<=> 2x = y-2 

<=> X= 2y - 1 = f-1 (y); 
mit Variablentausch: 

f -L [-1; 3]-IR, 
x-y=2x-1 

f -1 hat die Wertemenge 
W

1
., = [- 3; 5] = D1 

Wurzelfunktion 

Umkehrfunktion 

-l 

WURZELFUNKTION Die Quadratfunktion 
f: IR - IR; x- y = x2 (vgl. Seite 23) ist auf IR nicht um
kehrbar. Bildet man jedoch eine geeignete Einschrän
kung von f (Seite 8), z. B. auf IR~, so erhält man eine 
streng monotone und damit umkehrbare Funktion: 

g: IR~-IR,x-y=x2 ; Wg =IR~ 

Die Umkehrfunktion g-1 in der üblichen Form mit x 
als Variable lautet 

cr-1 · IR+-IR x-y = \-X. W =IR+ 
b . 0 , , !f' 0 

und heißt Wurzelfunktion. 

I 29 
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Die Wurzelfunktion 

Funktionenscharen 

L 1 : IR-IR,x~y=2x-1 

f0 : IR- IR, X~ y = 2 X 
f3 : IR- IR, X~ y = 2 X+ 3 

Diese Funktionen gehören zu einer "Familie": Ihre Gra
phen sind parallele Geraden mit der Steigung m = 2; 
nur der y-Achsen-Abschnitt ist verschieden. Alle drei 
Funktionen haben die gleiche "Bauart": 

f,: IR - IR, X~ y = 2 X + t 
Lässt man für t mehrere reelle Zahlen zu, so erhält 
man eine Menge von Funktionen, eine Funktionen
schar. Jeder Wert von t kennzeichnet dann genau eine 
Funktion dieser Schar; t heißt (Schar-)Parameter. 

Umkehrfunktion 

Typische Aufgabenstellungen 

fk : IR-IR, x~fdx) = x2 +kx-2k; kEIR 
is t eine Schar quadratischer Funktionen. 

UF PUNKTE DIE ZU DEN GRAPHEN EINER 
GEHÖREN Man bestimmt die gemeinsamen 

Punkte zweier beliebiger Scharfunktionen, die zu den 
Parametern k1 und k2 (k1 * k2) gehören: 

fk
1 
(x) = fls (x) 

x2 + k1 x - 2 k1 = x2 + k2 x - 2 k2 
k1 X - k2 X = 2 kl - 2 k2 
(k1- k2)x = 2(k1- k2) 

X= 2 
fk(2) =4+2k-2k=4 füralle keiR 

(2 f4) ist gemeinsamer Punkt aller Schargraphen. 

STIMMUNG DER GLEICHUNG VON ORTSLINIE auf der 
besondere Punkte der Graphen der Scharfunktion lie
gen, z. B. der Ortslinie der Scheitelpunkte: 

fk(x) = x2 + kx + m2
- 2k- (~Y = (x + ~y - 2k - l<{ 

=(x+~)2 _ k2 ~8k 

Sk ( - ~ ~ - k
2 

~ Sk) ist der Scheitelpunkt von Gf 
k 

X=-~ (1) 

y= - k2 ~8k (2) 
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Graph 

Aus diesem Gleichungssystem muss der Parameter eli
miniert werden. 

(1) ==} k =-2 x 

(- 2x)2 + 8· (- 2x) 
in (2): y =- 4 

4x2 - 16 x 
4 

= -(x2 - 4x) 

y = - x2 + 4x ist die Gleichung der gesuchten Ortslinie. 
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Analysis - Funktionen 

Polynomfunktionen 

Begriffsbestimmung 

• Begriff der Polynomfunktion -+- S. 33 
Symmetrie 

• Symmetrie bezüglich des Koordinaten
systems -+- S. 34 

Nullstellen 

• Reduktionssatz -+- S. 35 

Begriffsbestimmung 

POLYNOMFUNKTION Die Gleichung der 
linearen bzw. der quadratischen Funktion war 

y = mx + t = a1x + a0 bzw. 

y = ax2 + b x +c = a2 x2 +a1 c+ a0 (a2 * 0). 
Fortsetzung mit höheren Potenzen von x führt zu fol
gender Definition: 

Eine Funkt ion 

f: IR - IR, x - y = an xn + an_1 xn-1 + .. . + a1x + a0 

mit a; e IR und an * 0 heißt Polynomfunktion oder 

ganzrationale Funktion n-ten Grades. 



34 I Analysis - Funktionen 

Soistz.B. f: IR-IR, x~y= ~x4 -2 x3 +3x- ~ einePoly
nomfunktion vierten Grades . 

Symmetrie 

YMMETRIE BEZÜGLICH D DINATENSYSTEMS Der 
Graph einer Polynomfunktion ist symmetrisch bezüg
lich der y-Achse bzw. punktsymmetrisch bezüglich des 
Ursprungs, wenn der Funktionsterm ausschließlich ge
radzahlige bzw. ausschließlich ungeradzahlige Poten
zen der Variablen enthält. n = 0 zählt als gerade Zahl. 

Zur Begründung: 
n gerade => (-x)n = xn 
nungerade => (-x)n = - xn 

So istbeispielsweise f: IR -IR, x~ y= 2x3 - ~x eine unge
rade, g: IR- IR, x ~ y = 3 x4 + x2 -1 eine gerade Funktion. 

Beispiel1: Anwendung in einer "Steckbrief-Aufgabe" 

Gesucht ist eine Polynomfunktion 6. Grades, deren Graph 
symmetrisch bezüglich der y-Achse ist und durch den Punkt 
(214) sowie den Ursprung geht; außerdem soll die Funktion 
die Nullstellen 1 und 4 besitzen. 

f (x) = ax6 + bx5 + cx4 + dx3 + ex2 + fx + g 
Symmetrie: b = d = f = 0 

f(x) = ax6 + cx4 + ex2 + g 
f(2)=4 ==> (1) 64a+16c+4e+g=4 
f (0) = 0 ==> (2) g = 0 
f (1) = 0 ==> (3) a + c + e + g = 0 
f(4) = 0 ==> (4) 4096a + 256c + 16e + g = 0 

Lösen des Gleichungssystems ergibt 

f(x) = -~ (x6 -17x4 + 16x2
) 

Polynomfunktionen I 35 

NullstelJen 

REDUKTIONSSATZ Bei der Berechnung der Nullstellen 
einer Polynomflintion f n-ten Grades ist die Gleichung 
f(x) = 0, also eine Gleichung n-ten Grades zu lösen. Be
kannt ist die Lösungsformel für quadratische Gleichun
gen. Lösungsformeln gibt es auch für Gleichungen 3. 
oder 4., aber nicht für Gleichungen höheren Grades. 
Immerhin gilt der Reduktionssatz: Hat die Gleichung 
f(x) = 0 eine Lösung x1 , so ist das Polynom f(x) durch 
(x - x1) teilbar. f(x) lässt sich also in ein Produkt ver
wandeln; der eine Faktor ist der Linearfaktor (x - x

1
), 

der andere ein Polynom g(x), dessen Grad um 1 niedri
ger ist als der Grad von f(x). Auf diese Weise kann ein 
Polynom n-ten Grades fortgesetzt in ein Produkt von 
Linearfaktoren zerlegt werden. 

Nullstellenberechnung mit Hilfe von Polynomdivision 

Vom Polynom f: x-y = x3 + 4x2 + x- 6 sei x1 = 1 als Null· 
stelle bekannt; notfal ls lässt sich diese auch erraten! Damit 
kennt man den Linearfaktor (x- 1) und kann Polynomdivi
sion durchführen: 

(x3 + 4 x2 + x - 6) : (x - 1) = x2 + 5 x + 6 = g (x) 
- x3 + x2 

5x2 + X 

- 5x2 + 5x 

6x- 6 
-6x + 6 

0 
Also ist f(x) = (x - 1) · (x2 + 5 x + 6) = (x -1) · (x + 2). (x + 3); 
und somit sind x1 = 1, x2 = -2 und x3 = - 3 als Nullstellen 
von f bekannt. 
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Nullstellenberechnung durch Faktorisieren und 
Lösen einer biquadratischen Gleichung 

f : IR-IR, x-y = - 3l(x6 -17x4 + 16x2), vgl. Beispie11! 

Hier ist keine Polynomdivision erforderlich, denn aus f(x) 

lässt sich x2 ausklammern: 

f(x) = -3lx2 • (x4 -17x2 + 16). 

f (x) = 0 <=> x112 = 0 v x4 - 17 x2 + 16 = 0 

x4 -17x2 + 16 ist eine biquadratische Gleichung, die sich 
durch die Substitution z = x2 lösen lässt: 

2 
17 16 

_ O _ 17 + I 289- 4 ·16 _ 17 ± 15 
z- z+ -;z112 - 2 - 2 

z1 = 16 => x314 = ±4; z2 = 1 => x516 = ±1; 

also ist f(x) = -3lx2 • (x- 4) · (x + 4) · (x -1) · (x + 1). 

f besitzt die doppelte Nullsteile 0 sowie die einfachen Null
stellen 4, -4,1 und -1. Mehr Lösungen kann eine Gleichung 
6. Grades nicht haben. Allgemein gilt: jede Gleichung n-ten 
Grades besitzt höchstens n reelle Lösungen, die nicht alle 
voneinander verschieden sein müssen. 

Analysis - Differenzialrechnung 

Grenzwerte 

Grenzwerte für x- ±"' 

• Konvergenz und asymptotische 
Annäherung ~ S. 38 

• Wichtige Grenzwerte ~ S. 39 

• Grenzwertsätze ~ S. 39 

Grenzwerte für x - x0 

Grenzwerte 

• Links- und rechtsseitiger Grenzwert ~ S. 42 

• Grenzwertsätze ~ S. 43 

• "h-Methode" ~ S. 43 
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Grenzwerte für x ~ ±"' 

Beispiel1: Einführungsbeispiel für Grenzwert für 
X - :!:<» 

2x+6 2(x+1)+4 4 
f:IR~ ,x-y =---x:;:-:;- = x+ 1 = 2+ x:;:-:J 

2.5 - --- - - --------- ~ --- _-:: __ :;-:_:-;:_-"._ ".,_ =-=-~--~-=-"'-"-'- -'-"-..:._- :..:- -:_:-..:._- :..:- -:..:_-

s = 7 

f(x) unterscheidet sich "beliebig wenig" vom Wert 2, wenn 
x nur "genügend groß" ist; G1 nähert sich "beliebig nahe" an 
die Gerade mit der Gleichung y = 2 an. Präzisierung dieses 
"Strebens gegen einen Grenzwert": Die Abweichung des 
Funktionsterms f(x) vom vermuteten Grenzwert 2 ist 

I f(x)- 21 = x! 1; sie lässt sich "beliebig klein" machen: 

I f (x) - 21 < 1 <=> x ! 1 < 1 <=> 4 < x + 1 <=> x > 3 

I f (x) - 21 < 0,5 <=> x ! 1 < 0,5 <=> 8 < x + 1 <=> x > 7 

I f (x) - 21 < 0,1 <=> x! 1 < 0,1 <=> 40 < x + 1 <=> x > 39 

I f (x) - 21 < E <=> x ! 1 < E <=> t < x + 1 <=> x > t -1 =: s 

Grenzwerte 

unbeschränkter Definitionsmenge Df hat für x- oo 

den Grenzwert a , wenn für jede positive Zahl E eine 
positive Zahl s existiert , sodass I f (x)- a I < E für alle 
X > S. 

Man sagt: Der Grenzwert von f für x- "' ist a. 
f konvergiert für x- "' gegen a. 

Man schreibt: f(x)- a für x- <»; !im f(x) = a 
x - = 

Der Graph von f nähert sich für x- "' asyrnptotisch an 
die Gerade mit der Gleichung y = a an. 
Entsprechend lautet die Definition des Grenzwerts für 
x- - <» : Eine Funktion f mit nach links unbeschränkter 
Defintionsmenge Df konvergiert für x- - <» gegen den 
Grenzwert a, wenn für jede positive Zahl E eine negati
ve Zahl s existiert, sodass I f(x) - a I < E für alle x < s. 
Schreibweise: !im f(x) = a. 

X -- r;l;l 

Existiert bei einer Funktion kein Grenzwert für x-"' 
bzw. für x- - oo, dann heißt die Funktion divergent für 
X- "' bzw. für x- oo. 

!im .f - 0 für c E IR 
x- ±= X - !im cn = 0 für c E IR, nEIN 

x-±oo X 

....,.~,_,...,...IISL!T.!..:Z=::E,._.. Von Bedeutung sind auch die fol
genden Grenzwertsätze: Sind f und g zwei Funktionen, 
für die limf(x) = a und limg(x) = b existieren, so gilt: 

x- oc x- oo 

!im (f(x) ± g(x)) = a ± b; 
x - ~ 

!im (f(x) · g(x)) = a · b; 
x-~ 

. f(x) a 
hm - (- ) = -b, falls b * 0 
x - ~ g X 
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Damit lässt sich z. B. der Grenzwert der Funktion f aus 
Beispiel 1 folgendermaßen bestimmen: 

6 lim2+ ~ 
. . 2x + 6 . 2 + x x-= l!mf(x) = !Jm~- = l!m--1 = 1 
x- ~ x-~ x+1 x-~ 1+ x lim1+ x 

x-= 

lim2 +!im ~ 
2 0 x-= x - = ~ -+- = 2 

!im 1 + !im ~ 1 + 0 
x- oo x-= 

Dies muss nicht immer so ausführlich geschrieben 
werden; der wesentliche Schritt ist das Kürzen des 

Bruches 2: ++ 1
6 mit x. 

Beispiel 2: Grenzwertberechnung für x - ± oo 

I im .S.- .!1 
lim 5x2 -12x~x- -= x x' = O-O = O 
x--= 2x3 + 3 2 + l. 2- 0 

x' 
Wesentlicher Schritt ist das Kürzen mit x3, also mit der 
höchsten vorkommenden Potenz von x. 

Manchmal ist zur Grenzwertbestimmung die Abschät
zung mit Hilfe einer Schrankenfunktion hilfreich: 

Beispiel 3: Grenzwertberechnung für x - ± oo mit 
Hilfe einer Schrankenfunktion 

sin (1x) 
f: [1; "' [-IR, x-y = 2 · - x-

f(x) f = f · lsin (1x)! s f · 1 = ~ 
lim ~~ o 
x- = 

Grenzwerte 

Allgemein gilt der Satz: 
Ist I f(x) I ~ I g (x) I und ist !im g(x) = O, 

x - ~ 

so ist erst recht !im f(x) = 0. 
x - oo 

Nützlich kann auch der folgende Satz sein (vgl. Seite 8): 
Istfeine monoton zunehmende, nach oben beschränk
te Funktion mit dem Supremum Sund mit nach rechts 
unbeschränktem Definitionsbereich, so ist 
limf(x) = S. 
x-~ 

Grenzwerte für x - x0 

Beispiel 4: Grenzwert für x - x0 

f: IR\(1}-IR, 

x2 - 4 
x-y = 4x - 4 

f(x) unterscheidet sich "beliebig wenig" vom Wert 0,5, wenn 
man x nur "nahe genug" bei x0 = 1 wählt. Die Abweichung 
des Funktionswerts f(x) vom vermuteten Grenzwert 0,5 ist 

f ( ) _ X2 - 1 1 X - 1 X - 1 . .. . 
x - 0,5 - 4x _ 4 - 2 = ... = - 4- = ~4-; s1e lasst s1ch 

"beliebig klein" machen: 

f(x) - 0,5 < 1 x -1 
<=> ~4- < 1 <=> IX-1 1< 4 

<=> -3 < X< 5 

[f(x)- 0,5 < 0,1 x -1 
<=> ~4- < 0,1 <=> lx-1 1<0,4 

<=> 0,6 < X < 1,4 

f(x)- 0,5 < E X - 11 
<=> ~4- < E <=> x-1 <4E=ö 

<=> 1 -ö<x<1+ö 
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LINKS- UND RECHTSSEITIGER GRENZWERT Allgemein de
finiert man: Eine Funktion f sei beiderseits einer Stelle 
x0 definiert, f hat für x ~ x0 den Grenzwert a , wenn 
für jede positive Zahl E eine positive Zahl ö existiert, 
sodass I f(x)- a I < E für alle x mit I x - x0 I < ö. 

Man sagt: Der Grenzwert von f für x ~ x0 ist a. 
f l<onvergiert für x ~ x0 gegen a. 

Man schreibt: f(x) ~ a für x ~ x0 

!im f(x) = a 
x-x0 

Die Annäherung an die Stelle x0 erfolgt von links bzw. 
von rechts. Im ersten Fall gilt 0 < x0 - x < ö, im zwei
ten 0 < x - x0 < ö, und man erhält 

den linksseitigen Grenzwert !im f(x) bzw. 
x..:s.xo 

den rechtsseitigen Grenzwert limf(x). 
x..! x0 

Konvergiert die Funktion f für x ~ x0, so gilt 
limf(x) = limf(x) =!im f(x). 

X .S x 0 X~Xo 

Existiert dagegen auch nur einer der beiden einseiti
gen Grenzwerte nicht oder sind diese verschieden, so 
existiert auch !im f(x) nicht und f heißt divergent für 
X~ x0. 

x - x0 

GRENZWERTSÄTZE Analog zu Abschnitt 1 gelten wie
der die Grenzwertsätze: 
Sindfund g zwei Funktionen, für die limf(x) = a und 
und limg(x) = b existieren, so gilt x-xo 

x-x0 

Grenzwerte 

lim(f(x) ± g(x)) = a ± b; 
X- Xo 

!im (f(x) · g(x)) = a · b; 
x-x0 

. f(x) a 
l!m ~( ) = -b , falls b "' 0 x-x0 0 X 

Damit lässt sich z. B. der Grenzwert der Funktion aus 
Beispiel4 folgendermaßen bestimmen: 

lim(x+1) 
]' X+ 1 x-1 2 

= x~n;-4- = lim4 = 4 = 0·5 
x-1 

"""'-=~=-='-' Ein -wichtiges Verfahren zur Grenzwert
berechnung ist die so genannte h-Methode, im Folgen
den wieder anhand von Beispiel 4 durchgeführt: 

limf(x) = limf(1 + h) = lim
4
(
1
(
1
+ h

1
)
2

) = 
4
1 

x- 1 h - 0 h - 0 + 1 

_ r 1 + 2 h + h 2 - 1 
- Im 4+4h-4 

h- 0 

=!im 2h+h2 
h- 0 4h 

= !im 2 + 11 = l = 0 5 
h-0 4 4 ' 

Da h sowohl positiv als auch negativ sein kann, berech
net man im Beispiel der letzten beiden Zeilen sowohl 
den rechts- als auch den linksseitigen Grenzwert. 
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Analysis - Differenzialrechnung 

Gebrochen rationale Funktionen 

Charakteristisches 

• Begriff der gebrochen rationalen 
Funktion ~ S. 45 

• Methode des "Felder-Abstreichens" ~ S. 45 

Verhalten für x - ± co 

• Horizontale und schiefe Asymptote 
sowie asymptotische Kurve ~ S. 46 

Verhalten von Definitionslücken 

• Unendlichkeits- oder Polstelle ~ S. 49 

• Zusammenfassung ~ S. 52 

Gebrochen rationale Funktionen 

Charakteristisches 

BEGRIFF DER GEBROCHEN RATIONALEN FUNKTION Eine 
(gebrochen) rationale Funktion ist der Quotient von 
zwei Polynomfunktionen: 

Ist der Nenner nur eine Konstante b0, dann ist feine 
einfache Polynomfunktion. Ist der Grad n des Nenner
polynoms größer als der Grad z des Zählerpolynoms, 
so heißt feine echt (gebrochen) rationale Funktion. 
Ist n ;:; z, so lässt sich f(x) durch Polynomdivision in 
einen ganzrationalen und einen echt-rationalen Tenn 
zerlegen. 

METHODE DES FELDER-ABSTREICHENS" Die Nullstellen 
xi einer gebrochen rationalen Funktion sind die des 
Zählerpolynoms (xi E Dr). Die Definitionslücken sind 
die Nullstellen des ennerpolynoms. Nullstellen und 
Definitionslücken erkennt man am besten, wenn man 
Zähler und Nenner soweit wie möglich faktorisiert. 
Dann erhält man auch alle Informationen über das 
Vorzeichen der Funktion in den einzelnen Intervallen 
und kann mit Hilfe der Methode des Felder-Abstrei
chens einen Überblick über den Verlauf des Graphen 
gewinnen: 
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Beispiel1: Felder abstreichen 

f X -~- x(x-4) 
( ) - x2 + 2 x - 3 - (x + 3)(x - 1) 

f hat die Nullstellen 0 und 4 und 
die Definitionslücken -3 und 1; 
Dmax =IR \ {- 3; 1}. 
ln den gefärbten abgestrichenen 
Feldern liegen keine Graphen
punkte. 

X< -3 X= - 3 j -3 <x < 0 I X . 0 I 0 <X <1 X • 1 11 <X < 4 xs4 l x>4 

x(x-4 ) + + I + I o I - - I - 0 1 + 

(x+3)(x-1) + 0 I - I - I - o I + • I • 
l(x) + n.d. I - I o I + n.d. I o I • 

WIE ASYMPTO· 

'-'-'==-==""""..., Im Folgenden wird mit z wieder der 
Grad des Zähler- mit n der Grad des Nennerpolynoms 
bezeichnet. 

Beispiel 2: Asymptotische Annäherung an die x·Achse 

f: x-y = ~x 1 (also z < n; fistecht rational) 
X + 

2 

limf(x) =!im~= +0 
x-o:~ x- =1 + -

x' 
2 

!im f(x) = !im ___..K_ = -0 
x--= x--= 1 + J.. 

x' 

G1 nähert sich für x-"' 
bzw. für x- -oo von oben 
bzw. von unten asymptotisch 
an die x-Achse an; die x-Achse 
ist Asymptote von G1 für x- ±"' 

Gebrochen rationale Funktionen 

Beispiel 3: Annäherung an eine horizontale Asymptote 
2x2 2 

f: x - y = x' + 1 = 2 - x' + 1 (also z = n) 

!im f(x) = !im (2- ~ 1 ) = 2 -0 
x -tao x-± co 1 + ~ 

G1 nähert sich für x- "' bzw. für x-- "' von unten asympto
tisch an die Gerade mit der Gleichung y = 2 an; die Parallele 
zur x-Achse mit der Gleichung y = 2 ist Asymptote von G1 
fürx-±oo 

Beispiel 4: Annäherung an eine schiefe Asymptote 

x3 1 x 
f: x-y= 2x2 + 2 =2x- 2x2 + 2 (alsoz = n+1) 

f(x) -+ oo für X- "', 
f(x) --oo für x-- oo 

aber: 
!im (f(x) - ~ x ) =!im~ 
x -= x- = 2X +2 

= -0 

!im (f(x)- -2
1 x) = !im _::__2 x 

x--m x--= 2x + 2 y· !x 
= +0 

G1 nähert sich für x-"' bzw. für x- -oo von unten bzw. von 
oben asymptotisch an die Gerade mit der Gleichung y = ~ x 
an; diese ist schiefe Asymptote von G1 für x- ±"' 

I 47 
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Beispiel 5: Annäherung an eine asymptotische Kurve 

f: x - y = - x-' -= 1x2 - .! + - 1- (also z>n+1) 
2 x2 + 2 2 2 2 x2 + 2 

f(x) - +oo für x- oo, 
f(x) - - oo für x-- oo 

aber: 

I im (f(x)- ( ~ x2 - ~ )) = I im - 2
1- = +0 

x- • · x- • 2X +2 

lim (fCx)- ( ~ x2 -m = lim - 2
1- = + o 

x--• x- -• 2x + 2 

G1 nähert sich für x- ± oo von oben asymptotisch an die 
Parabel mit der Gleichung y = ~ x2 - ~ an, diese ist asympto
tische Kurve von G1 für x- ± " · 

Zusammenfassung 

für x - ±oo nähert sich G1 asymptotisch dem Graphen 

z < n der linearen Funktion x - y = 0; 
die x-Achse ist horizontale Asymptote 

a 
z = n der linearen Funktion x - y = iJ" (* 0); 

n a 
die Parallele zur x-Achse mit der Gleichung y = ~ 

ist horizontale Asymptote 

z = n + 1 einer linearen Funktion x - y = mx + t (m * 0); 
die Gerade mit der Gleichung y = mx + t ist 
schiefe Asymptote 

Gebrochen rationale Funktionen 149 

z > n + 1 einer Polynomfunktion von Grad z- n; 
der Graph dieser Polynomfunktion ist asympto
tische Kurve 

Verhalten an Definitionslücken 

UNENDLICHKEITS- E Im Folgenden sei 
Z(x) 

f (x) = N(x) und N(x0) = 0, also x0 E$Df. 

1. Fall: Z(x0) * 0 
Dann ist limZ(x) = Z(x0) * 0 und limN(x) = N{x0) = 0, 

x-Xo x - x0 

also f(x)- + oo oder f(x)-- oo für x ~ x0 und für x 2. x0 . 

Gf hat bei x0 eine Unendlichkeitsstelle oder einen Pol 
(eine Polstelle) und besitzt als vertikale Asymptote die 
zur y-Achse parallele Gerade mit der Gleichung x = x0 . 

Beispiel 6: Pol mit Vorzeichenwechsel 

f·x - y = 2 x - 4 x =3 
. X - 3' 0 

f(x)--oo für x ~ 3; 

f(x) -+oo für x2. 3 

f hat bei x0 = 3 
einen Pol mit Vorzeichen
wechsel von - nach + 

\ x, = 3 
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Beispiel 7: Pol ohne Vorzeichenwechsel 

2x - 4 
f: y = (x _ 3)', X0 = 3 

f(x)-+co 

für x .:;.3 und für x .?. 3 

f hat bei x0 = 3 
einen Pol ohne Vorzei
chenwechseL l 

x, = 3 

Ist x0 keine Nullstelle des Zählers und eine q-fache 
Nullstelle des Nenners, so hat f bei x0 einen Pol q-ter 
Ordnung. Ist q ungerade, so handelt es sich um einen 
Pol mit Vorzeichenwechsel, ist q gerade, so handelt es 
sich um einen Pol ohne VorzeichenwechseL 

2. Fall: Z(x0) = 0 
x0 ist nun also Nullstelle von Zähler und Nenner, das 
heißt Zähler und Nenner enthalten (x - x0) als Linear
faktor: 

_ Z(x) (x-x0)P·u(x) _ p- q u(x) 
f (x) - N (x) (x - x0)q · (v(x) - (x- Xo) · v(x)' 

wobei p, q EIN , u(x0) * 0, v(x0) * 0. 

1. Unterfall: p < q 

D . f( ) 1 u (x) d f( ) + fC < ann1st x (x-xo)qP . v(x)'un x-_oo 1rx- x0 

und für x ::.. x0; fhat bei x0 einen Pol, Greine vertikale 
Asymptote. Ist q - p gerade bzw. ungerade, so handelt 
es sich um einen Pol ohne bzw. mit VorzeichenwechseL 

Gebrochen rationale Funktionen 

Beispiel 8: Pol mit Vorzeichenwechsel 

f :x- y 2x2 -10x + 12 
x3 -7x2 +15x -9 

(x - 3) • (2x - 4) 
(x - 3)' . (x - 1) 

f (x) - - co für x.:;.3, f (x) -+co für x.?.3 

f hat bei x0 = 3 einen Pol mit Vorzeichenwechsel von - nach 
+. 

2. Unterfall: p ;;; q 
jetzt konvergiert f für x- x0 gegen einen endlichen 
Grenzwert c; f hat bei x0 keinen Pol, Gr hat keine verti
kale Asymptote, sondern das Loch (x0 I c) . 

Beispiel 9: Stetig behebbare Definitionslücke: .,Loch" 

f· x- =2x3 -16x2 +42x-36 
· y x3 - 7x2 +15x -9 

I im f(x) = I im l x - 4 
x - 1 

x-3 x-3 

=~=1 

G1 hat bei x0 = 3 keine 
senkrechte Asymptote, 
sondern das Loch (3 !1). 

(x - 3)2 • (2x- 4) 
(x - 3)2 • (x - 1) ; Xo = 3 
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Zusammenfassung 

Ist x0 eine q-fache Nullsteile des Nennerpolynoms, also eine 
Definitionslücke der rationalen Funktion 

Z(x) . 
f: X- y = N (x), SO gilt: 

Z(x0) * 0 

Z(x0) = 0 

f hat bei x0 eine Unendlichkeitsstelle oder 
einen Pol q-ter Ordnung; G1 hat die Parallele 
zur y-Achse mit der Gleichung x = x0 als verti

kale Asymptote 

q ungerade: q gerade: 

Pol mitVZW Pol ohneVZW 

Zähler- und Nennerpolynom enthalten (x - x0) 

als Linearfaktor: 
_ (x- x0)P • u(x) _ _ p-q . u(x) 

f(x)- (x- x0)Q • v(x)- (x Xo) v(x) 

wobei u (x0) * 0, v (x0) * 0 

p < q f hat bei x0 einen Pol der Ordnung 
q - p; G1 hat die Parallele zur 
y-Achse mit der Gleichung 
x = x0 als vertikale Asymptote 

q - p ungerade: q- p gerade: 

Pol mitVZW Pol ohne VZW 

p <= q I im f(x) = c existiert; 

p > q: c = 0 

x-x0 

f hat bei x0 keinen Pol, G1 keine 
vertikale Asymptote, sondern das 
Loch (x0 I c) 

p = q: c * 0 
das Loch (x0 I 0) liegt 
auf der x-Achse 

das Loch (x0 I c) liegt 
nicht auf der x-Achse 

Stetigkeit 

Analysis - Differenzialrechnung 

Stetigkeit 

Begriffsbestimmung 

• Begriff der (Un)stetigkeit +- S. 54 

• Sätze über stetige Funktionen +- S. 55 

Weitere Sätze über stetige Funktionen 

• Zwischenwertsatz +- S. 55 

• Nullstellensatz +- S. 55 

• Extremwertsatz +- S. 55 

Stetige Fortsetzung 

• Stetige Behebbarkeit 
von Definitionslücken +- S. 56 
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Begriffsbestimmung 

!im f (x) = f(x0). 
x-x0 

(Andernfalls heißtfander Stelle x0 unstetig.) 

Die Funktion fheißt im Intervall Ja; b[ E Dr stetig, wenn 
sie an jeder Stelle x0 E Ja; b[ stetig ist. 
(An den Rändern eines abgeschlossenen Intervalls kann 
einseitige Stetigkeit vorliegen.) 

' Beispiel1: Stetige Funktion 

Die dargestellte 
Funktionfist auf ihrem 
ganzen Definitionsbe

--1+--'r---'--\-----".<---~, reich stetig. 

Beispiel 2: Unstetige Funktionen 

a) Die sgn-Funktion (vgl. Seite 15) ist an der Stelle x0 = 0 
unstetig. 

Y c) ~' d) Y 

: -+-+-+~--
0 

n 

b) 

Die in b, c und d dargestellten Funktion f, g und h sind 
jeweils an der Stelle x0 unstetig. 

Stetigkeit 155 

J",&j~r.!I.!~E:!:R~S::..!T~E~T!.!IG~E'-"F~U:t~N!IK:~.~T~I IW.Iiß..J Jeweils auf dem gan
zen Definitionsbereich stetig ist: 
• die Betragsfunktion (vgl. Seite 14) 
• die Wurzelfunktion (vgl. Seite 29) 
• jede Polynomfunktion (vgl. Seite 34) 
• jede rationale Funktion (vgl. Seite 44) 
• jede trigonometrische Funktion (vgl. Seite 90) 
• die Logarithmusfunktion (vgl. Seite 111) 
• die Exponentialfunktion (vgl. Seite 119) 

Darüber hinaus gilt der Verknüpfungssatz: 
Sind zwei Funktionen f und g in einem gemeinsamen 
Intervall I stetig, so sind auch 
• ihre Summe und ihre Differenz f ± g, 
• ihr Produkt f. g, 

• ihr Quotient i (für alle x E D mit g (x) * 0), 

• ihre Verkettungfog 
in I stetig. 

Weitere Sätze über stetige Funktionen 

ZWISCHENWERTSATZ Ist eine Funktion f auf [a; bJ ste
tig und gilt f(a) < c < f(b) oder f(a) > c > f(b), so gibt es 
mindestens ein x0 E Ja; b[ mit f(x0 ) = c. 

LSTELLENSATZ Ist eine Funktion f auf [a, bJ stetig 
und gilt f(a) < 0 < f(b) oder f(a) > 0 > f(b ), so besitzt f 
mindestens eine Nullstelle x0 E Ja; b[. 

XTREMWERTSATZ Ist eine Funktion auf [a; bJ stetig, 
so ist sie auf [a; bJ beschränkt und besitzt hier ein ab
solutes Extremum. 
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Stetige Fortsetzung 

BEHEBBARKElT VON 
Funktion f heißt stetige Fortsetzung einer Funktion f 
auf eine Stelle x0, wennfeine Fortsetzung (vgl. Seite 8) 
von f auf die Stelle x0 ist und wenn f an der Stelle x0 

stetig ist. 

Beispiel 3: Nicht stetig behebbare Definitionslücken 

a) b) 

Die in a und b dargestel lten Funktionfund g lassen sich auf 
die Ste lle x0 nicht stet ig fortsetzen. 

Beispiel 4: Stetige Fortsetzung 

x3 - 7x2 + 7x + 15 (x- 3)(x + 1)(x - 5) 
f : IR\ {3} -IR, x- Y = 2x- 6 = 2 (x- 3) 

lässt sich auf die Stelle 
x0 = 3 stetig fortsetzen, 
denn es gilt: 

lim f (x) = lim f(x) = - 4 
x ~ 3 x ..?. 3 

Stetige Fortsetzung ist 

. (x + 1)(x - 5) 1 
f:IR-IR, x-y = 

2 
2(xL 4x- 5) 

Ebenso lässt sich jede gebrochen-rationale Funktion, deren 
Graph das Loch (x0 I c) besitzt (vgl. Seite 51), stetig auf x0 

fortsetzen. 

Ableitung - Differenzierbarkeit I 57 
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Ableitung - Differenzierbarkeit 

Definitionen 

• Ableitung ~ S. 58 

• Tangente und Normale ->-- S. 59 

• Differenzierbarkeit ~ S. 61 

• Satz über den Zusammenhang zwischen 
Differenzierbarkeit und Stetigkeit ~ S. 63 

Einfache Ableitungen 

• Ableitung der Potenzfunktion, der Wurzel
funktion und der Betragsfunktion ~ S. 63 

• Summenregel ~ S. 64 

Produkt- und Quotientenregel 

• Produktregel ~ S. 64 

• Quotientenregel ~ S. 65 

Kettenregel 

• Kettenregel ~ S. 66 

Ableitung der Umkehrfunktion 

• Satz von der Ableitung der Umkehrfunktion 
~ S.68 
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Definitionen 

I.Qi~~U:.lll..ll Um die Steigung einer Funktion f: Dr-IR, 
x- y = f(x) in einem Punkt P (x0 I f(x0)) zu ermitteln, 
geht man wie folgt vor: Zunächst berechnet man die 
Steigung der Sekante s durch P und einen weiteren 
Graphenpunkt Q(x I f(x)) : 

/J.y f(x)- f(xO) f(xO + h)- f(xO) 
m,(x)= /J.x= x -xo = h 

Dies ist der von Seite 11 bekannte Differenzenquo
tient. 

f(x) = 
f(x0 + h) 

f:.x = X - x0 
= h 

5 

t:.y = f(x) - f(x0) 

= f(x0 + h) - f(x) 

Nun lässt man den Punkt Q von rechts (x > x0 ; h > 0) 
und von links (x < x0; h < 0) immer näher an P heran 
wandern. Hat der Differenzenquotient für x- x0 einen 
Grenzwert, so heißt f an der Stelle x0 differenzierbar, 
und 

Ableitung - Differenzierbarkeit 

f
'( ) _ 

1
. f(x)- f(x0) _ 

1
. f(x0 + h)- f(x0) 

Xo - Im X - X - Im h 
x- x. 0 h - 0 

heißt Ableitung von f an der Stelle x0. 

tatt f'(x 0) = lim ~Y schreibt man in Anlehnung an 
x - x" uX 

Leibniz auch~~ und spricht vom Differenzialquotien

ten als Grenzwert des Differenzenquotienten. 

Beispiel1: Nicht-Differenzierbarkeit der Betragsfunk
tion 

Die Betragsfunktion (vgl. Seite 14) ist an der Stelle x0 = 0 
nicht differenzierbar; es gilt: 

lim ~= lim - x -O = lim (-1) = -1 
x -'- 0 x-O x-'-0 x-O x -'- 0 

* '" ~- r ~- r 1-1 x'~ X - 0 - X I~ X - 0 - x l~ - ; 

b '(0) I" IX I - 101 . . I . h d" a s = 1m --x=o- ex1st1ert a so n1c t; 1es entspricht der 
x- 0 

Anschauung: der Graph hat in P(O I 0) einen Knick mit dem 
Knickwinkel 90° 
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Beispiel 2: Ableitung der Quadratfunktion 

Die Quadratfunktion f: IR -IR, x- y = x2 ist für alle x0 E IR 
differenzierbar, z. B. an der Stelle x0 = 1,5: 

f'(1,5) = I im l(x~ = ~(~, 5) 
x-1,5 ' 

= I im 1(1,5 + h)- 1(1,5) 

h- 0 h 

= I im (1,5 + h)' -1,5
2 

h-0 h 
. 1,52 + 3h + h2 - 1,52 

= l1m h 
h - 0 

=limh(3+h) 
h- 0 h 

= lim (3 + h) = 3 
h -0 

n 

-2,25 

Die Tangente t an G1 in P(1,5 l 2,25) hat also die Steigung 3: 
y = 3x + t; t = 2,25 - 4,5 = - 2,25; die Gleichung von t lautet 
somit: y = 3 x - 2,25. 

Manchmal spielt auch die Normale zum Graphen Gr 
einer Funktion f im Punkt P (x0 I f(x0)) eine Rolle; die 
Normale ist die Lotgerade zur Tangente in P, ihre Stei
gung ist also 

mn =-;At =- f'(~o) (vgl. Seite 13) 

In Beispiel 2 hat die Normale zu Gr in P also die Stei
l . gung - 3 . 

1 y=-3x+t 
1 2,25 =-3 ·1,5+t => t =2,25 +0,5=2,75 
1 y= - 3 x +2 ,75 

Ableitung - Differenzierbarkeit I 61 

DIFFERENZIERBARKElT Im letzten Schritt geht es dar
um, die Steigung des Graphen einer Funktion f nicht 
nur an einer bestimmten Stelle x0 , sondern an einer be
liebigen Stelle x zu berechnen: Eine Funktion f, die an 
jeder Stelle eines Intervalls Ja; b[ c Dr differenzierbar 
ist, heißt in diesem Intervall differenzierbar; und die 
Menge aller Elemente x aus Dr für die f differenzierbar 
ist, heißt Differenzierbarkeitsbereich Df' von f. 

Unter der Ableitung(sfunktion) einer Funktion 

f: Dr- IR, x- y = f(x) versteht man die Funktion 

f': D
1
- IR, x-f'(x) = lim f(x + h~- f(x) 

h- 0 

Für f '(x) gibt es wieder verschiedene Schreibweisen: 
, , dy df(x) d 

f (x) = y = dx = di( = dx f(x). 

Aus der Leibniz-Schreibweise ist erkennbar, nach wel
cher Variablen abgeleitet wurde. Ist die Variable nicht 
x, sondern die Zeit t, so wird die Ableitung nachtdurch 

einen Punkt gekennzeichnet, z. B. s = ~ ~ 
Schließlich noch eine Sprechweise: Eine Funktion zu 
differenzieren bedeutet, ihre Ableitungsfunktion zu 
berechnen. 
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Beispiel 3: Ableitungsfunktion der Quadratfunktion 

Differenziation der Quadratfunktion 
f: IR- IR, x- y = x2 (vgl. Beispiel 2) 
f ist in ganz IR differenzierbar. 
f': IR - IR, x- f' (x) 

. f(x + h)- f(x) (x + h? - x2 

= ilm h h 
h-0 

= I im x2 + 2xh + h2
- x2 

h-0 h 
= lim (2x+h) · h 

h-0 h 

= lim(2x+h)=2x 
h- 0 

z. B. ist also f'(1,5) = 2 ·1,5 = 3 (vgl. Beispiel 2). 

Darüber hinaus erkennt man: 
für x < 0: f'(x) < 0 => Gt ist streng monoton fallend; 
für x > 0: f' (x) > 0 => Gt ist streng monoton steigend; 
für x = 0: f'(x) = 0 => Gt hat im Ursprung, d. h. im Scheitel

punkt, eine horizontale Tangente. 

Beispiel 4: Ableitungsfunktion der Wurzelfunktion 

Die Wurzelfun ktion f: IR;- IR, x- y = 1 x (vgl. Seite 29) ist in 
IR' differenzierbar. 

f'( ) - I" f(x+h)-f(x) I" IX+il - , x 
X - hl'!6 h hl'!6 h 

= lim iiX+h- , x l · iiX+h+ , x l 
h-0 h· (\ x+h+ , x) 

= I im X+ h- X 

h-oh· (l x+h+ , x) 

= lim h 
h-O h ·(l x+h +, x) 

= lim 1 1 
h- 0 \ x+h + \ X= 2 \ Xi 

f'(x)- "' für x .?. 0 

Ableitung - Differenzierbarkeit 163 

Ist eine Funktionfan der Stelle x0 differenzierbar, 

so istfandieser Stelle auch stetig. 

Wichtig ist, dass der Kehrsatz nicht gilt: 
Das Standardbeispiel hierzu liefert die Betragsfunk
tion; sie ist an der Stelle x0 = 0 zwar stetig (vgl. Sei
te 55), aber bei x0 = 0 nicht differenzierbar (vgl. Bei
spiel 1 auf Seite 59). 
Ebenfalls wichtig ist die Kontraposition des Satzes: 
Ist eine Funktion f an der Stelle x0 nicht stetig, so ist 
f an dieser Stelle auch nicht differenzierbar; das Stan
dardbeispiel hierzu liefert die Signumfunktion, die an 
der Stelle x0 = 0 nicht stetig und daher an dieser Stelle 
auch nicht differenzierbar ist. 

Einfache Ableitungen 

f(x) 

c = const. 
X 

x2 
x3 
x4 

f'(x) 

0 

2x 
3x2 

4x3 

-
vgl. Seite 62, 
Bsp.3 
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x" n. x n-1 

- 1 
\ X = X2 

1 1 - 1 

2\ x =2 ·x 2 
vgl. Seite 62, 
Bsp.4 

IX I sgn (x) (für x * 0) 

Folgerungen aus den Grenzwertsätzen sind die beiden 
folgenden Regeln: 

(f± g)'(x) = f'(x) ± g'(x) (Summenregel) 
(c. f)'(x) = c · f '(x) für c = const. 

SUMMENREGEL Als Spezialfall der Summenregel gilt: 

(f ± c)'(x) = f '(x) für c = const. 

Allein mit den bisher aufgeführten Regeln gelingt die 
Differenziation jeder Polynomfunktion! 

Beispiel1: Ableitung einer Polynomfunktion 

f: IR-IR, x~y = ~x4 + ix3 - 2x + 7 hat die Ableitung: 

f': IR- IR, x ~ y = ~ · 4 x3 + i x · 3 x2 - 2 · 1 + 0 

= 3 x3 +ix2 -2 

Produkt- und Quotientenregel 

Etwas schwieriger sind die Regeln für die Berechnung 
der Ableitung des Produkts und des Quotienten zweier 
Funktionen: 

PRODUKTREGEL 

(f • g)'(x) = f'(x) • g(x) + f(x) • g'(x) 

Ableitung - Differenzierbarkeit 

Beispiel 2: Produktregel 

f: IR; -IR, x- y = x3 
• \ x hat die Ableitung: 

f': IR+ - IR, x-y = 3x2 · \ X+ x3 · 2:. 

3 x2 · \ X · 2 \ X + x3 

2\ X 
_ 6x 3 + x3 7x3 3,Sx3 ~ 
-~ = 2\X = \X = 3,5 x2 • \ x 

Zu diesem Ergebnis wäre man auch gekommen, hätte man 
f(x) = x3 

• \ x = x3 
• x~ = x3•5 geschrieben und dann nach der 

Regel für die Ableitung der Potenzfunktion gerechnet: 

f'(x) = 3,5 · x2•5 = 3,5x2 • xi = 3,5x2 · \ X. 

U TIENTENREGEL Damit gelingt die Differenziation 
jeder gebrochen-rationalen Funktion. 

( 
f )' _ g(x) • f'(x)- f(x) • g'(x) 
g (x) - (g (x))2 

Beispiel 3: Quotientenregel 

f: IR\ {3} - IR, x- y = S x~~ 7x6 + 2 hat die Ableitung 

f': IR \{3}- IR x- = (2x-6) · (10 x - 7) -(Sx2- 7x +2)·2 
' y (2 x - 6)2 

20 x2 -14 X- 60 X+ 42- 10 x2 + 14 X- 4 
4(x- 3)2 

10x2- 60 x + 38 2(S x2- 30x + 19) 
= 4 (x - 3)2 = 4 (x2 - 6 x + 9) 

Sx2-30x+19 
2 x2 - 12 x + 18 
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Kettenregel 

KETTENREGEL Sie wird bei Funktionen angewendet, 
die sich als Verkettung von zwei Einzelfunktionen auf
fassen lassen. 

oder: 

(g of)'(x) = g'(f(x)) • f'(x) 

d~ (g(f(x))) = g'(f (x)) · f' (x) 

/ "" "" "" äußere innere Ableitung sog ... Nachdifferenzieren" 
Funktion Funkrion der äußeren der inneren Funktion 

Funktion 

Beispiel 4: Kettenregel 

f: IR-IR, x-y = (5- 2x)2 

"äußere Funktion" ist die Quadratfunktion, 
"innere Funktion" ist die lineare Funktion x- 5- 2x 

f' (x) = 2 · (5 - 2 x) · (- 2) = -4 (5 - 2 x) = 8 x - 20 
'-----,------' ~ 

Ableitung der Ableitung der 
Quadratfunktion linearen Funktion 

Zu diesem Ergebnis wäre man auch gekommen, hätte man: 
• die Produktregel angewandt: 

f (x) = (5 - 2 x) · (5 - 2 x) 

f'(x) = (-2) · (5- 2x) + (5- 2x) · (-2) 
= -10+4x-10+4x 
= Bx- 20 

• den Funktionsterm ausmultipliziert und dann abgeleitet: 
f(x) = 25- 20x + 4x2 

f'(x) = -20 + Bx 

Ableitung - Differenzierbarkeit I 67 

Beispiel 5: Kettenregel 

f: ]- "'; 2,5]- IR, X- y = \ 5 - 2 X 

Diesmal bleibt nur die Möglichkeit der Anwendung der 
Kettenregel: 

f':]-oo; 2,5[-IR, x-y= 1 ·(-2) = -1 =- 15-2x 
215-2x 15-2x 5-2x 

15- 2x 
=2X=S 

Häufig sind Produkt-, Quotienten- und Kettenregel 
kombiniert anzuwenden: 

Beispiel 6: Kombination von Quotienten- und Ketten
regel 

\ 1 - X 
f:x - y=~; 

1 2x- 3 

---- d --- --- d ----
12x-3· -d 1'1-x- 11-x· -1 2x-3 

f'(x) = x dx 
Quotien· / 2 X - 3 

tenregel 

Ketten·/ 
rege I 

oder 

I 2x - 3 · 1 
· (-1)- 11- x · 1 · 2 

211-x 212x-3 
2x 3 

- (2x-3) (1- x) · 2 

2 I 1 - X · I 2x - 3 2 I 1 -X · I 2X - 3 
2x 3 

-2x+3-2+2x 
2 1'1 - X • \ 2 X - 3 · (2 X - 3) 

1 _ 1 1-X · v'2X'=3 
2 I 1 - X • \ ' 2 X - 3 · (2 X - 3) - 2 · (1 - x)(2 X - 3)2 
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f (X) = \ 1 - X = \ ' 1 - X 
\ 2x-3 2x-3 

f'(x) 1 . ..9..(...l.=l) 
/ 

2
_
1
,...1.=.!<__ dx 2x-3 

K~~g~~· 2 X - 3 

/ Quotientenregel 

\ 2 X - 3 (2 X - 3) · ( -1) - (1 - X) • 2 
=2- \ 1 - x. (2x-3)2 

= \ 2x-3. -2x+3-2+2x 
2 · \ 1 - X (2 X - 3)2 

Ableitung der Umkehrfunktion 

ABLEITUNG DER U 

\ :;-:)(· \~·1 
2(1- x)(2x- 3)2 

Funktion f : Df - IR, x- y = f(x) umkehrbar und an der 
Stelle x0 e Df differenzierbar mit f'(x0) * 0, so existiert 
die Ableitung der Umkehrfunktion 

r-1 : w f -IR, X -y = r-1 (x) an der Stelle f(xo) = Yo· 

und es gilt: (f-1)'(f(x0)) = f'(~o) 
oder 

Zur Veranschaulichung dient die Skizze, in die die bei
den Steigungsdreiecke eingezeichnet sind. 

Ableitung - Differenzierbarkeit 

Ableitung der Umkehrfunktion 

.· 

Beispiel 7: Veranschaulichung des Satzes von der 
Ableitung der Umkehrfunktion 

f: [3; "' [- IR, x- y = i (x - 3)2 + 1 ist streng monoton zuneh
mend und daher umkehrbar (vgl. Seite 27). 

W1 = [1; co [ = 01_,; 01 = [3;"' [ = W
1

_, 

Xo = 4; Yo = f(xo) = f(4) = 1i (s. Skizze Seite 69) 

f'(x) = i · 2 · (x- 3) = ~ (x- 3); f'(x0) = f'(4) = ~ 
Umkehrfunktion f -1: y = i <x- 3)2 + 1; y -1 = i<x- 3)2; 

4 (y - 1) = (X - 3)2; X - 3 = 2 \ y - 1; X = 2 \ y - 1 + 3 

nach Variablentausch: y = 2 \1x - 1 + 3 

Die Aussage des obigen Satzes über die Ableitung der Um

kehrfunktion ist nun: (f'1)' (1.l) = _!__ = .l = 2 
4 1'(4) ! 

Führt man die Rechnung nicht für den konkreten Wert 
Xo = 4, sondern für beliebiges x durch, so ergibt sich: 

(f',)'(x)=~ = , 1 = 1 = - 1-
f(f (x)) f(2 1X -1 + 3) ~ (2 \ x-1+3-3) 1x::-T 
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Analysis - Differenzialrechnung 

Kurvendiskussion 

Erste Untersuchungen an Funktionen 

• Kurvendiskussion ~ S. 71 

• Kriterien für streng monotones Zu- bzw. 
Abnehmen ~ S. 71 

• Kriterien für Hoch-, Tief- bzw. Terrasssen
punkt ~ 5.71 

Höhere Ableitungen 

• Begriff der n-ten Ableitung ~ S. 75 

• Bedeutung der 2. Ableitung ~ S. 75 

• Die Hierarchie der Flachpunkte: Flachpunkt, 
Wendepunkt , Terrassenpunkt ~ S. 77 

Spezialthema: Typische Aufgabenstellungen 
zur Differenzialrechnung ~ S. 81 

Kurvendiskussion 

Erste Untersuchungen an Funktionen 

_....,. .......... =-= ...... '""""- .. Kurvendiskussion" bedeutet die 
Untersuchung einer Funktion bzw. ihres Graphen. Mit 
den bisherigen Kenntnissen kann diese Untersuchung 
sich auffolgende Eigenschaften beziehen: 
• maximale Definitionsmenge (vgl. Seite 7) 
• Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen (vgl. Sei-

te 17) 
• Symmetrie des Graphen (vgl. Seite 17) 
• Monotoniever halten, Extrema (vgl. Seite 20 f.) 
• Verhalten an den Rändern der Definitionsmenge, d. h. 

-Verhalten für x- ±oo (vgl. Seite 38) 
-Verhalten an Definitionslücken (vgl. Seite 34) 

• Wertemenge (vgl. Seite 7) 
• evtl. Klärung zusätzlicher Fragen 
Monotonieverhalten und Extrema können mit dem 
Hilfsmittel der Ableitung untersucht werden. 

Istfeine auf dem Intervall Ja; b[ differenzierbare Funk
tion und ist f'(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 für alle x E Ja; b[, so ist 
fin Ja; b[ strengmonoton zunehmend bzw. abnehmend. 
Ist f'(x) = 0, so hat Gf im Punkt (x0 I f(x0)) eine waage
rechte (horizontale) Tangente. 

KRITERIEN FÜR HOCH· TIEF· BZW. TERRASSSENPUNKT Hat 
f' dabei an der Stelle x0 einen Vorzeichenwechsel von 
+zu - bzw. von - zu+, so hat fin in x0 ein lokales Ma
ximum bzw. Minimum; Gf hat dann den Hoch- bzw. 
Tiefpunkt (x0 I f(x0)). Hat f' an der Stelle x0 eine Null
stelle ohne Vorzeichenwechsel, so hat Gf den Terras· 
senpunkt (x0 I f(x0)). 
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Beispiel1: Untersuchung des Monotonieverhaltens 
einer Polynomfunktion 

f: IR-IR,x-y=x3 -6x2 +9x+1 
f': IR- IR, X- y = 3 x2 -12 x + 9 = 3 (x2 - 4 X+ 3) 

= 3 (x - 1)(x - 3) 
f'(x) = 0 <=} X= 1 V X= 3; f(1) = 5, f(3) = 1 

X < 1 X =1 1 < X< 3 X= 3 

f'(x) + 0 - 0 

G, streng monoton Hochpunkt streng monoton Tiefpunkt 
steigend (115) fallend (311) 

X> 3 

+ 

streng monoton 
steigend 

Beispiel 2: Untersuchung des Monotonieverhaltens 
einer Polynomfunktion 

f: IR - IR, x- y = i7 x4 
- * x3 + ~ x2 

f': IR -IR, x - y = ~x3 - ~x2 + ~ x = ~ x · (xL 8x + 16) 

= ~ x · (x- 4)2 
27 256 13 

f'(X) = 0 <=} X= 0 V X= 4; f(O) = 0, f(4) = ß1 = 381 " 3,2 
x<O x=O O<x< 4 x = 4 x>4 

f'(x) 0 + 

G, 
streng monoton Tiefpunkt streng monoton Terrassenpunkt streng monoton 

fallend (OI 0) steigend (413 !~ ) steigend 

Graph zu Beispiel1 Graph zu Beispiel 2 

Kurvendiskussion 

Beispiel 3: Diskussion einer rationalen Funktion 

f: X- y = X (X - 3) - 4 = x' - 3 X 
X X - 4 

soll möglichst umfassend diskutiert werden 

Definitionsbereich: 

Dmax =IR \ {4} 

Schnittpunkt mit der y-Achse: 
co I f CO)) = co I O) 

Nullstellen: 
x1 = 0, x2 = 3 

Felder abstreichen: 

l x<O , x = O , O<x<3 , x = 3 , 3<x<4 , x=4 , x>4 
f(x) - 0 + 0 - n. d. + 

Randverhalten: 
f(x) - - oo für x-- <»; f(x)-+ <» für x-+ <» 

Polynomdivision ergibt: f(x) = x + 1 + x ~ 4 

}~n:= (f(x)- (x + 1)) = }~n:= x ~ 4 = -0 

}~rl}= (f(x)- (x + 1)) = }~rl}= x ~ 4 = +0 

G1 nähert sich für x- _., von unten und für x- +<»von oben 
an die schiefe Asymptote mit der Gleichung y = x + 1 an. 

f(x)-- oo für x-"'-4; f(x)-+ <» für x.?.4 

f hat bei x = 4 einen Pol mit Vorzeichenwechsel von -zu +; 
die Gerade mit der Gleichung x = 4 ist vertikale Asymptote. 
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Monotonie, Extrema: 
f'(x) = (x - 4) · (274x- 3)- (x2 - 3x) · 1 = 2x2 -11 x + 12- x2 + 3 x 

(x - 4)' (x - 4)2 
x2 - Bx + 12 _ (x- 2)(x - 6) 

(x - 4)2 - (x- 4)2 

f'(x) = 0 {=} X = 2 V X= 6; f(2) = 1, f(6) = 9 

X < 2 x= 2 2 <x< 4 4<x< 6 X • 6 

f '(x) 

G, streng monoton Hochpunkt streng monoton streng monoton Tiefpunkt 
steigend (211) fa llend fallend (619} 

Wertemenge: 
W1 = ]- "'; 1] u [9; oo[ = IR \]1; 9[ 

Zeichnung des Graphen samt Asymptoten: 

\Gt / 

~1 · 
z 

Symmetrie: 
Vermutung: Punktsmmetrie bezüglich Z(4[5); 
Nachweis (vgl. Seite 18): 

x> 6 

streng monot011 

steigend 

f ( 4 - x) + f ( 4 + x) = 4 - x + 1 + 4 _ ~ _ 4 + 4 + x + 1 + 4 + ~ _ 4 

= 10 + _4x + i = 10 = 2 · 5 

Kurvendiskussion 

ö ere Ableitungen 

BEGRIF Auch die Ableitung f' 
einer Funktion f ist eine Funktion; existiert die Ablei
rung von f ', so bezeichnet man sie als 2. Ableitung von 

f und nennt f zweimal differenzierbar: 

f": Dr··- IR , x- y = f"(x) = ddx f'(x) = dd: 2 f(x) 

Entsprechend ergibt sich die 3. Ableitung f"' und allge
mein die n-te Ableitung f lnl ; existiert diese, so heißt f 
n-mal differenzierbar. 

BEDEUTUNG DER 2. ABLEITUNG Die erste Ableitung 
einer Funktion f beschreibt die Änderungsrate ihrer 
Funktionswerte, also die Steigung des Graphen von f. 
Die 2. Ableitung von f beschreibt also die Änderungs
rate der Steigung und damit die Krümmung von Gr. 

Gr heißt in einem Intervall I rechtsgekrümmt oder 
konvex, wenn die Steigung der Tangenten an Gr in I 
streng monoton abnimmt. 

rechtsgekrümmt 
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Gr heißt in I linksgekrümmt oder konkav, wenn die 
Steigung der Tangenten in I streng monton zunimmt. 

linksgekrümmt 

Es gilt also: 

f"(x) < 0 für alle x e I => G1 ist in I rechtsgekrümmt 

(f" negativ) 

f"(x) > 0 für alle x e I => G1 ist in I linksgekrümmt 

(f" positiv) 

In der Umgebung eines Maximums bzw. Minimums 
ist der Graph einer differenzierbaren Funktion rechts
bzw. linksgekrümmt; daher gilt: 

f'(x0) = 0 "f"(x0) < 0 => f hat bei x0 ein lokales Maximum 

f'(x0) = 0 "f"(x0) > 0 => f hat bei x0 ein lokales Minimum 

Im Beispiel 3 von Seite 73f. war 

f(x) = x(x - 3) und 
x-4 

Kurvendiskussion 

f' ( ) _ x' - 8 x + 12 _ (x - 2)(x - 6) f" 
4 x - (x- 4)' - (x- 4) ' ur x ~ ; 

" (x - 4)2 • (2 x - 8) - (x2 - 8 x + 12) · 2 (x - 4) 
f (x) = (x - 4)' 

(x- 4) · (2 x - 8)- (x2 - 8 x + 12) · 2 8 

(x- 4)3 (x - 4)3 

f (2) = 1 " f' (2) = 0 " f" (2) = _88 = -1 < 0 

=> G1 hat den Hochpunkt (211) 

f(6) = 9 "f'(6) = 0 "f"(6) = ~ = 1 > 0 

=> G1 hat den Tiefpunkt (6 19) 

E- FLACHPUNKT, WENDE-

_ "'-""' ....... .-===:.o:...:=~ Da die 2. Ableitung einer 
Funktion die Krümmung des Graphen Gr beschreibt, 
verläuft Gr an einer Stelle x0, an der f" den Wert Null 
hat, fast geradlinig: 

An einer Stelle x0 , für die 
f "(x0) = 0 ist, besitzt Gr ei
nen Flachpunkt Ändert 
sich in einem Flachpunkt 
das Krümmungsverhal
ten von Gr. so ist der 
Flachpunkt gleichzeitig 
ein Wendepunkt: 

Flachpunkt 
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Wendepunkt Hat f" an der Stelle x0 

eine Nullstelle mit Vor
zeichenwechsel, so hat 
Gr den Wendepunkt 
(x0 I f(x0)). 

f"(x0) = 0 A f'"(x0) * 0 
=> Gr hat bei x0 einen 

-+------'""- + - - , Wendepunkt. 

In einem Wendepunkt 
durchdringt die Tangente 
den Graphen Gr. Verläuft 
diese so genannte Wen
detangente horizontal, 
so ist der Wendepunkt 
ein Terrassenpunkt: 

Terrassenpunkt 

Gt 

f"(x0) = 0 A f'" (x0) * 0 A f' (x0) = 0 => Gr hat bei x0 einen 
Terrassenpunkt. 

Jeder Terrassenpunkt ist also ein Wendepunkt. und 
jeder Wendepunkt ist ein Flachpunkt; die Umkehrung 
gilt nicht. 

Kurvendiskussion 

Beispiel 4: Untersuchung des Krümmungsverhaltens 
einer Polynomfunktion 

f: IR - IR, x ~ y = i x4 
- ~ x3 + 5 

f': IR - IR, x ~ y = ~ x3 - 2 x2 

f " : IR - IR, x ~ y = 2 x2 - 4 x = 2x (x - 2) 

f " (x) = 0 {=} X= 0 V X= 2; f(O) = 5, f(2) = 2 ~ 

x<O x = O 

f" (x ) 0 

G, linksgekr\immt 
Terrassen-

punlct (0 ] 5) 

Wendetangente in (2 2 ~ ) : 
y = -~x+t 
21 =-!l. ·2+t ==; t=]l. 

3 3 3' 

y = -~x + 7~ 

f'(O) = 0, f'(2) = -2 ~ * 0 

0 < X < 2 X • 2 

0 

rechtsgekrümmt 
Wende-

punkt (2]2 i> 

horizontale Wendetangente in (0 15): y = 5 

x>2 

linksgekrümmt 
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Beispiel 5: Untersuchung des Krümmungsverhaltens 
einer Polynomfunktion 

f: IR-IR, x ~ y = ~ x4 - ~x3 + x2 

f': IR - IR, x - y = ~ x3 - 2 x2 + 2 x 

f": IR- IR, x- y = 2 x2 - 4 x + 2 = 2 (x2 - 2 x + 1) 

= 2(x-1)2 

f "(x) = 0 <=> x = 1; f(1) = 1 
f'(1) = ~ 

x< 1 x = 1 x> 1 

f " (x ) + 0 + 

G, 
Flachpunkt 

linksgekrümmt 
(11 +> linksgekrümmt 

Der Flachpunkt ist kein Wendepunkt: 
f " hat bei x0 = 1 eine Nullsteile ohne Vorzeichenwechsel! 

Tangente an G1 in ( 111): 
y =~ X+ t 
1 2 1 
2=3 ·1 + t => t = - 6 ; 

y =~ x- i 

I, ,~i~r~~~-·- .. -: /- ·· sP~EZIALTHEMA 
1 ---~~· ... r;"\ ...... ·~-- ... • ·~»< :: .... ...,.· --~.:. • 

Typische Aufgabenstellungen 
zur Differenzialrechnung 

Steckbriefaufgaben 

Ein einfaches Beispiel solcher Aufgaben findet sich be
reits auf der Seite 34. Inzwischen können die Aufgaben 
aber nicht nur Informationen etwa über die Nullstel
len der gesuchten Funktion enthalten, sondern auch 
über Hoch-, Tief-, Terrassen- und andere Wendepunkte 
ihres Graphen. Die gegebenen Informationen müssen 
in Gleichungen übersetzt werden; hierfür gilt: 

P(a I b) liegt auf G1 

f hat Nullsteile x0 

G1 hat in P(a I .. . ) die Steigung m 
G1 hat Tiefpunkt P (a I ... ) 
G1 hat Hochpunkt P(a 1 .. . ) 

G1 hat Terrassenpunkt P(a I ... ) 
G1 hat Wendepunkt P (a I ... ) 

{=) f(a) = b 
{=) f(x0) = 0 

{=) f'(a) = m 

:} f'(a) = 0 
:} f'(a) = 0 

:} f'(a) = 0 " f "(a) = 0 
:} f "(a) = 0 

Dabei ist zu beachten: Nicht alle Informationen wer
den äquivalent übersetzt; z. B. ist die Übersetzung für 
"Hochpunkt" die gleiche wie für "Tiefpunkt"! 

Die ermittelte Funktion ist abschließend also darauf
hin zu überprüfen, ob sie wirklich alle geforderten 
Eigenschaften besitzt. 
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Beispiel1: Ermittlung einer Polynomfunktion 

Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades geht durch den 
Punkt (-11 0) und hat den Wendepunkt (512); die Wende
tangente hat die Steigung -1. 
Ansatz: f (x) = ax3 + bx2 + cx + d 

f'(x) = 3 ax2 + 2 bx + c 
f "(x) = 6ax + 2b 

(1) f(-1) = 0: 
(2) f(S) = 2: 

(3) f "(S) = 0: 
(4) f'(5) = -1: 

-a + b- c + d = 0 
125 a + 25 b + 5 c + d = 2 
30 a + 2 b = 0 
75 a + 10 b + c = -1 

Lösen dieses Systems von vier Gleichungen für die vier 
unbekannten Koeffizienten des Polynoms ergibt: 

1 5 16 64 
a = Ti• b = - 9 , c = 9 , d =Ti ; also : 

f(x) = fyx3
- ~x2 + ~x + ~ = f.J <x3 -15x2 + 48x + 64) 

Die Diskussion zeigt, dass die ermittelte Funktion die gefor
derten Eigenschaften tatsächlich besitzt 

Beispiel 2: Ermittlung einer rationalen Funktion 

Eine gebrochen rationale Funktion f soll die folgenden 
Bedingungen erfüllen: 
• f hat an der Stelle- 2 einen Pol ohne Vorzeichenwechsel 
• f hat 3 als einzige Nullsteile 
• f hat an der Stelle -7 einen Pol mit Vorzeichenwechsel 
• es gilt I im f(x) = 5 

x- ±= 

Diesmal ergibt sich der Funktionsterm von f mit Hilfe der ta
bellarischen Zusammenfassungen auf den Seiten 48 und 52: 
(1) Das Nennerpolynom muss den Faktor (x + 2)q' mit 

geradzahligem q1 enthalten. 
(2) Das Zählerpolynom muss den Faktor (x - 3)" mit ne IN 

enthalten. 
(3) Das Nennerpolynom muss den Faktor (x + 7)q' mit unge

radzahligem q2 enthalten. 
(4) Der Grad des Zählerpolynoms muss gleich dem Grad des 

Nennerpolynoms sein und der Koeffizient der höchsten 
Potenz des Zählerpolynoms muss 5-mal so groß sein wie 
der Koeffizient der höchsten Potenz des Nennerpoly
noms. 

Daraus ergibt sich die folgende mögliche Lösung: 

5- (x- 3)3 

f(x) = .,-(x-+-:2~)2'·-..,.(x:._:.+-=7) 
5(x3 - 9x2 + 27x- 27) 

x3 + 11 x2 + 32 x + 28 

Wäre zusätzlich verlangt, dass G1 das stetig schließbare Loch 
(61 ... ) besitzt, so wäre eine mögliche Lösung: 

5 · (x - 3)3 • (x - 6) 
f (x) = (x + 2)2 • (x + 7) · (x - 6) 

• 
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Extremwertaufgaben 

Hierbei handelt es sich um eher anwendungsbezogene 
Aufgaben aus der Geometrie, der Physik oder der Wirt
schaft, bei denen Art und Lage eines Extremums zu 
ermitteln sind. Die Vorgehensweise wird anhand von 
Beispielen erläutert. 

Beispiel 3: Minimieren eines Oberflächeninhalts 

Eine Konservendose von der Form eines geraden Kreiszylin
ders habe das Volumen V. Wie muss man den Grundkreisra
dius rund die Höhe h wählen, damit bei der Herstellung der 
Dose möglichst wenig Blech verbraucht wird? 

Minimiert werden soll also die Zielgröße "Oberflächeninhalt" : 
S = 2Tir2 + 2Tirh 

Nebenbedingung ist: V = TI r2 · h; daraus folgt : h = ..J.,. TTr 
Damit ergibt sich die Zielfunktion: 

S: r ~ S (r) = 2 TI r2 + 2 TT r · V = 2 TI r2 + 2 V 
nr2 r 

s!. S(r) = 4Tir- 2v · Jf_ S(r) = 4TI+ 4v 
d r r2 'dr2 r3 

d 2V 2V 3'1/ ar S(r) = 0 <=} 4nr = -;:> <=} r3 = 4TT ; r = V2n 

::2 S(r) > 0 für alle r E lW; das Extremum ist also tatsäch

lich ein Minimum. 
3'1/ V 3 4V 3f8V 

r = Y2n => h =-----,=2 = .. . = \'n =\ 2n = 2r 
IT · \ iir 

Ergebnis: der Blechverbrauch ist minimal, wenn Durchmes
ser und Höhe der Dose übereinstimmen. 

(Interessant ist der Vergleich des Ergebnisses mit den 
Abmessungen von Dosen des Europaformats "e 425" oder 
"e 850", welche 425 cm3 bzw. 850 cm3 fassen!) 

Beispiel 4: Maximieren eines Rauminhalts 

Aus einem 120cm langen Draht soll ein Kantenmodell 
eines Quaders hergestellt werden; dabei soll die Länge 
des Quaders dreimal so groß wie seine Breite sein und der 
Rauminhalt größtmöglich werden. 

Sei x die Breite des Quaders in cm; dann ist 3 · x seine Länge 
in cm, und es gilt die folgende Nebenbedingung: 

4 · (3 X +X+ h) = 120 
4x + h = 30 

h = 30 - 4x; 
damit ist auch die Höhe h des Quaders durch x ausgedrückt. 

Zielfunktion: 
V: x - y = 3 x · x · (30 - 4 x) = 3 x2 · (30 - 4 x) = 90 x2 - 12 x3 

Definitionsmenge der Zielfunktion ist ]0; 7,5[ 

V'(x) = 180x - 36x2 = 36x (5 - x) 
V"(x) = 180 -72 x = 36(5- 2x) 
V'(x) = 0 => x = 5 (x = 0 <$ [)) 

x = S => 3x = 15; h = 10 
V (5) = 90 · 25 -12 · 125 = 750 
(oder V(S) = 5 · 15 · 10 = 750) 
V"(S) = 36 · (5 - 2 · 5) = 36 · ( - 5) < 0 

Ergebnis: Der Quader hat den maximalen Rauminhalt 
750cm3, wenn er 15cm lang, Sem breit und 10cm hoch ist. 
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Analysis- Differenzialrechnung 

Sätze über differenzierbare Funktionen 

Monotoniekriterium ~ S. 87 

Satz von Rolle ~ S. 87 

Mittelwertsatz ~ S. 88 

Regeln von L'Hospital ~ S. 88 

Trigonometrische Funktionen 

• Eigenschaften der Sinus-, Kosinus
und Tangensfunktion ~ S. 90 

• Ableitung der trigonometrischen 
Funktionen ~ S. 91 

Form- und Lageveränderungen der Sinus- und Kosinus
kurve 

• Allgemeine Sinus- und Kosinusfunktion 
~ S.91 

• Amplitude, Periode, Phasenverschiebung 
~ S.91 

Sätze über differenzierbare Funktionen 

Monotoniekriterium 

Das Monotoniekriterium für die Umkehrbarkeit einer 
Funktion f (vgl. Seite 27) lässt sich für den Fall, dass f 
auf einem Intervall I c Dr differenzierbar ist, folgender
maßen fassen: 

Ist f'(x) > 0 für alle x e I oder f'(x) < 0 für alle x e I, 

so ist f in I umkehrbar. 

Satz von Rolle 

Wichtig ist, dass der betrach
tete Bereich tatsächlich ein zu
sammenhängendes Intervall 
ist. So ist z. B. die Funktion f, 
deren Graph in der Abbildung 
skizziert ist, nicht umkehr
bar auf ihrer Definitions
menge, obwohl f' (x) > 0 für 
alle x e Dr; denn Dr ist keine 
zusammenhängende Menge! 

Ist feine Funktion, die im Intervall [a; b] stetig und im 
Intervall ja; b[ differenzierbar ist, und gilt 

f(a) = f(b) = 0, 
so existiert mindestens eine 
Stelle 
x0 e ja; b[, für die gilt: 

f' (x0) = 0 
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Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ist der Mittel
wertsatz. 

Mittelwertsatz 

Ist feine Funktion, die im Intervall [a; b] stetig und im 
Intervall ja; b[ differenzierbar ist, so existiert mindes
tens eine Stelle x0 E ja; b[, für die gilt: 

f '(x0) = f(b~ ~:(a) oder f(b) = f(a) + (b- a) · f'(x0) (*) 

Anschaulich bedeutet dies, dass 
die Tangente an Gr in (x0 I f(x0)) 

parallel zur Sekante PQist. 
Mitb-a =: h 
lautet die Gleichung(*): 

f(a + h) = f(a) + h · f'(x 0) 

oder, wegen a < x0 < b 
f(a + h) = f(a) + h · f'(a + fi · h) 

mit fiEjO;l[ 

Regeln von L'Hospital 

Q 
f(b) ------ - -- -- - -

f(><,) 

f(a) 

Tangente 

Sekante : 

p 

"o b X 

a) Sind f und g zwei Funktionen, die an der Stelle x0 

stetig und in einer Umgebung von x0 differenzierbar 
sind, und ist f(x0) = g(x0) = 0, so gilt: 

l
. f(x) 

1
. f'(x) 

Im -- = In1 - ,
x-x0 g (x) x-x0 g (x) 

b) Sindfund g zwei Funktionen, die in einem Intervall 
ja; oo[ differenzierbar sind, und ist 

Sätze über differenzierbare Funktionen 

limf(x) = lim g(x) = 0, so gilt: 
x-oo x - oo 

lim f(x) = lim f',(x) 
x-~ g(x) x-~ g (x) 

(Eine vollkommen analoge Regel gilt für x- - oo.) 

c) Sind f und g zwei Funktionen, die in einer Umge
bung von x0 differenzierbar sind, und gilt 1 f(x) 1- oo 
für x-x0 und lg(x) l-oo für x-x0, sogilt: 

l
. f(x) 

1
. f'(x) 

Im -- = Im -
x-Xo g(x) x- Xo g'(x) 

d) Sindfund g zwei Funktionen, die in einem Intervall 
ja; oo[ differenzierbar sind, und gilt 1 f(x) 1- oo für x- oo 
und I g(x) 1- oo für x- oo, so gilt: 

lim f(x) = lim f:(x) 
x - ~ g(x) x- ~ g (x) 

Beispiele 

f(x) = x4 - 2 x + 1; 
g(x) = x1o- x2; 

f'(x) = 4x3 - 2; 
g'(x) = 10x9 - 2x; 

f(1) = 0 
g(1) = 0 
f'(1) = 2 

g'(1) = 8 

N h R I ) .b · h 1· f(xJ 1· f'(xJ f'(1l 2 1 ac ege a erg1 t s1c : 1m W = 1m g'(x) = '(1") = 8 = 4 
x-1g x-1 g 

Die Berechnung dieses Grenzwerts mit Faktorzerlegung 
wäre erheblich mühsamer gewesen: 

lim~= lim x'-2x+1 = lim (x-1)·(x
3

+x
2

+ x-1) 
x- 1 g(x) x-1 x'o - x' x-1 (x -1) . (x ' + x' + ... + x' ) 

=lim x3 +x2 +x-1 = 1+1+1-1 =1=1 
, _ 1 x

9 + x8 + ... + x2 1 + 1 + 1 ... + 1 8 4 
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Trigonometrische Funktionen 

DER SINUS- KOSINUS- UND TAN 

net man: 
• die Sinus-Funktion 

sin: IR~ IR, x~y=sinx 
• die Kosinus-Funktion 
• cos : IR~ IR, X~ y = cos X 

die Tangens-Funktion 

tan: 1R\ ( (2k+1)·~ i kE~) ~IR, 
sinx 

X- y = tan X = cos x 

sin und cos haben die Werte
menge [-1; 1]. Ihre Schwin
gungsweite oder Amplitude 
ist 1. 
Die Wertemenge von tan ist 
IR . 

Die Werte der Sinus- und der Kosinus-Funktion wieder
holen sich immer im Abstand 2 n; dies ist die Periode: 

sin (x + k-2n) = sinx; cos(x + k-2 n) = cosx; kE~. 

Die Periode der Tangens-Funktion ist n: 
tan(x + k· n) = tanx; kE~. 

Die Sinus- und die Tangens-Funktion haben die Null

stellenk · n = 2 k · %; k E ~- Die Kosinus-Funktion hat die 

Nullstellen (2k + 1) ·%, kE~. Wegen tanx =~~~~sind 
dies die Definitionslücken der Tangens-Funktion; diese 

sind Polstellen mit Vorzeichenwechsel von+ zu -. 

Sätze über differenzierbare Funktionen 

Wegen cosx = sin (x + ~) für alle XE IR entsteht der 

Graph der Kosinus-Funktion aus dem der Sinus-Funk

tion durch Verschiebung um ~ nach links . 

NG DER TRIGONOMETRISCHEN FUNKTI N N Wich
tiger ist folgender Zusammenhang zwischen sin und 
cos: 

d . d . 
dx Sill x = cos x; dx cosx =-Sill x 

Nach der Quotientenregel folgt für die Ableitung der 
Tangens-Funktion: 

Weiter errechnet sich nach der Regel von L'Hospital 
(vgl. Seite 88) ein wichtiger Grenzwert: 

lim si~x = 1 
xVO 

Form- und Lageänderungen der Sinus- und Kosinus
Kurve 

Form 
x- y = a · sin (b · (x + c)) + d; 

für die Kosinus-Funktion gilt alles völlig analog. 

a beein-
flusst die Schwingungsweite der Sinuskurve: die Am
plitude ist I a 1-
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b beeinflusst die Frequenz der Sinuskurve; die Periode 
. 2rr 
ISt Tbj . 
c heißt die Phasenverschiebung der Sinuskurve: der 
Graph ist gegenüber dem Graphen von x-y = sinx 
um I c I verschoben, und zwar für c > 0 nach links , für 
c < 0 nach rechts . 
Auch d bewirkt eine Verschiebung: der Graph ist ge
genüber dem Graphen von x-y = sinx um ld l ver
schoben, und zwar für d > 0 nach oben, für d < 0 nach 
unten. 

Beispiel 

f : x - y = 2 sin (~x + 1) + 1 = 2 sin ( ~ ( x + ~ )) + 1; 

Stammfunktion und Integralfunktionen 

Analysis - Integralrechnung 

Stammfunktion und Integralfunktionen 

Stammfunktion 

• Begriff der Stammfunktion -»- S. 94 

Unbestimmtes Integral 

• Begriff des unbestimmten Integrals ~ S. 95 

• Grundintegrale ~ S. 96 

Bestimmtes Integral 

• Streifenmethode ~ S. 97 

• Begriff des bestimmten Integrals ~ S. 98 

• Grenzwert der Untersumme ~ S. 99 

• Grenzwert der Obersumme -»- S. 100 

Integralfunktion 

• Begriff der Integralfunktion ~ S. 101 

• Hauptsatz der Differenzial- und Integral
rechnung (HDI) ~ S. 101 

• Integrationsformel ~ S. 102 

• Regeln für das bestimmte Integral ~ S. 104 
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Stammfunktion 

BEGRIFF DER STAMMFUNKTION 

f : IR - IR , x-y= ~ x2 , hatdie Ableitung 

f' : IR-IR, x~y=3x; 
umgekehrt könnte f durch Ableitung aus der Funktion 

F: R- R, x~y = ~ x3 

entstanden sein; F nennt man dann eine Stammfunk· 
tion von f. Allgemein definiert man: 

Sind f und F auf einer gemeinsamen Menge D definiert 
und ist F in D differenzierbar mit F'(x) = f(x) für alle 
x e D, so heißtFeine Stammfunktion von finD. 

Da die Ableitung der konstanten Funktion Null ist, gilt 
der Satz: Die Differenz zweier Stammfunktionen 
derselben Funktion ist eine konstante Funktion. 

Beispiel1: Nachweis für Stammfunktion 

Zeige, dass 

F: IR - IR, x - F(x) = \ x2 + 1 

eine Stammfunktion von 
f: IR-IR, x-f(x) = . x ist. 

I x2 + 1 

F(x) = 1 · 2x = x = f(x) für alle xe IR 
2 \ x2 +1 l x2 + 1 

Stammfunktion und Integralfunktionen 

Beispiel 2: Differenz zweier Stammfunktionen 
2 

Zeige, dass auch G: IR- IR, x - G (x) = x 
2 

, eine 
Stammfunktion von f ist! 1 

+ 
1 x + 

1 

Zum Nachweis könnte man G ableiten; man kann aber auch 
zeigen, dass sich G (x) von F (x) nur um einen konstanten 
Summanden unterscheidet: 

-- x2 
F(x)- G(x) = Vx2 + 1--~~= 

1 + \ x2 + 1 

~~ ·(1 + \~)-x2 

1 + \ x2 + 1 

\ x2 + 1 + x2 + 1 - x2 \ x2 + 1 + 1 
--~~~- = = 1 = const. 

1 + \ x2 + 1 1 + 1 x2 + 1 

Beispiel 3: Ermittlung einer Stammfunktion 

Bestimme diejenige Stammfunktion H von f, deren Graph 
den Punkt (13 / -1) enthält 

Ansatz: H (x) = F(x) + C = \1x2 + 1 + C 

Bedingung: H (v3) = -1, d. h. \ 3 + 1 + C = -1; 
C = -1-2 = -3 

Ergebnis: H (x) = \ x2 + 1 - 3 

Unbestimmtes Integral 

BEGRIFF DES UNBESTIMMTEN INTEGR L Unter dem un
bestimmten Integral ff(x)d x einer Funktion fversteht 
man die Menge ihrer Stammfunktionen: 

ff(x) dx = {F I F'(x) = f(x)} . 

Da die Differenz zweier Stammfunktion derselben 
Funktion f konstant ist, gilt: 

J f (x)d x = { x~F (x) + c lce iR} 

I 95 
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Dafür ist die folgende einfachere Schreibweise üblich: 

ff(x) dx = F(x) + c 

(Diese Gleichung ist aber keine Gleichung im algebra
ischen Sinn, sondern sie soll lediglich zum Ausdruck 
bringen, dass (F(x) + c)' = f(x) ist.) 

GRUNDINTEGRALE Aus den bisher bekannten Ablei
tungsregeln (vgl. Seiten 64 und 91) ergeben sich folgen
de Grundintegrale: 

f(x) ft(x)d x 

xn _ 1_ , xn•1 + c 
n + 1 für nE IR \{- 1] 

sinx -cosx + c 

COSX sin x + c 

_ 1_ tan x + c 
cos2 x 

1 1 
sin2 x - tanx+c 

Weiter gelten folgende allgemeine Regeln: 
fk·f(x)dx =k ·Jf(x)dx(k*O) und 
f(f+ g)(x)dx = Jf(x)dx + fg (x)dx. 

Beispiel 4: Unbestimmtes Integral einer Polynom
funktion 

Das unbestimmte Integral der Polynomfunktion 

f: IR -IR, x ~ y = 1x3 - ~x2 + 5 ist 

Jf(x)dx = lx4 -lx3 + 5x + c 
3 6 

Stammfunktion und Integralfunktionen I 97 

Bestimmtes Integral 

REIFENMETHODE Ausgangspunkt für die Definition 
des bestimmten Integrals ist das Problem, den Inhalt 
der Fläche zwischen der x-Achse und dem Graphen ei
ner auf[a; b) definierten Funktion fzu bestimmen. Man 
wählt eine Zerlegung des Intervalls [a; b) in n Streifen: 

a = Xo < X1 < Xz < .. . < X11 _ 1 < X11 = b; 
die Breite des i-ten Streifens ist 

t.xi = xi - xi - 1· 
Weiter wählt man in jedem Streifen eine Stützstelle 
~i E [xi_1; xJ Die Skizze zeigt ein Beispiel mit einer auf 
[a; b) positiven Funktion für n = 4. 

y 

~ Gt 
?- ~ 

.--?- ""' I/ 

a • xo x, ,, ,, b .. x4 ' 
~, 

Die Fläche zwischen der x-Achse und Gr lässt sich nun 
annähern durch die folgende Summe von Rechtecks
flächen: 

f(~ l ) ·(XI - Xo) + f(~z ) · (Xz - X1) + ·· · + f(~n) · (xn- Xn-1 ) = 

= f(~1 ) · t. x1 + f( ~2 ) · t.x2 + .. . + f(~11 ) • t.x11 
n 

= L f(~) -t.x 
i= l 1 I 
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BEGRIFF DES 8 S MTEN INTEGRALS Ist f auf [a; b] we-
nigstens abschnittsweise stetig, so ist die Annäherung 
um so besser, je größer die Zahl n der Streifen ist; beim 
Grenzübergang n- "' muss allerdings die Länge ßxi 
des breitesten Streifens gegen Null gehen. Existiert un
ter dieser Bedingung 

n 

limL f(sJL:-.xi. 
n- oo t=l 

so heißt füber [a; b] integrierbar und man nennt 
b n 

ff(x)dx= lim L f(Si).ßxi 
a n-oo 1:::::1 

das bestimmte Integral von füber [a; b] . 

Die Funktion f, über die integriert wird, heißt Inte
grand oder Integrandenfunktion. 

Integrierbar sind alle auf [a; b] wenigstens abschnitts
weise stetigen Funktionen, insbesondere alle auf [a; b] 
stetigen Funktionen. Da alle differenzierbaren Funk
tionen stetig sind (vgl. Seite 63) , gilt: 

Differenzierbarkeit =; Stetigkeit =; lntegrierbarkeit 

Beispiel1: Anwendung der Streifenmethode auf eine 
quadratische Funktion 

Gesucht ist der Inhalt der Fläche zwischen der x-Achse und 

dem Graphen der Funktion 

f: [1;4]-IR, x-y =~x2 

Am einfachsten ist es, das Intervall [1; 4] äquidistant, das 
heißt in n Streifen gleicher Breite zu zerlegen; jeder Streifen 

hat dann die Breite: 
b-a 4-1 3 
- n- = - n- =n· 

Stammfunktion und Integralfunktionen 

Grenzwert der Untersumme 

Als Stützstellen werden die 
linken Ränder der Streifen 
gewählt, also 

Skizze für n = 3 

~1 = Xo, ~2 = X1, .. . , ~n = Xn- 1: 

da f auf [1; 4] streng mono
ton wachsend ist, ist die 
Summe der Rechtecks
flächeninhalte sicher kleiner 
als der gesuchte Flächen
inhalt, und man spricht von 
einer Untersumme: 

.o 
..;; 

". 

:.,.. 

Sn= f(~1) ' ~ + f(~2) · ~ + f(~3) · ~ + ... + f(~n) · ~ 

,[' 

,.;' 

.-

= ( f(1) + f ( 1 + ~ ) + f ( 1 + ~ · 2) + ... + t ( 1 + ~ · (n -1))) · ~ 
= (f !:! ) +f (!:'.....:':2) +f(n+3 · 2) t (n+3·(n-1) ) 3 n n n + . .. + n ·n 
=1 . (!!.'.+ (n+3)2 + (n+3·2)2 + (n+3(n-1))' ) 3 

4 n2 n2 n2 ... + n2 . n 

= 4 ~3 • (n2 + (n + 3)2 + (n + 3 · 2)2 + ... + (n + 3 · (n - 1))2) 

= 4 ~3 • (n2 + n2 + 6 n + 9 + n2 + 2 · 6 n + 4 · 9 + ... 

+ n2 + (n - 1) · 6 n + (n - 1)2 · 9) 

= 
4 
~3 • (n2 · n + 6 n · (1 + 2 + ... + (n - 1)) 

+ 9 · (1 + 4 + .. . + (n - 1)2) 

= ~ . (n3 + 6 n. (n - 1) · n + 9 . (n -1) · n. (2n -1) ) = 
4n 2 6 ·· · 

= ll_ 45 + ..2.... 
4 Sn Sn' 

I im s = l1 = s l 
n-= n 4 4 

199 
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Grenzwert der Obersumme 

Als Stützstellen werden die 
rechten Ränder der Streifen 
gewählt, also 

Skizze für n = 3 

~1 = X1, ~2 = X2, · · ., ~n = Xn; 

diesmal ist die Summe der 
Rechtecksflächeninhalte 
größer als der gesuchte 
Flächeninhalt: 

Obersumme 

,. 

~ 7 
,o " ..]; 

':' .-
'"" 

Sn= (f (1 +~) +f ( 1 +~·2 ) + ... +f (1 +~ · n )) · ~= ... 

~ 

,." 

= _1_3 • ( n
3 + 6 n · (1 + 2 + ... + n) + 9 · (1 + 4 + ... + n2

) ) 
4n 

= _1_ . (n3 + 6 n . n(n + 1) + 9 . n (n + 1)(2 n + 1) ) 
4n3 2 6 

=~+~+_2_ 
4 Sn Sn2 

lim s =~= sl 
n-IXI n 4 4 

4 

Ergebnis: Hx2 dx = 5t 
1 

Wie man an diesem Beispiel sieht, kann die Berech
nung bestimmter Integrale nach der Streifenmetho
de recht mühsam sein. Erfreulicherweise geht es auch 
einfacher; dazu ist zunächst jedoch noch etwas Theo
rie erforderlich. 

Stammfunktion und Integralfunktionen 

Integralfunktion 

BEGRIFF DER INTEG 

obere Integrationsgrenze des bestimmten Intecrrals 
b b 

I f(tJdt 
a 

als variabel, so erhält man eine neue Funktion 
X 

F: x-F(x) = ff(t)d t; 
a 

diese Funktion heißt eine Integralfunktion von f. 

Offensichtlich ist 
a 

F(a) = ff(t)dt= 0, 
a 

das heißt eine Integralfunktion hat- mindestens - an 
der unteren Integrationsgrenze eine Nullstelle. 

-UND INTEGRALRECHN!,I 
Wichtiger ist aber, dass man mit Hilfe des Mit

telwertsatzes (vgl. Seite 88) den folgenden Satz bewei
sen kann: 

Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung (HDI): 
X 

ddx ff (t) d t = f(x) (für f stetig) 
• 

In Worten heißt dies, dass jede IntegralfunktionFeiner 
stetigen Integrandenfunktion fdifferenzierbar ist und 
dass ihre Ableitung F' gleich der Integrandenfunktion 
f ist. Die Integration ist also sozusagen die Umkehrung 
der Differentiation. Oder: 
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Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f 
ist eine Stammfunktion von f. (*) 

Daraus ergibt sich ein recht einfaches Rezept zur Be
rechnung bestimmter Integrale: 

b 

..,.,.===-:==:::F::::OR::-:M:":'E~L., Ist f f (t) dt gesucht und ist f 
a 

stetig, also integrierbar, so bestimmt man eine Stamm
funktion F von f; 

X 

x- I f(t) d t = F (x) + c0 mit geeignetem c0 E IR ist eine 
a 

Integralfunktion von f, und es gilt: 
a 

If(t)dt=F(a)+c0 =0 =} c0 =-F(a); alsoist 
a 

b 

I f(t)dt = F(b) + c0 = F(b)- F(a) =: [ F(x)]~ 
a 

b 

Das bestimmte Integral I f(x) d x über eine stetige Funk-
• 

tion f zwischen der unteren Grenze a und der oberen 
Grenze b ist also gleich der Differenz F(b) - F(a) der 
Funktionswerte einer beliebigen Stammfunktion F 
von f: 

lntegrationsformel: 
b 

ft(x)dx = F(b)- F(a) =: [F(x)] ~ 
a 

Stammfunktion und Integralfunktionen 

Beispiel 2: Bestimmtes Integral über eine quadrati
sche Funktion 

f: IR-IR, x-y= ix2, hatF: IR-IR, x-y=~x3, als Stamm
funktion; also ist 
4 

f-lx2dx = [_1_ x3]4 = _1_ _ 43- _1_ ·13 = 64- 1 = § = lL sl 
1 4 12 1 12 12 12 12 4 4 

(Vgl. Beispiel1, Seite 98 f.) 

Beispiel 3: Bestimmtes Integral über die Sinusfunk
tion 

lT 

fs inxd x = [-cosx] ~ = - cosrr- (-cosO) = -(-1)- (- 1) = 2 
0 

Beispiel 4: Integralfunktion der Wurzelfunktion; 
Beispiel zum HDI 

\ t d t = t2 dt = - · t 2 = - · t 2 = - · X2 - - • 2 2 fx ~ Jx1 [ 1 1+1 lx [ 2 1]" 2 1 2 1 
2 2 i+1 2 3 2 3 3 

2 '3 2 ~ 2 0 412 
= 3 . \ x - 3 . \ 8 = 3 . \ x3 - - 3-

=: F(x); 

F'(x) = l _ ~ · 3x2 = ~ = _.>t. = x~ = vx· vgl. HDI! 3 2 , x3 \ x3 x1,s , 

Bemerkung: Der Kehrsatz von Satz (*) ist falsch, d. h.: 
Nicht jede Stammfunktion einer stetigen Funktion f 
muss auch eine Integralfunktion von fsein. Eine Inte
gralfunktion von fmuss nämlich mindestens eine Null
stelle besitzen. 

1
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Beispiel 5: Zusammenhang zwischen Integralfunktion 
und Stammfunktion 

f2xdx = x2 + c, cEIR, 
ist die Menge aller Stammfunktionen von f: x- y = 2x. 
Für c E IR+ haben diese Stammfunktionen keine Nullstel le, 
sind also keine Integralfunktionen von f. Integralfunktionen 
von f sind nur diejenigen Stammfunktionen 

F: x - y = x2 + c, für die c E IR~ ist. 

DAS BESTIMMTE INTEGRAL Aus der lnte
b 

grationsformel J f(x) dx, dem HDI und den entspre-
a 

ehenden Ableitungsregeln folgt: 

Regeln 
b a 

Jf(x)dx = - J f (x)d x 
a b 

a 

ff(x)dx = 0 
a 

b b 

J k · f (x) d x = k · J f (x) d x 
a a 

c b c 

Jf(x)dx = J f(x)dx + Jf(x) dx 
a a b 

b b b 

J (f + g)(x) d x = J f (x) d x + J g (x) d x 
a a a 

Ist f(x) < g(x) für alle x E [a; b], so gil t: 
b b 

f f (x)d x < J g (x)dx 
a a 

Flächeninhaltsberechnung 

Analysis - Integralrechnung 

Flächeninhaltsberechnung 

Fläche zwischen Graph und x-Achse 

• Zusammenhang zwischen Flächeninhalts
berechnung und Berechnung des bestimmten 
Integrals ~ S. 106 

Fläche zwischen zwei Graphen 

• Regel für die Berechnung des Flächeninhalts 
zwischen den Graphen zweier Funktionen 
~ 5.107 
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Fläche zwischen Graph und x-Achse 

b 

J f(x)dx 
a 

gibt nur dann den Inhalt der Fläche zwischen der X

Achse und Gr und zwischen den Geraden mit den Glei
chungen x = a und x = b mit b > a wieder, wenn f 
auf [a; b] positiv ist. 

b 

Ist f auf [a; b] dagegen negativ, so hat auch J f(x) dx 
a 

einen negativen Wert, und der Inhalt des betreffenden 
Flächenstücks ist 

1 b 1 b a J f(x) dx l = - J f(x) dx = J f(x) dx 

Ist also nach dem Inhalt der Fläche zwischen dem Gra
phen einer Funktionfund der x-Achse gefragt, so ist es 
am einfachsten, die Nullstellen von f zu ermitteln und 
dann -unter Beachtung des Vorzeichens -jeweils von 
Nullstelle zu Nullstelle über f zu integrieren. 

Flächeninhaltsberechnung 

Beispiel1: Inhalt der Fläche zwischen einer kubischen 
Parabel und der x-Achse 

f: IR- IR, X- y = x3 + 2 x2 - 3 x 
= x(x2 + 2x -3) 

= x (x - 1)(x + 3) 

I x< -3 1 x•3 ~ -3<x<O I x-0 I O<x<1 1 x- 1 1 x>1 
t (x) - 0 + 0 - 0 + 

0 1 

A = ff(x)dx- ff(x)dx 
-3 0 

0 0 

= ff(x)d x + ff( x)d x 
-3 1 

= [1 x4 + lx3 _ ix2]0 + [1x4 + lx3 _ ix2]0 

4 3 2 -3 4 3 2 1 

= ( -~ + 18 + 7f) + ( -i- ~ + ~ ) 
1 7 5 = 11 4 + 12 = 116 

Fläche zwischen zwei Graphen 

der Fläche zwischen den Graphen zweier Funktionen f 
und g im Intervall zwischen x = a und x = b ist 

b b b 

J f(x)dx- J g(x)dx = J(f- g) (x) dx, 
a a a 

allerdings nur, solange f(x) > g(x) für alle x E [a; b]. 

1
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Am einfachsten ist es, die 
Schnittstellen von Gf und Gg 
zu ermitteln und dann jeweils 
von Schnittstelle zu Schnitt
stelle zu integrieren und dabei 
jeweils zu berücksichtigen, ob 
Gf oberhalb oder unterhalb 
von Gg liegt. 

Beispiel 2: Flächeninhalt zwischen Sinus- und Kosinus
kurve 

Gesucht ist der Inhalt 
der Fläche zwischen 
den Graphen von 
f: x-y = sinx und 
g: X- y = COSX 

im Intervall zwischen 
x = O und x = 2n 

n Sn 
4 4 

A = J (cosx- sinx)dx + J (sinx- cosx)dx 
0 !! • 

2n 

+ J (cos x - sin x) d x 
Sn 

n T . ~ . 2TT 
= [sin x + cosxl ; + [-cosx- s1nxJ; + [smx + cosx] ;., . . 

= (112 -1 ) + 21'2 + (12 + 1) = 412 = 5,6569 

Flächeninhaltsberechnung 

Beispiel 3: Verhältnis zweier Flächeninhalte 

Gegeben ist die Funktion 
x2 1 1 f : IR - IR, x-y = 4,5- 2= 2(9- x2) =2 (3+x)(3-x). 

a) Gesucht ist der Inhalt des rechts von der y-Achse liegen
den Flächenstücks, das von G1 und den Koordinatenachsen 
begrenzt wird. 

3 3 

Ages = f t (x)dx = ß<9- x2)dx = i [9x- ~ x3 ] 3 = i <27- 9) = 9 
0 0 0 

b) in welchem Verhältn is teil t der Graph von 

g : IR - IR, x- y = ix 
das in a) beschriebene Flächenstück? 
Gg schneidet G1 im 1. Quadranten im Punkt (212,5), und fü r 
alle x e [0; 2] ist f(x) " g(x); also ist 

2 

A1 = f<t - g)(x)dx 
0 

2 

= f (1 (9- x2) - ~x ) dx 
0 2 4 

= [i ( 9x- ~ x3 ) - ix' ] ~ 
=i · ( 18- ~ ) - i ·4 

= 9 -1-~ = 5 ~ 

A, = Ages - A1 

= 9-5~= 3 ~ 

1 5 31 23 
A1: A, = 56 : 36 = 6 :6 

= 31 : 23 
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Analysis - Integralrechnung 

Logarithmusfunktionen 

Natürliche Logarithmusfunktion 

• Definition ~ S. 110 

• Eulersche Zahl e ~ S. 111 

• Grenzwerte -~ S. 112 

Allgemeine Logarithmusfunktion 

• Eigenschaften der allgemeinen Logarithmus
funktion ~ S. 112 

Logarithmische Integration 

• Logarithmische Integration -~ S. 113 

Spezialthema: Beispiel einer Kurvendiskussions
aufgabe ~ S. 115 

Natürliche Logarithmusfunktion 

n mit Ausnahme von n = -1. 
Die Funktion f: IR\ {0}- IR, x- y = x- 1 = f ist jedoch 
stetig und damit integrierbar, und so ist es sinnvoll, die 
folgende Integralfunktion zu definieren: 

Logarithmusfunktionen 

X 

ln: IR+-IR, x-y =ln x =logex =Ji-dt 
1 

ln heißt natürliche Logarithmusfunktion. 

L!il~OB!:II.!;..Z~H!!L:.JE~ Ihre Basis ist die Eulersche Zahl 
e; dies ist diejenige reelle Zahl, für die gilt: 

1 

In e = Hdt = 1. 
e 

Die Zahl e lässt sich als Grenzwert berechnen: 

e = lim (1 +~)" 
n- = 

e = 2,71828182845 . .. ist eine irrationale Zahl 

Eigenschaften der natürlichen Logarithmusfunktion 

• Definitionsmenge D1n = IR+ 
• ln hat die Nullsteile x = 1 

• Wertemenge W1n = IR 
• ln(x)-co für x-+ co; ln(x)--co für x.?.O 

• ln(a · b) = ln(a) + ln(b) 

• ln ~ = ln a - ln b 

• ln ab = b · ln a 

• ln'(x) = ..2.. ]1dt = 1. ln ist auf IR+ differenzierbar und dx 
1 

t x' 

damit stetig 

ln'(x) > 0 

für alle x E IR+ 

=* ln ist streng 

monoton zu- _, 
nehmend 

• Graph: 

10 12 

I 111 
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~===:.:..:..:!.., Häufig benötigt werden die folgen
den Grenzwerte , die sich mit Hilfe der Regeln von 
L'Hospital (vgl. Seite 88 f.) berechnen lassen: 

1 

lim(x · lnx) = liml~x = lim 2; = lim(- x) = 0; 
x~ o x~ 0 X x~ 0 x2 x2: 0 

1 

!im li~/ = !im I1 = !im ~ = 0. 
x - to x - tc x -co 

11 · ·1 1· lnx 0 fü. 11 0 Vera gememert g1 t : 1m --xn = r a e n > . 
x- • 

Die In-Funktion wächst für x- oo weniger stark als jede 
beliebige Potenzfunktion mit positivem Exponenten. 

Allgemeine Logarithmusfunktion 

EIGENSCHAFTEN DER AL EMEINEN LOGARITHM 
Logarithmusfunktionen gibt es nicht nur zur Basis e, 
sondern auch zu anderen Basen b E IR+\ {1}. 
Wegen y = logbx .;o;. bY = x .;o;. In bY = lnx 

.;o;. y -In b = In x gilt: 

lnx 
Iogb x = Ti1b 

Von Bedeutung sind insbesondere 
• der Zehnerlogarithmus (dekadischer Logarithmus): 

I . _ 1 a x _ lnx 
gx. - oolo - ln 10 

• der Zweierlogarithmus (binärer Logarithmus) : 

I 
lnx lbx: = og2 x = 1112 

Logarithmusfunktionen 1113 

Die Ableitung der allgemeinen Logarithmusfunk
tion 
1ogb: IR+- IR, x-y = logb x = J~~· bE IR+ \{1 }, ist 

_cl_ !ocr · IR+ - IR x - y - - 1 -clx ob· ' - x ·lnb 

Graphen verschiedener Logarithmusfunktionen 

y = lbx 

y = lnx 

y · lgx 

-1 13 ' -1 y = log0•1x 

-2 

y •log1x 
e 

- 3 
y ·log0•5x 

Logarithmische Integration 

l.l>lj=w.~.==!.l!!..l.ll.l..lii.ll!.lii.!Y.I.l!l!l..l Ist f: I- IR, x- y = f(x) 
differenzierbar und hat f auf I keine Nullstellen, so ist 
die Funktion 

g : I- IR, x- In I f(x) I 
wohldefiniert und differenzierbar: 

g' (x) = ddx (ln lf(x) l) = cf\;{!n [f(x)-sgn(f(x))]} 

= f(x) . s;n(f(x)) · [f'(x) · sgn (f(x)) + 0 · f(x)] 

f ' (x) · sgn (f(x)) f" (x) f ' (x) 
= f(x). sgn(f(x)) = f(X) => f f(X) dx =In I f(x) I+ c 
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Das bedeutet: Wenn beim Quotienten zweier Funktio
nen der Zähler gleich der Ableitung des Nenners ist, 
dann ist der natürliche Logarithmus des Nennerbetrags 
der Funktionsterm einer Stammfunktion des Bruches. 

Beispiel 1: Logarithmische Integration 

fe __Q_ d X = [ In I x2 + 1 Ir = In I e2 + 11 - In 111 
x2 + 1 ° 0 =ln(e2 +1) 

Beispiel 2: Logarithmische Integration 

1 1 f x' ~ 9 d X= 1· f )~ 9 d X= 1· r ln I x
2

- 91 ] ~ 
= 1· (ln 11 - 91 - ln I 0 - 91) = 1· (ln 8 - ln 9) 

=1·1n~ 

Beispiel 3: Logarithmische Integration 

ftanxdx = g~~~dx = -rc~~xxdx = -ln I cosx I+ c 

: :~:. · . SPEZIALTHEMA 
~~~ .. lf.i. .. ~ ~ _: ~ ~ ' • I ' 

Beispiel einer Kurvendiskussionsaufgabe I 

Diskussion einer Logarithmusfunktion 

Gegeben ist die Funktion 
18 

f: Dmax - IR, X- y = 4 · ln x' _ 8 x + 25 . 

a) Bestimme Dmax ! 

f(x) = 4 ·ln 2 ~ 8 = 4 · (ln 18 -ln (xL 8x + 25)); 
X - X + 25 

x2 - 8x + 25 = x2 - 8x + 16 + 9 
= (x- 4)2 + 9 "9 > 0 für alle x E IR 

=> Dmax =IR 

b) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte von G1 mit 
den Koordinatenachsen! 

18 f(O) = 4 · ln 25 = 4 · ln 0,72 "' -1,31; 

Schnittpunkt von G1 mit der y·Achse: (0 14 ln 0,72) 
Nullstellen: 
f(x)=O <=> In 18 = 0 <=> 18 = 1 

x2 -8x+25 x2 -8x+25 
<=> x2 -8x+25=18 <=> x2 -8x+7=0 

<=> (X - 1)(x - 7) = 0 <=> X = 1 V X = 7 

c) Weise nach, dass G1 achsensymmetrisch bezüglich der 
Achse mit der Gleichung x = 4 ist! 

f (4 - x) = 4 · ln ~-1-8- + 9 = 4 · ln ....!L 
(4- x - 4)' x2 + 9 

= 4 · ln 18 
(4 +X- 4)2 + 9 

= f(4 + x) füralle xEIR 

=> G1 ist achsensymmetrisch bezüglich der Achse mit der 
Gleichung x = 4. 

• 
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d) Untersuche das Verhalten von f an den Rändern des 
Definitionsbereichs! 
I im ((x- 4)2 + 9) = + oo 

x- ±co 

=:- I im (--
1
-
8
--) = +0 

x-±• (x - 4)'+ 9 

=:> }~~_f (x) = 4 · }~~.( ln (x - :~2 + 9 ) = _ ., 

e) Untersuche das Monotonieverhalten von f und gib die 
Wertemenge von f an! 

, 4 · (2 x - 8) - 8 · (x - 4) 
f (x) = xL 8 x + 25 = (x - 4)2 + 9 ; f'(x) = 0 <=> x = 4; 

f(4) = 4 ·in 16 _~~ + 25 = 4 · ln2 = ln16 " 2,77 

X< 4 X • 4 X > 4 

f' (x ) 

streng HP (4IIn1 6) streng 
monoton steigend monoton steigend 

Wertemenge: W1 = )- "'; in 16) 

f) Untersuche das Krümmungsverhalten von G1 und bestim
me die Gleichung derjenigen Wendetangente, die positive 

Steigung besitzt! 
x2 - 8x + 25 - (x - 4)(2 x - 8) 

f "(x) = - 8 · (x2 - 8x + 25)2 

8 · x2 - 8x + 25- 2x2 + 16x- 32 
(x2 - 8x + 25)2 

8(x2 - 8x + 7) 8 (x - 1)(x - 7) 

(x2 - 8x + 25)2 (x2 - 8x + 25)' 

f"(X) = 0 <:=> X = 1 V X = 7 

t • (x) 

7 < X 

G, linksgekrümmt 

in W1 ist die Steigung der Wendetangente positiv: 

f'(1) = -4 . (2 - 8) = !~....:._§_ = !! 
1 - 8 + 25 18 3 

Gleichung der Wendetangente: y = ~ x + t 
Einsetzen der Koordinaten von W1 liefert: t = - ~ 

g) Zeichne G1 samt Wendetangenten unter Verwendung 
aller Ergebnisse auf dem Intervall [-4; 12)! 

111 
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Analysis- Integralrechnung 

Exponentialfunktionen 

Natürliche Exponentialfunktion 

• Definition ~ S. 118 

• Eigenschaften ~ S. 119 

• Grenzwert ~ S. 119 

Allgemeine Exponentialfunktion ~ S. 119 

Reihenentwicklung der Exponentialfunktion 
~ 5.120 

Spezialthema: Beispiel einer Kurvendiskussions
aufgabe ~ S. 121 

Natürliche Exponentialfunktion 

exp : IR- IR, x ~ y = exp x = ex 
ist die natürliche Exponentialfunktion. 

In 

Ihr Graph entsteht aus dem der In-Funktion durch 
Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden des Koor
dinatensystems, und die Eigenschaften der Exponen-

Exponentialfunktionen 

tialfunktion ergeben sich aus den entsprechenden 
Eigenschaften der In-Funktion: 

EIGENSCHAFTEN 

Eigenschaften der Exponentialfunktion 

• Definitionsmenge Dexp = IR; Wertemenge Wexp = IR+ 
• exp besitzt keine Nul lsteilen 
• exp ist streng monoton zunehmend 
• exp x-+ oo für x-+ oo; expx - +0 für x- - oo 
• Die Ableitung errechnet sich nach der Regel fü r die 

Ableitung der Umkehrfunktion (vgl. Seite 69): 

' 1 1 d exp X= ln' (expx) = 1 = expx, also dxex = ex 
expx 

Hieraus fo lgt: f expxdx = expx + c oder fe xdx = e• + c 

also stärker 

Allgemeine Exponentialfunktion 

y= (M 

y= wx 

Die Umkehrfunktio
nen zur allgemeinen 

y = 10x Logarithmusfunktion 
logbx lautet: 

y=ex bx: IR-R, x ~ y = bx. 

Wegen bX = e ·lnb 

gilt: 

;jkbx = bx·lnb und 

S bx dx = ~ + c 
lnb 
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Reihenentwicklung der Exponentialfunktion 

In einer "Steckbriefaufgabe" kann man diejenige quad
ratische Funktion p2 bestimmen, für die gilt: 

p2 (0) = exp (O) = 1 "p;(o) = exp' (0) 

= 1 "p~(O) = exp" (O) = 1 
2 

Als Ergebnis erhält man p2 (x) = 1 + x + ~ 

In einer Umgebung von x0 = 0 stimmt p2 gut mit exp 
überein. 
Die Übereinstimmung ist besser, wenn man eine Poly
nomfunktion Pn bestimmt, die mit der Exponential
funktion an der Stelle x0 = 0 in allen Ableitungen bis 
zur n-ten Ableitung übereinstimmt: 

x2 x3 xn n xi 
Pn (x) = 1 + X + -2 + -6 + ... + I =. :E er n. J=O I. 

Also: 11 . 

e':. :E ~ : 
i= O!! 

n i 

e' = lim :E 2<f für alle x E IR 
n- oo i=O 1. 

Diese unendliche Summe von Potenzfunktionen heißt 
Reihenentwicklung der Exponentialfunktion. Da-

mit hat man neben e = lim ( 1 + ~f eine zweite Grenz-
n- ~ 

Wertdarstellung der Eulerschen Zahl gewonnen: 
. n 1 

e = ltm :E ~ 
n- oo i;:::Q 1. 

Beispiel einer Kuvendiskussionsaufgabe 

Gegeben ist die Funktionenschar 

fa: IR- IR, x- y = (x - a) · e2 - ~; a E IR+ 

1. Untersuche die Scharfunktionen f. bzw. ihre Graphen G. 
auf 
a) Achsenschnittpunkte 
Nu llstelle: (x - a) · e2 - ~ = 0 <=> x = a 
Schnittstelle mit der y-Achse: f . (0) =- a - e2 "- 7,4 a 

b) Monotonieverhalten und Extrema 

f: (x) = e2 - ~ + (x - a) · e2 - ~ - H ) 
2- ! (1 x-a ) 2a-x 2_! =e a · - - .- = - . - -e a 

f: (x)=O <=> x=2a; fa (2a)=(2 a-a) - e2 -~ =a 
x<2a x = 2a 

f~ (x) + 0 

x > 2a 

Ga streng monoton steigend HP (2a Ia) streng monoton fallend 

c) Krümmungsverhalten und Wendepunkte 

f~ (x) = -~ - e2-~+2a.-x.e2 -~ - ( - ~) 

' = e2- • _ ( _1 + x - 2 a) = x - 3 a _ e2 - ~ 
a a a2 

f'; (x) = 0 <=> x = 3a; f.(3a) 

fä (x) 

= (3a - a)- e2 -~ = 2a - e-1 = 2a e 

x < 3a x = 3a 

0 

x > 3a 

+ 

Ga rechtsgekrümmt Wendepunkt ( 3a I 2: ) linksgekrümmt 
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d) Verhalten für x- ±"' 
(x - a) · e2 !<. - 1 

lim f. (x) = lim x = ae2 • lim ~ = +0; fur x-oo 
x-= x-= ea x-oo ea 

nähert sich Ga von oben asymptotisch an die x-Achse an. 

lim f. (x)=e2 • lim x-xa =-oo 
x- - <X> x--= ea 

2. a) Bestimme die Gleichung der Ortsl inie der Extrem
punkte der G. l 
x = 2 a A y = a => y = ~ (mit D = IR+) 

2. b) Zeige, dass alle Ga die x-Achse unter dem gleichen 
Winkel schneiden und berechne diesen! 

f: (a) = 2 aa-a ·e2 -~= e füralle ae iR•, 

tan a: = e => a: " 69,8° 

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren 1123 

Analysis - Integralrechnung 

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren 

Uneigentliche Integrale 1. Art -~ S. 124 

Uneigentliche Integrale 2. Art -~ S. 124 

Partielle Integration 

• Regel für partielle Integration ~ S. 126 

Integration durch Substitution 

• Substitutionsregel ~ S. 128 
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Uneigentliche Integrale 1. Art 

Integrale. bei denen der Integrationsbereich nach 
rechts oder links nicht beschränkt ist, nennt man un
eigentliche Integrale 1. Art: 

• b b b 

It(x)dx = lim It(x)dx; It(x)dx = lim It(x)dx 
b - I)Oa a- - eoa 

Beispiel1: Uneigentliches lntegral1. Art 

Auf 5. 121 war die Funktionenschar fa: x - y = (x - a) · e2 - ~ 
diskutiert worden. 

Zeige, dass Fa (x) = - ax · e2 - ~ der Term einer Stammfunktion 

von fa ist und berechne den Inhalt des Flächenstücks zwischen 
G1 und der x-Achse, das sich rechts von der Nullsteile ins 
Unendliche erstreckt! 

k 

A = I im f f1 (x) dx = I im [ F1 (x) g 
k-• 1 k-• 

= lim [ -x -e2 ·' ] ~ = lim (e- k - e2·k ) 
k-• k-• 

= e- lim _ k_ = e- e2 • I im .k = e- e2 • 0 = e 
k-· e k·2 k-• e k 

Uneigentliche Integrale 2. Art 

Von uneigentlichen Integralen 2. Art spricht man, 
wenn der Integrand an der unteren oder oberen Inte
grationsgrenze nicht beschränkt ist: Ist fbei a bzw. bei 
b nicht beschränkt, so bedeutet 

b b b t 

I f(x)dx = lim I f(x)d x; I f(x)dx = limff(x)dx 
a t ...:; a t a r~ b a 

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren 

Beispiel 2: Uneigentliches Integral 2. Art mit end
lichem Wert bzw. mit unendlichem Wert 

f : IR+-IR, x - y = , ~ = x· l, 
\ X 

f(x) - +oo für x 2. 0 

Das schraffierte Flächenstück hat den 
Inhalt 

1 

. f ' . [ 3 ' ] ' A = lim x· • dx = llm 2x' 
t.!.O t t...".O t 

=i · lim (1-tll =i ·1 = 1 ~ 
t.?.O 

Ein uneigentliches Integral muss 
natürl ich nicht immer einen endlichen 
Wert haben. 

f: R \ {2}- IR x- y = - 1- hat bei 
I X - 2' 

x = 2 einen Pol. Bei der Berechnung 
der Fläche, die von G1, den Achsen des 
Koordinatensystems und der Geraden 
mit der Gleichung x = 2 begrenzt 
w ird, erhält man: 

t 0 

J(-x 2 2 ) dx = f x 2 2 dx = [ln I x - 21) ~ 
0 t 

= ln 2- ln I t- 21 

ln2 -ln lt- 2 1- oo für t .5. 2 

-2 

-· 
-· 
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Analysis - Integralrechnung 

Partielle Integration 

F R DIE PARTIELLE INTEGRATION Sie ergibt sich 
aus der Produktregel 
(f· g)' (x) = f'(x) · g (x) + f (x) · g'(x) (vgl. Seite 65}: 

b b 

I f(x) · g '(x)dx = [ f(x) · g (xm - I f'( x) · g (x)dx 
a a 

Beispiel 3: Partielle Integration 

1 1 

Ix · e' dx = [x · e'] ~ - I1 · e' dx 
0 0 

= (e- 0)- [e'] ~ = e - (e -1) = 1 

Beispiel 4: Partielle Integration 

2 2 

I<x3 -1) · e·' = [(x3 -1) · (-e-' )f- I 3x2 • (- e-')dx 
1 

1 
1 

2 

= (- 7 e· 2 - 0) + 3 . I x2 • e· x dx (erneute partielle Integration) 
1 

2 

= -7e·2 + 3 · [x2 • (-e-' )] 2
- 3 ·I 2x · (-e-')d x 

1 1 

2 

= -7e· 2 +3 · (-4e· 2 + e·1) + 6 · Ix · e-' dx (erneute partie lle 
1 Integration) 

2 

= -19e· 2 + 3e· 1 + 6 · [x · (-e-')f- 6 · I<-e-' )dx 
1 1 

2 

= -19e· 2 + 3e· 1 + 6 · (-2e· 2 + e· 1) + 6 · I<e-')dx 
1 

= - 31 e· 2 + 9 e·1 + 6 · [- e·'] ~ 

= - 31 e· 2 + 9 e· 1 + 6 · (-e-2 + e· 1) 

= -37e· 2 + 15e·1 = 15e - 37 "' 0 5108 
e' ' 

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren 

Beispiel 5: Partielle Integration 

]in x d x = J(ln x) ·1 d x = [(ln x) · x] ~ - J~ · x d x 
2 2 e 2 

= (e- 21n2)- I1d x = e- 21n2- [x] ~ 
2 

= 2- 21n 2 - e + 2 = 2- 21n 2 = 2 - ln 4 "' 0,6137 

Nebenbei ist hiermit ein neues Grundintegral gefun
den: 

f lnxdx = x lnx- x + c 

Beispiel 6: Partielle Integration 

" " 
Isin2 xdx = Isinx · sin xdx 
0 0 

" 
= [sinx · (-cosx)] ~ - I cosx · (-cosx)dx 

0 

" " 
= 0 +I cos2 x d x = I (1 - sin2 x) d x 

0 0 

" " =I 1 d x - I sin 2 x d x 
0 0 

" " 
= [x] ~ - Isin2xdx = TT- Isin2 xdx 

0 0 

" " 
=> 2 · Isin2xdx = TT => Isin2xdx =~ 

0 0 
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Integration durch Substitution 

Ciiw[!jj:iiiimiiiäUJ Sie ergibt sich aus der Ketten

regel ddx (f(g(x))) = f'(g(x)) · g'(x) (vgl. Seite 66). 

b g ib) 

f f (g(x)) · g'(x) dx = f f(t) d t 
a gla) 

oder 
!f'lbl b 

f f(g(t)) · g'(t) d t = f f(x)dx 
g-'~1 a 

Beispiel 7: Integration durch Substitution 

2 2 

f<1- x)2dx = I<1- 2x + x2)dx 
1 1 

= [ x - x2 + ~ x3 ] ~ 
8 1 1 

= 2-4+ 3- 1+1- 3=3 

mit Substitution: f (x) = f(g(t)) = (1 - x)2 = t2 

X= g(t) = 1 - t; g'(t) = - 1 
t = g· 1 (x) = 1 - x 

g·1 (1) = 0; g"1 (2) = -1 

2 -1 

also: I<1- x)2dx =I t2 · (-1)dt 
1 0 

= [ - ~t3 J :
1 

=~ 

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren 

Beispiel 8: Integration durch Substitution 

fx rx+6 dx ist gesucht; 

Substitution : x + 6 = t2 
X = t2 - 6 = g (t); g'(t) = 2 t 

f(g(t)) = f (t2 - 6) = (t2 - 6). Yt2 
= (t2 - 6) . t = t 3 - 6 t 

also: fx rx+6dx = f<t3 - 6t) · 2tdt 

= 2. I<t4
- 6t2)dt = 2. ( ~t5 - 2t3) + c 

= 2 Ü t 5 · (x + 6)t - 2 · (x + 6)~) + C 

=~ · rx+65-4 · rx+63+ C 

Beispiel 9: Integration durch Substitution 

1 

J \ '5- 3x d x ist gesucht; 
0 

Substitution: f(x) = \ 5- 3x = 1't = f(g(t)) 

a lso: 

5 - 3 x = t = g·1 (x) 

X=~· (5 - t) = g(t); g'(t) = -~ 
g"1 (0) = 5; g"1 (1) = 2 

J1 - - I2 - 1 [ 1 2 3]2 \ 5-3xd x= \ t · (- -) dt = - - · - · t2 
0 5 3 33 5 

=-~ · ( 2~ -5~ l =-~· ( 2 \ 2-5 , s ) 
10 \ S -412 

9 

oder: I\ 5 - 3 x d x = I v t · (- ~ ) d t = - ~ · ~ · d + c 

2 l 2 1 
= - - • t2 + C = - - · (5- 3X)2 + C 

1 9 9 

=> I\ 5 - 3 X d X = _l · [ (5 - 3 X)~r = -~ · (5 - 3)~ - 5~ 
0 9 0 9 

=-~· (2~ - 5~ ) = .. . 
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Vektordefinition 

PARALLELGLEICHE PFEILE Die hier vorgestellte analy
tische Geometrie müsste gerrauer "vektorielle analy
tische Geometrie" heißen, da "Vektoren" ihre Grund
elemente darstellen. Mit "Vektor" verbinden sich 
physikalische, algebraische und geometrische Vorstel
lungen. 
In der Folge stützen wir uns vor allem auf die anschauli
che Vorstellung, also auf den Vektor als geometrischen 
Pfeil, genauer: wir verstehen unter einem Vektor die 
Gesamtheit aller Pfeile, die in Länge und Richtung, ein
schließlich der Orientierung übereinstimmen. 
Man spricht auch von parallelgleichen Pfeilen. Üb
licherweise werden Vektoren mit einem Pfeilsymbol 
überstrichen geschrieben. Jeder einzelne Pfeil des Vek
tors ä heißt Repräsentant von ä. 

Unter dem Nullvektor Ö ver
steht man einen Vektor der 
Länge 0. Der Nullvektor hat 
keine festgelegte Richtung. 
Zu jedem Vektor ä existiert 
der Gegenvektor - ä. Dessen 
Repräsentanten haben die 
gleiche Länge wie die Reprä
sentanten von ä, zeigen aber 
genau in die Gegenrichtung, 
sind also genau gegenläufig 
orientiert. 

Vektoren ä und - ä 

Geometrisch lässt sich jeder Vektor auch als eine Ab-
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bildungsvorschrift auffassen, die ein geometrisches 
Element (Punkt, Strecke, Figur, Vektor, ... ) in Richtung 
von ä um die Länge von ä verschiebt. 

L..!l~~LW:I.L!:.!:!.._.!=.!.!!2...!.!öAJ.~O~R~S Üblicherweise wird in 
der Vektorgeometrie von einem Koordinatensystem 
ausgegangen, vorzugsweise mit senkrecht aufeinander 
stehenden Achsen. Hierdurch lässt sich ein Vektor be
schreiben, indem man angibt, wie groß die Verschie
bung in X 1-Richtung und wie groß in x2-Richtung ist. 

Liegt der Fuß des Vektors ä = ( ~~ ) bzw. ä = (W im 

Ursprung (O I 0) bzw. (0 I 0 I 0), so liegt seine Spitze im 
Punkt P(a1 1 a2) bzw. P(a1 1 a2 1 a3). 

Beispiel1: Vektor in JR2 

(31-2) 

/ 
(1 1-3) 

2 heißt die x1-Koordinate, 1 die x2-Koordinate von ä' 

Für den dreidimensionalen Raum unserer Anschauung 
gilt entsprechend: 
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Beispiel 2: Vektor im IR3 

a=W 
' , p 

,'' 3 

: , .. ''2 
---------- - - _ ... 

3 

Vektoraddition 

ADDITI N UND SUBTRAKTI Innerhalb der Menge der 
Vektoren (oft abgekürzt mit W) sind die Addition und 
die Subtraktion wie folgt erklärt: 

Vektoraddition Zeichnerisch el$ibt sich 
der Vektor ä' + b daraus, 
dass man an die Spitze 
des Vektors ä' ( genauer: 
eines Repräsentanten 
von ä' ) den Fuß des Vek
tors b bzw. eines Reprä-
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sentantenvon b legt. Der Ergebnisvektor ä' + b reicht 
dann vom Fuß des Vektors ä' bis zur Spitze des Vek
tors b. 

Die Subtraktion ä' - b wird auf die Addition des Ge
genvektors von b zu ä' zurückgeführt, also 

a-b'= a+ (-b'). 
Natürlich lässt sich der Vektor ä' - b auch dadurch ge
winnen, dass die Vektorspitzen von ä' und b aneinan
der gelegt werden. Der Fuß des Ergebnisvektors ä' - b 
liegt dann im Fuß von ä' und die Spitze im Fuß von b. 

Die Menge der Vektoren lässt sich auch mit der Menge 
der reellen Zahlen verknüpfen, in Form der Multiplika
tion mit einem Skalar: 
ä' + ä' + ä' = 3 ä', was geometrisch die dreifache Ver
schiebung von ä' bedeutet. 

Beispiel1: Multiplikation eines Vektors mit einem 
Skalar 
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Allgemein: s ·a = s a (s E IR) ist ein Vektor. dessen Re
präsentanten die I s I-fache Länge der Repräsentanten 
von a haben, für s > 0 sind s a und a gleichsinnig ori
entiert, für s < 0 gegensinnig. 

BINATION UND 
Vektor v durch eine allgemeine Summe aus den Vekto
ren a,, a'z . a 3, .. .. an darstellen. gilt also: 

V = s, a, + Sz a 2 +53 a 3 + ... +Sn an 
für eine bestimmte Kombination aller siE IR, dann 
nennt man v eine Linearkombination der Vektoren 

äl , ä2, ä3, ... , än. 
Ist V = 0, so bilden die Vektoren Sj ai eine "Nullsum-
me". 

Lineare Abhängigkeit 

R ABHÄNGIG Gilt für die Vektoren a1, a 2, . .. , an: 
O=s1a1 +s2a2+ .. . +snan, 

ohne dass sämtliche si verschwinden, dann heißen die 
Vektoren ai (voneinander) linear abhängig. Man spricht 
dann von einer echten Nullsumme. 
Gilt z. B. s

1 
a 1 + s2a 2 = 0 und sind beide s-Faktoren 

nicht zugleich Null. dann lässt sich die Gleichung um
formen zu: 

-+ 52 --+ 
a1= - Sj a 2 (s1 *0) 

Analog dazu folgt aus: S1 a 1 + Sz a2 + S3 a 3 = 0 
-+ s? ..... s3 -I 

unter den gleichen Voraussetzungen: a 1 = -~ a 2- Sj a 3 
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Bei linearer Abhängigkeit von Vektoren lässt sich also 
immer mindestens einer der Vektoren als Linearkom
bination der restlichen Vektoren darstellen. 

II.I.IIU.I.&&~.~illi-.W.rk.lo.iWI!!.!!I!.&.ILI Umgekehrt gilt: Ist eine Li
nearkombination S1 a , + Sz a2 + ... Sn an = 0 nur mög
lich für sämtliche Sj = 0, dann sind die Vektoren a , . 
a 2, . . . an (voneinander) linear unabhängig. In diesem 
Fall spricht man auch von einer trivialen Nullsumme. 

KOLLINEARE VEKTOREN 

a) Sind zwei Vektoren a und b (voneinander) linear 
abhängig, so bedeutet dies, dass ihre Repräsentanten 
zueinander parallel liegen. 
a und b heißen in diesen Fällen zueinander kollinear 
(sie ließen sich auf eine Linie legen). 

-
allb - b a = - -

2 

b) Sind drei Vektoren a, b, und c (voneinander) linear 
abhängig, so können mehrere Fälle vorliegen. 

1. Repräsentanten aller drei Vektoren liegen zueinander 
parallel 

a, b und c sind sogar 
(zueinander) kollinear. 

all b', all e, b' 11 2 
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2. Repräsentanten von zwei der drei Vektoren liegen 
zueinander parallel 
Genau ein Paar aus den drei Vektoren wird aus zwei 
zueinander parallelen Vektoren gebildet. 

3. Von den drei Vektoren ausgehend lässt sich ein ge
schlossenes Dreieck aufbauen 

Im gewohnten IR2 ist 
dies der Regelfall, 
wenn nicht 1. oder 2., 
also mindestens eine 
Kollinearität, vorliegt. ')\ ,·' b 

;i / - - -7----- c 

Dies lässt sich auch algebraisch zeigen: 

s~ ( ~~ ) + s2 ( ~~ ) + s3 ( ~~ ) = 0 
s. auch Zeichnung oben: s1 ( ~; ) + s2 ( ~~ ) = -s3 ( ~; ) 
oder (c') = -~ (a')- ~ (b•) c2 s3 az s3 b2 

~ ~ - ( . s1 s2 ) bzw. (•) c = 71 a + }.1 b mit 71 =-53 und }.1 = - 53 

Mit s3 * 0 ist (•) im IR2 eindeutig lösbar, es liegen zwei 
Gleichungen vor mit den Unbekannten 71 und }1 . 

Man sagt: Zwei nicht-kollineare Vektoren, z. B. a und b 
spannen eine Ebene E auf. Jeder weitere Vektor, z. B. c, 
dieser Ebene E kann als eine Linearkombination von a 
und b dargestellt werden. Insbesondere gilt das Ge
sagte für die x1x2-Koordinatenebene. 

Basis im IR2 

,, 

ä 
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Jeder Vektor c in der x1x2-Ebe
ne lässt sich mittels a undbin 
der Form c = 71 a + }.1 b (71, }.1 E IR) 
ausdrü_sken. Man sagt dann: 
a und b bilden eine Basis B des 
(zweidimensionalen) Vektor
raums W ( ~ Menge der Vekto
ren, in der bestimmte Rechen· 
Vorschriften gelten). 

Jedes andere Paar nicht-kollinearer Vektoren aus w bil
det ebenfalls eine Basis IB von W. Gewöhnlich dienen 
e1 und e2 als Basis: 
IB - {~ - ~ } · ~ - ( 1 ) ~ (0) - e 1 , e 2 mtt e 1 - 0 und e 2 = 1 

ORTHONORMALBASIS 

e\ und e2 haben den Betrag 1, 
stehen im kartesischen Koor
dinatensystem aufeinander 
senkrecht und sind längs der 
Koordinatenachsen orientiert. 
Ein Vektor gibt somit die Rich-

'1 tung einer Geraden vor, zwei 
(voneinander) linear unabhän

gige Vektoren legen eine Ebene fest. Ein dritter Vektor 
liegt entweder in der von den ersten beiden Vektoren 
festgelegten Ebene oder er tut es nicht. 

KOMPLANARE VEKTOREN Liegt der dritte Vektor in der 
Ebene, so sind die drei Vektoren (voneinander) linear 
abhängig, sie heißen dann (zueinander) komplanar. 
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3 komplanare Vektoren 

a L 
b 

g 
c e E 

Liegt c ( c * 0) nicht in E, so sind ä, b und c (voneinan
der) linear unabhängig. Man sagt: ä, b und c spannen 
einen (dreidimensionalen) Vektorraum W auf. 

In diesem Fall kann 
c = i\ä + )lb 
nicht mehr gelten, sondern für 
alle i\, )1-Kombinationen gilt 
cHa+Jlb. 

Jeder weitere Vektor d dieses Vektorraums W ~ann je
doch als Linearkombination der Vektoren a, b und c 
dargestellt werden. 

4 Vektoren des dreidimen
sionalen W sind demnach 
immer (voneinander) line
ar abhängig. 
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(j = "Aa, + jlb + vc 

Für den Raum unserer Anschauung verwendet man üb
licherweise die Basis IB = {e1 , e2, e3} mit 

x, 

x, 

Determinanten 

Doch jede andere Zusammenstel
lung dreier (voneinander) linear 
unabhängiger Vektoren bildet 
ebenfalls eine Basis IB dieses (drei
dimensionalen) Vektorraums W. 

Determinanten erleichtern oft die Bestimmung der li
nearen Unabhängigkeit von Vektoren. 

det(a; b) = r :~ ~~ l = al · bz - a2 bl; 

z.B.: IJjJ = 2·3 - (-1)·1 = 7 

1141 



Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

DREIREIHIGE DETERMIN 

det(ä ; b; c) = ( :~ ~~ ~~) 
aJ bJcJ 

= a1 b2 c3 + b1 c2 a3 + c1 a2 b3 
-a3b2 c1 - b3c2 a1 - c3a2 b1 

Zur Erleichterung benutzt man häufig das Schema: 

REGEL VON SARRUS 

b1 a1 
~ X 

a2 b2 
/ 

a3 b3 

1
1 3 11 1 3 z.B.: - 3 1-1-31 
6 4 2 6 4 

X 

C1 
X 

C2 
X 

C3 

= 1·1· 2 + 3. (-1). 6 + 1-(-3). 4 
-6·1·1-4·(-1)·1-2·(-3)·3 

= 2- 18- 12- 6 + 4 + 18 = - 12 

a1 
/ 

a2 
~ 

a3 

b1 

b2 

b3 

Haben Determinanten den Wert Null, so sind die sie 
aufbauenden Vektoren (voneinander) linear abhängig, 
andernfalls sind sie linear unabhängig. 

Komponenten und Koordinaten 

Ein Vektor ä = ( ~~ ) kann angesehen werden als eine Zu

sammenstellung von zwei (besonderen) Vektoren: 
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a = (~') + (~, ) =_::_(6) + ~m = a1· e 1 + ~ 
1. Koor- 2. Koor- 1. Kom- 2. Kom-
dinate dinate ponente ponente 

Das Produkt aus a1 und e 1 bildet die erste Komponen
te des Vektors ä . Entsprechend gilt a2 e 2 als die zweite 
Komponente von ä . Die alleinige Angabe von Koordina
ten für einen Vektor ist demnach nur statthaft, wenn 
über die Basis, meist {e1 ; e 2}. Einverständnis besteht. 
Für den dreidimensionalen Raum gilt entsprechend: 

mit den Vektoren e 1; e 2; e3 als Basisvektoren; a 1, a2 , 

a3 als Koordinaten und den Komponenten a1 e 1, a2 e 2, 

a3e 3. 

Ortsvektoren und Vektorketten 

Repräsentanten von Vektoren, deren Fußpunkte im 
Ursprung des Koordinatensystems liegen, heißen Orts
vektoren. 

ä = (j ); liegt der Fußpunkt von ä in 0 (0 I 0 I 0), so liegt 

seine Spitze im Punkt A(1 12 1-1). also gilt ä = OA. 

Mit Hilfe von Ortsvektoren lassen sich leicht Vektoren 
ermitteln, die zwei verschiedene Punkte, z. B.A(1 12 I-1) 
und B (3 1 0 11) miteinander verbinden. 
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Beispiel1: Vektor aus Ortsvektoren 

A 

~B 
0 b 

Da gilt: OA +AB= OB folgt AB = OB - 0A 

und damit: AB = (6)-( i) = (J ~ i) = (J) 
1 - 1 1-(-1) 2 

Kurzschreibweise: AB = b- a 

Übungsbeispiel: Bestimmen Sie aus 

A(3 [2 [- 1); B(- 1 [2 [0); C(2 [4 [-3); D(0 [3 [2) 

die Vektoren AB: AC:: AB: "BC: BB: CiS: BA: a3 und iSA. 

Aus obiger Zeichnung folgt auch: 

OB + BA= üA. also BA= üA - OB =-(OB - OA) =-AB 
damit generell: AB = -BA 

Geschlossene Polygonzüge von Vektoren heißen Vek
torketten. 

Beispiel 2: Vektorkette 

A 
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Auch Vektorketten dienen zur Ermittlung der Vektor
koordinaten. Beispiel: Würfel ABCDEFGH 

Würfel A(3 [0 [0); B(3 [3 [0); 
E(3 [0 [3); C(0 [3 [0) 

r----~ G seien gegeben. 

AG sei zu bestimmen. 

AG+GC+CB+BA=o 
:} AG= - GC - CB - BA=CG+BC+AB 
da cc = 1\E: AG = 1\E + ßC +AB 

Natürlich lassen sich auch zunächst die Koordinaten 
von G ermitteln, hier G (0 [3 [3) und dann AG direkt 
bilden. 

~ ~ ~ (0) (3) (-3) AG = OG - OA = 5 - g = 5 

Mittelpunkte und Teilungspunkte 

MITTELPUNKT EI Mittelpunkt einer 
Strecke [AB] sei M: 
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Streckenmittelpunkt 

B 

A 

üM = ~(o!\ + Oß> 
~ 1 ~ ~ 

oder: m = 2 (a + b) 
0 

NGSPUNKT EINE 
B gegebenen Geraden kann jeder beliebige PunktTals 
Teilungspunkt der Strecke [AB] gelten. Liegt T inner
halb von [AB], so spricht man von einer inneren Tei
lung, liegt er außerhalb von einer äußeren Teilung. 

Teilungspunkte von [AB] 

0 

Das Teilverhältnis a ist definiert durch die vektorielle 
Beziehung: AT = a TB. Liegt T innerhalb von [AB], so 
ist a positiv; liegt T außerhalb, so wird a negativ, we
gen der gegensätzlichen Orientierung der Vektoren AT 

und TB. 
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INNERE TEILUNG EI 

E I 
2 ~ 2~ 

s ge te a = 3, also AT= 3 TB. 

Daauchgilt: AT= ~TB , folgt AB=%TB bzw. TB= ~AB 

d
- 2 - ~ ?~ 

un AT = 5AB, also auch AT= 5AB. 

Mit A(1 J2 J- 1); B(3 JOJ1) und a= ~ ergibtsichalso: 

AT = ~ ( -~ ) und aus ffi = OA +AT folgt 

ffi = ( ~ ) + ~ (J) = ( U) => T(1 ,8 J1,2 J-0,2) 
- 1 2 -0,2 

Äußere Teilung 2 

Für a gelte jetzt: 
3 

a=-2 
~ 3 ____, 

=> AT=-2TB 
----+ 1 ~ ------J ----+ 

=> AB = 2 BT => BT = 2 AB 

ffi= OB+ iiT = OB+ 21\B 

ffi = ( ~ ) + 2 ( -~ ) = ( -i) 
=> T(7 J-4 J5) 
Für a gelte: a = -~ 
~ 1 ____, 

=> AT= - 4TB 
~ 3 ____, 

=> AB= 4TB 

=> i.IT = _.± 1\B 
3 

ffi =OB+ i.IT =OB- .±f\B 
3 
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Schwerpunkt im Dreieck 

Die Schwerlinien (Seitenhalbierenden) teilen sich im 
Schwerpunkt eines Dreiecks gegenseitig im Verhält
nis 2:1 . Im Dreieck ABC mit A(1 12 l- 1); B (3 1 0 11) und 
C (-1 17 13) sei der SchwerpunktS zu bestimmen. 

Schwerpunkt 

B 

A 

---t ~ ---+ ------+ 2 -
o s = o c + es = oc + 3 CMAB 

nach der Darstellung 
auf Seite 14 7 gilt: 
MAB (2 11 1 0) und 
~ z~ 

CS = 3 CMAB 

wegen der Schwer
linieneigenschaft. 

OS= nl + ~ (=~l = m =} s (1 13 11) 

~ z~ ~ ( 17' ) Probe: AS = 3 AM8c M8c 1 2 2 

OS=OA+AS = (J ) + ~ (! ) = U ) + (D =} S(l l3ll) 

Betrag eines Vektors, Einheitsvektor 

BETRAG EINES VEKTORS IN IR Unter dem Betrag ei
nes Vektors versteht man die Länge der Strecke vom 
Fußpunkt zur Spitze der Repräsentanten des Vektors. 
Überlegung anhand eines Ortsvektors: 

Betrag in IR2 

x, 
A 

Grundlagen 1149 

ON = ai+a~ 
(nach Pythagoras) 

damit Ia I= OA = \Ia i + a~ 

BETRAG EINES VEKT Für den IR3 ergibt sich 
mit A' als Bild von A in der x1 x2-Ebene bei senkrechter 
Projektion: 

OA' = 1/ai + a~ Das /J.OA'A ist bei A' rechtwinklig, des
halb: 

Betrag in IR3 

x, 

A 

x, 

=} OA2 = a i + a ~ + a ~ 

=} Ia i= oA 

= \Ia 2 + a 2 + a 2 
1 2 3 

EINHEITSVEKTOR Multipliziert man einen Vektor a 
mit dem Reziprokwert seines Betrags (Iai), so erhält 
man einen Vektor der Länge 1 in Richtung von a, Kurz
bezeichnung: a 0

• ao heißt Einheitsvektor von a. 
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1 ~ 1 ·a=a
0 , damit faol =1 

Beispiel: ä' = (- ~ ) 

=} fa f= \ 22 +(-1)2+22 = \9=3 

2 

=} äo = ~ Hl = -I 
3 

Vektorielles Beweisen 

Gestützt auf die Eigenschaften linear unabhängiger Vek
toren lassen sich auch komplizierte Aussagen zu Schnitt
problemen der ebenen und räumlichen Geometrie auf 
einfache Art und Weise nachweisen. Die wesentlichen 
Schritte des vektoriellen Beweisens sollen im Folgen
den anhand von Beispielen dargestellt werden. 

a) Man sucht einen Zusammenhang zwischen den "beweis
trächtigen" Stücken. 

b) Aus dem in a) gefundenen Zusammenhang wird eine 
Linearkombination von linear unabhängigen Grundvek
toren gewonnen unter Einführung von Parametern. 

c) Wegen der linearen Unabhängigkeit kann die in b) ge
wonnene Gleichung nur die triviale Lösung (Koeffizienten 
= Null) kennen. 

d) Die Nullsetzung der Koeffizienten der Grundvektoren legt 
die Werte für die in b) eingeführten Parameter fest. 

e) Die in d) gewonnenen Parameterwerte werden im Sinne 
der Aufgabenstellung interpretiert und darnit die Be
hauptung bewiesen. 

Grundlagen 1 151 

Beweisfigur 1 

l><J' 
A B 

Voraussetzungen: DABCD ist ein Parallelogramm 
=} AB = DC; AB II DC; AD = BC; AD II BC 
M sei Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD 

Behauptung: AM = MC und BM =MD 

Übersetzung in die Vektorgeometrie: 

::: ll~~c } =; AB= f5C und ~~~~~c } =; AB= f3C 

Ein Parallelogramm entsteht, wenn die Vektoren AB 
und BC nicht kollinear, also linear unabhängig sind. 

zu a) Im Dreieck ABM kommen jeweils Diagonalen-

stücke vor. ABM lässt sich als ein geschlossener 

Vektorzug ansehen: (*) AB =AM + MB 

zu b) AM und MB sindjeweils Teile der Diagonalvekto

ren AC und iSB: AM= aAC und MB= TOO 
a und T sind (noch) unbekannte Parameterwerte. 

Für die Diagonalvektoren gilt: 

AC = AB + l3C und i5B = BA + AB 
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Für DA wiederum gilt: DA = -AB = - BC 

n lässt sich damit umschreiben zu: 

AB = cr 1\.C + T DB oder 

AB= cr(AB + BC) + T(-BC +AB) 

Hier kommen jetzt nur noch die linear unab

hängigen Grundvektoren AB und BC vor. 

zu c) Die zuletzt in b) gefundene Gleichung wird 

umgeformt: AB = cr AB + cr BC - TBC + TAB 

bzw. AB (1-cr - T) = BC(cr - T) 

Diese Gleichung kann nur unter den beiden 

folgenden Bedingungen richtig sein (wegen 

der linearen Unabhängigkeit von AB und BC): 

(1) 1 - cr - T=O (2) cr-T= O 

zu d) Lösung der Gleichungen (1) und (2): 

Aus (2) cr = T, eingesetzt in (1) liefert 

(1 ' ) 1 - (J- cr = 0 => (J = ~ => T = i 
zu e) Die Werte cr = T = i bedeuten, dass der Punkt M 

beide Diagonalen gerrau in der Mitte teilt, wor
aus die Behauptung unmittelbar folgt. 

Beweisfigur 2 

c 

B 

Grundlagen 1153 

Voraussetzungen: Figur "'ABC ist ein Dreieck. 
Ma, Mb und Mc sind die jeweiligen Seitenmitten von 
[BC], [AC] und [AB]. 

Behau ptung: Der Schnittpunkt S von AMa und BMb 
ist identisch mit dem Schnittpunkt von 
AMa und CMc-

Übersetzung in die Vektorgeometrie: 

AB = 1\.C + CE (Dreieckseigenschaft) 
___. - 1 -. ----+ - 1-. ----+ 1 -
AMc- z-AB. AMb- z-AC, CMa =z-CB 

zu a) Im !',.ABS gilt: (•) AB = AS +SB 
(geschlossener Vektorzug) 

zu b) AS = crAMa und SB= TMbB 

Für AMa gilt: AMa = AB+ iBC = i AB + ~ AC 
- - 1 --+ - J -----+ -Für MbB gilt: MbB = 2 CA + AB = - 2 AC + AB 

Setzt man die gewonnenen Ausdrücke in (') ein, 
erhält man: 

AB = cr [AB -iAB + iAC] + T[-iAC +AB] 

bzw. zusammengefasst: AB ( 1 - ~ - T) =AC ( ~ - i ) 

zu c) Wegen der linearen Unabhängigkeit der Grund

vektoren AB und AC muss gelten: 

(1) 1 - ~- T = 0 und (2) ~- i = 0 
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zu d) aus (2) folgt: a = T, eingesetzt in (1) 

(1') 1-~-a=O 

1= ~ a ~ cr= ~ ~ T= ~ 

zu e) Die Seitenhalbierenden AMa und BMb schneiden 
sich in einem Punkt S, der sie selbst im Verhält
nis 2 zu 1 teilt. 

Der zweite Teil des Beweises kann analog geführt wer
den, unter Einbeziehung der Seitenhalbierenden CMC' 

zu a) Im /::,. CAS gilt: ( .. ) CA= es + SA 

zu b) es= a"CMc = a (c:A + ~AB ) 

SA= TM,/\= T ( ~BC +Ci\)= T [ ~ (BA+AC ) + c:A] 

Eingesetzt in (••): 

CA= a (c:A + ~AB ) + T( - ~AB+ ~CA) bzw. 

c:A ( l - a-~) =AB (% - ~ ) 

Die weiteren Schritte sind analog zu den oben angege
benen und haben das identische Ergebnis: 
a = T = ~ · Damit ergibt sich für den Schnittpunkt von 
AMa und CMc der gleiche Punkt wie für den Schnitt
punkt von AMa und BMb, also schneiden sich alle drei 
Seitenhalbierenden in einem Punkt. Das jeweilige Län
genverhältnis der Teilstrecken ist als Nebenprodukt des 
Beweises abgefallen, es beträgt in allen Fällen 2 zu 1. 

Grundlagen 

N SICH ZWEI 

Beweisfigur 3 

A B 

Ein Parallelflach wird aus drei linear unabhängigen 
Vektoren aufgebaut, jeweils vier Kanten sind zueinan
der parallel und gleich lang. 

Voraussetzungen: 
AB= EF = DC =HG und AB II EF II DCII HG 

BC = FG =EH = AD und BCII FG II EH II AD 

AE=BF = CG = DH und AE II BF II CG II DH 

Behauptung: Es existiert ein Punkt S mit Se [AG] und 
SE [ECJ. 

Übersetzung in die Vektorgeometrie: 

AB= E"F = i5C = HG; ßC = FG = ffi =AB; 
AE =BF=CG=BH 

AB, BC und AE sind linear unabhängig 
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zu a) Wir betrachten L'.ACS, worin gilt: 

n AC=AS+SC 

zub) AC =AB+BC 
A5 = a"AG = a(i\C + cc) = a(AB + I3C + cc) 

= a (AB + I3C + AE) 
SC= TEC = T(EA +AC)= T(-AE +AB+ BC) 
n lässt sich nun mit den Grundvektoren 

AB, BC und AE wie folgt ausdrücken: 

AB + BC = a(AB + BC +AE) + T(-AE +AB + BC) 
Geordnet nach den Grundvektoren erhält man: 

AB (1- a-T) + BC(1- a-T) = AE (a-T) 

zu c) Wegen der linearen Unabhängigkeit der drei 
Grundvektoren (sonst ergäbe sich kein Parallel
flach) muss gelten: 
(1) 1 -a- T= O (2) a - T=O 

zu d) Lösung der Gleichungen (1) und (2): a = T = ~ 

zu e) Die Werte a = T = ~ bedeuten zunächst, dass 
sich ein Dreieck ACS bilden kann, dass also 
ein Schnittpunkt S der Diagonalen existiert. Da
mit ist die Behauptung bereits bewiesen. 
Da1iiber hinaus folgt aus dem Wert für a und T, 

dass sich die beiden Raumdiagonalen im Schnitt
punkt gegenseitig halbieren. 

Geraden und Ebenen 

Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

Geraden und Ebenen 

Geraden und Geradengleichung 

• Geradengleichung in Vektorform ~ S. 159 

• Stütz- und Trägerpunkt, Richtungsvektor 
~ 5.159 

• Geradengleichung in Parameterform ~ S. 159 

Lagebeziehungen von Geraden zueinander 

• Zusammenfallende Geraden ~ S. 161 

• Zueinander parallele Geraden ~ S. 162 

• Sich schneidende Geraden ~ S. 162 

• Zueinander windschiefe Geraden ~ S. 164 

Ebenen und Ebenengleichungen 

• Ebene durch zwei Vektoren ~ S. 165 

• Ebene durch zwei Parallelen ~ S. 167 

Achsenschnittpunkt, Spurpunkte, Spurgeraden 

• Achsenschnittpunkt ~ S. 167 

• Spurpunkte ~ S. 168 

• Spurgeraden ~ S. 169 

1 157 I 
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Lagebeziehungen von Ebenen 

• Zueinander parallele Ebenen ~ S. 169 

• Sich schneidende Ebenen ~ S. 171 

Lagebeziehungen von Ebenen und Geraden 

• Ebene und Gerade liegen zueinander 
parallel ~ S. 173 

• Ebene und Gerade schneiden sich ~ S. 174 

Spezialthema: Lineare Gleichungssysteme ~ 5.175 

Geraden und Ebenen 

Geraden und Geradengleichungen 

GERADENGLEICHUNG IN VEKTORFORM Eine Gerade g sei 
durch die Punkte A und B festge legt: g = g (A, B). 

Gerade in IR2 und 1R3 

X 

Jeder Punkt X der Geraden 
g lässt sich durch folgende 

g Vektorgleichung beschrei
ben: OX = OA + /.. AB mit 
einem bestimmten reellen 
/..-Wert. Für Punkte X, die 
von A aus gesehen in der 
gleichen Richtung wie B 
liegen, ist/.. E IR+, für die Ge
genrichtung ist /.. negativ. 

/.. = 1 ergibt den Punkt B. Für /.. = 0 fallen X und A zu
sammen. 

g:OX =OA+t..AB bzw. x = a +t..(b-a), t..E IR 

Ebenso üblich sind die Darstellungen 

X= A +/..AB bzw. X = A +/..(B-A) 

......,.....,::....;=.:.....,:.::.:.;="'""""""'""""'""""'""""'"""""""""""""....., A heißt 
auch Stütz- oder Trägerpunkt der Geraden g. AB heißt 
Richtung oder Richtungsvektor von g. 

GERADENGLEICHUNG IN PARAMETERFORM Für die Fest
legung einer Geraden genügen also die Angaben eines 
Trägerpunktes und eines Richtungsvektors, oft abge
kürzt mit u, damit g: X = a + Au; A E IR . A heißt Para
meter der Geraden. Man sagt dann, die Geradenglei
chung liegt in Parameterform vor. 



160 I Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

Beispiel1: Gerade aus zwei Punkten oder aus Punkt 
und Richtung 

a) Gerade g1 durch A(21 0) und B(113) 

x=@+t-G=~ l - g1 : x=@+t- ( -~ ) 
b) Gerade g2 durch A(112l-1) und B(31 0 I 0) 

g2' x=(J) +'-H) 

c) Gerade g3 durch P(213l - 1) mit der Richtung 

u= H ) g3: x=(J) +'-H) 

Zur Unterscheidung werden vielfach auch )1, a , T, Q 

oder auch 1, m, n, r, s als Parameterbezeichnungen ver
wendet. Die gleiche Gerade g kann durch sehr unter
schiedlich erscheinende Gleichungen mit Parametern 
(Parametergleichungen) beschrieben werden: 

g: x=OP+f-u; l\E IR, 

da für P jeder beliebige Punkt aus g und für den Rich
tungsvektor jeder zu u linear abhängige Vektor ge
wählt werden können. 

Beispiel 2: Verschiedene Parameterformen 

g: x=Ul +A H )· Daauch(31211)Eg: 

g: x = (~ ) + { i ) oder g: x = (~) + '-H) 

weil Ci ) = (-1) H l und H l = 2H ) 

Geraden und Ebenen 

Üblicherweise wird der Richtungsvektor so angegeben, 
dass seine Koordinaten keine gemeinsamen Teiler ha
ben. 
Ist nachzuprüfen, ob ein Punkt P auf einer Geraden 
g liegt, so muss geprüft werden, ob die Koordinaten 
von P die Gleichung von g erfüllen, ob es also einen 
Para~te~rt von A, nennen wir ihn AP, gibt, so dass 

gilt: OP = OA + AP u, falls g: x = OA + 1-u. 

Beispiel 3: Punkt auf Gerade 

Liegt P(1141- 3) auf g? 

U l ± UJ + ApHll 
ln allen 3 Gleichungen muss sich 
für Ap der gleiche Wert ergeben. 

Dies ist tatsächlich der Fall (AP = -1) ==> p E g. 

Lagebeziehungen von Geraden zueinander 

Bedingung: A Eh oder 
B E g oder es existiert ein g und h gemeinsamer Punkt 
s und ug = a uh, d. h . die beiden Richtungsvektoren sind 
kollinear. 

Beispiel1: Zusammenfallende Geraden 

g : x=(J) +'-H), h : x=(i)+)l Ci ) 

da m Eg (f- =2) und a (-i) =(-1) (J ) folgt g = h 
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Bedingung: Üg = aüh, aber kein Punkt gemeinsam. 

Beispiel 2: Echt parallele Geraden 

da m E!:g aber Lig= -uh folgt gll h 

Falls ü = A. üh erfüllt ist, genügt der Nachweis für 
g . 

einen beliebigen Punkt PE h, dass g!lt: P EI: g, oder 
für Q E g dass gilt: Q !$ h. 

Im IR2: Bedingung: Üg * aüh für alle a E IR. Sobald in 
IR2 die Richumgskoordinaten zweier Geraden nicht 
kollinear sind, schneiden sich diese Geraden. 
Im IR3: zusätzliche Bedingung zu Üg * aüh: PQ, Üg 
und üh sind linear abhängig, mit beliebigem PE g und 
beliebigem Q Eh. 

Schnitt von Geraden 

., 

g 

Die zusätzliche Bedin
gung bedeutet: Die 
beiden Richtungsvek
toren spannen eine 
Ebene E auf, in der 
auch jeder Verbin
dungsvektor zweier 
Punkte der beiden Ge
raden liegt. 

Geraden und Ebenen 

Beispiel 3: Schnitt zweier Geraden 

Nachprüfung der Schnittbedingungen: 

( 
1 ) ( 1 ) (1) 1 = s } es existiert kein gemein-

-1 = a 3 (2) - 1 = 3 s IR d 11 d . 
2 - 3 (3) 2 = - 3s sames aE , as a e re1 

Gleichungen erfüllt. 

=> die Richtungsvektoren sind linear unabhängig. Für 
P und Q werden A und B gewählt: 

PQ=AB =(:: }); 
~ ~ ~ 1-3 1 11 det(AB;ug;uh) = - 1-1 3 =-9-3-2-1+18-3=0 

-3 2- 3 

=> AB, Üg und üh sind linear abhängig. Aus beiden Resul
taten zusammen folgt deshalb: g und h schneiden sich 
in einem Punkt. Soll nun der Schnittpunkt S bestimmt 
werden, dann werden die beiden Geradengleichungen 
gleichgesetzt und die beiden Parameterwerte (z. B. für A. 
und J.l) ermittelt, die das System, das aus den zwei (im 
IR3 : drei) Koordinatengleichungen besteht, lösen. 

Weiterführung des obigen Beispiels: g = h 
(1) 2+ A.=-1+ J.l => (1) 3+ A.= J.l 
(2) 3- A. = 2 + 3 J.l => (2) 1- A. = 3 J.l 
(3) -1+2A=-2-3j.l => (3) 1+2A.= - 3J.l 

(1) + (2) : (4) 4 = 4j.l 
2(2) + (3): (5) 3 = 3J.l 

1
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164 1 Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

=> gemeinsamer Punkt S von g und h existiert, seine 
Koordinaten werden ermittelt aus 
fls = -2 (für g) oder aus Jls = 1 (für h): 
nach kurzer Rechnung erhält man S (0 I SI- 5) 

Natürlich kann man auch, ohne die oben angegebenen 
Bedingungen vorher zu überprüfen, sofort die Gera
dengleichungen gleichsetzen und dann sehen, ob sich 
das System der drei (im IR2 zwei) Gleichungen mit zwei 
Unbekannten (fl und Jl) lösen lässt. 

ZUEINANDER WINDSCHIEFE GERADEN Geraden heißen 
zueinander windschief, wenn sie weder zueinander pa
rallel sind noch sich schneiden. Dieser Fall kann nur 
im IR3 auftreten. 

Windschiefe Geraden 

----h 
., 

g 

Die Vektoren 
PQ; lig; uh liegen 
nicht in einer ge
meinsamen Ebene. 
Dies hängt auch 
nicht von einer 
speziellen Wahl der 
Punkte PE g und 
Q Eh ab . 

Das Kriterium für eine windschiefe Lage der Geraden 
g und h liegt damit fest: die Vektoren PQ; ucr und uh 
sind linear unabhängig, d. h. det (PQ; lig; uh) 

0* o mit 
PEg und Q Eh. 

Geraden und Ebenen 

Beispiel 4: Kriterium für windschiefe Geraden 

g: X =U)+ r..Hl; h : X =(j) + Jl(j) 
mit den Stützpunkten der Geraden als P und Q: 

-1 1 1 
det (PQ; ug, uh) = - 1 -1 3 

-2 2 - 3 

= -3- 6- 2 -2 + 6-3 = -10 *0 

=> PQ; ug; uh sind linear unabhängig 

=> g und h liegen zueinander windschief 

Ebenen und Ebenengleichungen 

a.::.:=-=:-:=-=....,....,.,=:.!...:.JoA.UU~L.I Zwei linear unabhängi
ge, d. h . nicht-kollineare Vektoren spannen immer eine 
Ebene auf. Dies drückt sich auch in der Form aus, wie 
eine Ebenengleichung aufgebaut werden kann. 

Ebene 1: Punkt und 2 Richtungen 

Für den Vektor OX 
(X beliebiger Punkt 
der Ebene E, die 
durch die Vektoren 
u und v aufgespannt 
wird) lässt sich mit 
A E E schreiben: 

ox = OA + AU+ Jl V, 
damit: 
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EBENE 2: 3 PUNKTE 
An die Stelle von u 
und v treten jetzt 
die Vektoren AB 
und AC, womit gilt: 

OX =GA+ ;\AB + J.lAC bzw.: 

E: x=a+;\AB+J.lAC oder 

E: x = a + A(b- a) + J.l cc- a), A, J.l E IR 

P;
x g . : 

.' : 
: ' u 

/ ·:: A g 

p -a '1%
-

Für die zweite Rich
tung nimmt man 
einen (beliebigen) 
Vektor, der von ei
nem Geradenpunkt 
ausgeht und in Rich
tung P zeigt, z. B. AP, 
damit: 

0 

Geraden und Ebenen 

Ebene 4: Zwei Parallelen 

{/( 
0 

Wie unmittelbar oben kann jeder beliebige Vektor, 
der von einem g-Punkt ausgeht und in einem p-Punkt 
endet, als 2. Richtung gewählt werden oder ein hierzu 
kollinearer Vektor, vorzugsweise wird man AP wählen, 
da die hierfür benötigten Koordinatenwerte unmittel
bar gegeben sind, damit: 

Alle hier vorgegebenen Formen von Ebenengleichun
gen nennt man Parameterformen. 

Achsenschnittpunkte, Spurpunkte, Spurgeraden 

Für Zeichnungen und Skizzen ist es oft nützlich zu wis
sen , wo Geraden und Ebenen die Koordinatenachsen 
bzw. die Koordinatenebenen schneiden. 

ACHSENSCHNtnPU 
a) Schnitt mit der x1-Achse 

(x2 = 0 und gf. im IR3 x3 = 0) 

1
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g1 : x=(i )+A(_}), aus x2 =0 folgt 2-/\=0 

=} A = 2; da x1 = 1 + A ergibt sich x1 = 3 

g 1 schneidet die x1-Achse im Punkt (3 1 0). 

El : x = U l+A H l+ }lm 
x2 = 0 =} 2- A + Jl = 0 } =} Jl = -1-; A = ~ 
x3 = 0 =} - 1 + A + }l = 0 

=} E1 schneidet die x2-Achse im Punkt (2 1 0 I 0) 

b) Schnitt mit der x2-Achse 
(x1 = 0 und- falls im IR3 - x3 = 0) 

g1 :x =(i )+A(_} ); aus x1 =0 folgt 1+/\=0 

=} /\=-1; da x2 =2-A ergibtsich x2 =3. 

g1 schneidet die x2-Achse im Punkt (0 13). 

E1 wie oben ) =} 2 = 0, damit Wider-
x1 = 0 =} 1 + A + }l = 0 spruch; d. h . E1 schneidet 
x3 = 0 =} - 1 + A + }l = 0 die x2-Achse nicht. 

natenebenen in so genannten Spurpunkten. 

g: x=(J)+"H ) 

a) Durchstoßpunkt in der x1 x2-Ebene (x3 = 0): 
x3 = 0 =} 0 = -1 + A =} A = 1 
=} S 12 (2 111 o) 

Geraden und Ebenen 

b) Durchstoßpunkt in der x1 x3-Ebene (x2 = 0): 
X2 = 0 =} 0 = 2 - A =} A = 2 
=} s13 (3 1 o 11) 

SPURGERADEN Ebenen schneiden die Koordinatene
benen in so genannten Spurgeraden. 
E1 wie oben 

a) Schnitt mit der x1 x2-Ebene (x3 = 0) 
0 = -1 + A + }l =} A = 1 - }l eingesetzt in E1 

X= U l+ (1- }l) H l+ }l m 

=} x= 2-1 +Jl 1+1 =} ( 1+1) (-1+1 ) 
-1+1 -1+ 1 

"gekürzt" ergibt sich fur s12 : x = m + Jl (l ) 

b) Schnitt mit der x2 x3-Ebene (x1 = 0) 
Das analoge Vorgehen liefert zunächst A = -1 - Jl und 

schließlich: s23 : x = (J) + Jl (l ) 

Lagebeziehungen von Ebenen 

ZUEINANDER P ALLELE EBENEN 

Parallelebenen 
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E II F so folgt daraus, dass jeweils drei Vektoren aus der 
Menge {uE; vE; uF; vd (zueinander) linear abhängig 
sind. 

Beispiel: 

E: x= (J ) +A ( -i ) +M ( -~ ) : 

F: x = ( -~ ) +a ( -l ) +T ( ~~ ) 

1

1-1 -1 1 
det (uE: vE: uF) = -1 2 3 = 8 - 6 + 1 + 4 - 3 - 4 = o 

2 1 4 

1 - 1-2 
det(uE;vE;vF)= - 1 2 3 =-2-6+2+8-3+1=0 

I 2 1-1 

=} Die Ebenen E und F sind zueinander parallel. Echte 
Parallelität liegt dann vor, wenn kein Punkt aus E auch 
in P liegt. Der Nachweis braucht nur für einen Punkt 

? 
geführtwerden. A(2 11 I-1)E E:AeF 

(_ü ~ ( - ~ ) + a (- 1)+ T ( ~ ~) 

1

(1)-
1

=-a-
2

T .} 3(1)+ (2):(4) -1=-3T =} T= ~ 
=} (

2
) 

2 
= 

30 
+ 

3
T l 4(2)- 3(3):(5) 17 = 15T =} T= i~ 

(3) - 3 = 4 a - T j 

(4) und (5) sind widersprüchlich =} A $ F =} E und F 
sind echt parallel. 

Geraden und Ebenen 

Weitere Nachweismöglichkeit für echte Parallelität: 
Der Verbindungsvektorzweier Punkte der Ebenen (von 
einer Ebene zur anderen) und die Richtungsvektoren 
einer Ebene sind linear unabhängig, d. h. anschaulich, 
der Verbindungsvektor liegt außerhalb der Ebenen. 
Vorzugsweise wählt man für die beiden, an sich belie
bigen, Ebenenpunkte die Stützpunkte selbst. 

AB= (- i=f) = (J )· det(AB·u ·v) 
2 + 1 J ' ' E• E 

I 
1 1 -1 1 

= -2-1 2 =-1+6+ 4-3 -4+2=4 '1' 0 
3 2 1 

=} echte Parallelität der Ebenen. 

SICH SCHNEIDEN 

Die Schnittmenge ist eine Gerade, die Schnittgerade s. 
Die Gleichung von s erhält man durch Gleichsetzung 
der Ebenengleichungen und anschließende Elimina
tion eines der Parameterpaare der Ebenen. 



172 1 Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

E wie oben 

F: x = ( -~ ) +a (~ ) +T ( - I} 

E = F: (j )+ A( -i) + }1 ( -~ ) = ( - ~ ) + a ( ~ ) + T( -I) 

(

(1) A.- M= 1+ a+2t l 

~ (2)-A.+2}1=-2+3a- t l 

(3) 2 Ä + }1 = 3 + 2 a + 3 t 

(1) +(2):(4) 
}l =-1+4a+T 

2(2) + (3): (5) 
5}1=-1+8a+T 

5(4)-(5): 0=-4+12a+4T ~ T=1-3a, 

eingesetzt in F: X. = ( -~ ) + a ( ~ ) + (1- 3a) ( - ~ ) 

~ s : x = ( -~ ) + a ( =~ ) Schnittgerades von E und F 

Folgende Rechenproben sind jetzt möglich: 

(5 [ -2 [ 5)~E; (5 [ -2 [ 5)~ F 

det (iis; uE; vE) ,;; 0 und det (iis: uF; Vp) ,;; 0 

mit u5 = ( = ~ ) 

Geraden und Ebenen 

Lagebeziehungen von Ebene und Gerade 

Falls g [[ E, 
dann folgt 
det (ug: u E; vE) = o. 
d.h. 
die drei Richtungs
vektoren sind (zu
einander) linear ab
hängig. 

Echte Parallelität liegt dann vor, wenn (anschaulich) 
der Verbindungsvektor AB aus der Ebene E herausragt, 
wenn also gilt: det(AB; uE; vd * o. 

Beispiel: 
E wie oben; 

g : x = ( - ~ ) +a ( - i ) 
~ ~ ~ -1 1 - 1 

det(ua;uE;vE)= 3 - 1 2 =1+8-6-4+4-3=0 
0 4 2 1 1 

~ - ~ 1 1 - 1 
det(AB;uE;vE)= - 2- 1 21=-1+6+4-3-4+2 = 4* 0 

3 2 1 

~ g und E liegen echt parallel zueinander. 

Hätte sich oben zu det(iig; uE; vE) = 0 auch noch 
det(AB; uE; vE) = 0 ergeben, dann läge g ganz in E. 
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E UND GERADE SCHN 

I 

Schneiden sich Ebe
ne und Gerade, so ha
ben sie genau einen 
Punkt gemeinsam, 
den SchnittpunktS. 

Voraussetzung für einen Schnitt: det(ug; uE; vd * 0, 
also lineare Unabhängigkeit der drei Richtungsvekto
ren. 

Beispiel: 
E wie oben. 

I 2 1-1 
det (ug; UE; VE) = ~ -1 -1 21 =- 2 + 2 + 2 - 1 - 8 + 1 

1 2 1 = -6 * 0 

hieraus folgt bereits: g schneidet E in einem Punkt. 
Ermittlung des Schnittpunktes S: 

Aus (J ) +Ä ( - i ) +M ( -~ ) = ( -~ ) +a ( -~ ) ermitteltman 

s ( 133 1 - ~ n 

i SPEZIALTHEMA 

Lineare Gleichungssysteme 
In den vorausgegangenen Kapiteln hatten wir es öfter 
mit mehreren Gleichungen und mehreren Unbekann
ten, die nur linear vorkamen, zu tun. Im Folgenden 
soll die Lösbarkeit von solchen, linear genannten, Glei
chungssystemen näher untersucht werden. 

In allgemeiner Form lässt sich ein lineares Gleichungs
system mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten (Varia
blen) so darstellen: 

(1) a11 x1+a12 x2=c1; 
(2) a21 x1+a22 x2=c2; 

x1, x2 heißen Variable 
al l• a12• ... , C1, C2 
sind reelle Koeffizienten. 

Das übliche Verfahren der Auflösung nach den Varia
blen führt auffolgende Lösungsansätze: 

-a12 C2 + a22 C1. 
an a22 - a12 a21' 

Definiert man die folgenden Determinanten: 

D = an an - a a a a . 
a21 a 22 - 11 22 - 21 12 ' 

so lassen sich die Lösungsansätze auch kurz schreiben: 

Dl D 2 
x1 = - 0 und x2 = D 

• 



Ob damit auch schon Lösungen gegeben sind, hängt 
von den tatsächlichen Determinantenwerten ab. 

1. Keine Lösungen existieren sicherlich, falls D = 0 
und D1 t 0 und D2 * 0. 

2. Umgekehrt bestehen eindeutige Lösungen für den 
Fall D t 0. 

In den übrigen Fällen (D = 0) existieren entweder un
endlich viele Lösungen oder die Lösungsmenge ist leer. 

Beispiel1: 2 Gleichungen, 2 Unbekannte 

(1) 3x1-2x2= 6; 
(2) - x1 + 2x2 = 2; 

D1= n ~ l = -4-12 = -16; 02= ~ -~ ~ ~ = 6+6 = 12 

D = ~ -~ -11 = 6- 2 = 4; 

- (- 16) 12 l J => x1 = - 4- = 4; x2 = 4 = 3; => IL = 4; 3 

Für lineare Gleichungssysteme, die aus 3 Gleichungen 
mit 3 Variablen aufgebaut sind 

(1) a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 = b1 
(2) a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 = b2 
(3) a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 = b3 

lassen sich mit 

a 12 a n bl 

D1 = a 22 a 23 b 2 

a 32 a 33 b J 

a l t a1 2 b 1 

D3 = a 21 a 22 b 2 

aJ, a J2 b J 

l a 11 a 13 b1 

D2 = a 21 a 23 b 2 1 
a31 a 33 b J 

alt a 12 a 13 

D = a 21 a 22 b 23 

a 31 a 32 b 33 

die Lösungsansätze angeben: 

Dl -D2 D3 
xl =o; x2=D; x3=D 

Genau eine Lösung ergibt sich nur für D t 0. 

Beispiel 2: 3 Gleichungen, 3 Unbekannte 

(1) 2 x1 - x2 + x3 = 6; 
(2) - x1 + 3 x2 + 2 x3 = - 3; 
(3) x1 + 2 x2 - 2 x3 = - 2; 

x1 = 

-1 1 6 
3 2 -3 
2 -2 -2 
2 -1 1 

-1 3 2 
1 2-2 

- -1 2 -3 

_,_4 .. -;-"6'---""'3"_,6'.,.--'2"-;4~+:..._6*--'-+ _"6 = _- 5_0 = 2. 
12 2 - 2 - 3 - 8 + 2 -25 ' 

1
2 1 61 
1-2-2 -(-8-3+12-12-12-2) 25 

x2 = -25 = -25 = -25=-1; 

I 
2 -1 6 

-1 3 -3 
12-2 -12+3 - 12 -18+ 12 + 2 -25 

x3 = -25 -25 = -25 = 1' 

Über eine Probe bestätigt man dann : IL = {(2; -1; 1)} 

Eine besondere Rolle unter den linearen Gleichungs
systemen spielen solche Systeme, bei denen die Ele
mente bi, also diejenige Elemente, die bei der hier vor
gestellten Schreibweise rechts des Gleichheitszeichens 
stehen, sämtlich verschwinden. Man nennt diese Syste
me homogen, die anderen inhomogen. 
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Im homogenen Fall sind D1, D2 und D3 sämtlich gleich 
Null, da sie ja alle mindestens eine verschwindende 
Spalte aufweisen. Ist dann D * 0, so stellt (0; 0; 0) die 
einzige Lösung des homogenen linearen Gleichungs
systems dar. Man nennt diese die triviale Lösung. Ist 
zudem auch D = 0, so gibt es neben der trivialen Lö
sung noch eine unendlich große Lösungsvielfalt für die 
Tripel (x1; x2; X 3). 

Lineare Gleichungssysteme, bei denen die Anzahl der 
Gleichungen größer ist als die Anzahl der Variablen 
heißen überbestimrnt, im umgekehrten Fall unter
bestimmt. Solche linearen Gleichungssysteme haben 
unterschiedliche Lösungsvielfalten, sie reichen von der 
leeren Lösungsmenge bis zu einer Lösungsmenge, bei 
der für jede Variable unabhängig unendlich viele Wer
te gewählt werden können. 

Geometrisch drückt sich eine eindeutige Lösung meist 
in einem Punkt aus. Eine (einfach) unendliche Lösungs
menge kann durch eine Gerade, eine (doppelt) unend
liche Lösungsmenge durch eine Ebene visualisiert wer
den. 
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Skalarprodukt 

Definition des Skalarprodukts 

• Definition -+- S. 181 

• Schnittwinkel von Geraden ->-- S. 182 

Normalenvektor 

• Definition -+- S. 183 

• Normalenvektor in IR2 -+- S. 183 

• Normalenvektor in IR3 -+- S. 184 

Normalenform einer Geradengleichung in IR2 

• Hesse'sche Normalenform (HNF) -+- S.186 

• Norm alenform in Koordinaten
schreibweise -+- S. 186 

Normalenform einer Geradengleichung in 1R3 

• Hesse 'sche Normalenform (HNF) -+- S. 187 

• Parameterform -+- S. 188 

Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen 

• Gerade und Ebene -+- S. 189 

• Ebene und Ebene -+- S. 190 
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Lotgeraden 

• Lotgerade auf einer Ebene durch einen 
Punkt ~ S. 191 

• Lotgerade auf einer Gerade durch einen 
Punkt ~ S. 191 

Winkel zwischen Gerade und Ebene ~ S. 192 

Abstandsbestimmungen 

• Abstand eines Punktes von einer Gerade 
im IR2 ~ S. 196 

• Abstand eines Punktes von einer Ebene 
im IR3 ~ S. 196 

• Abstand zweier paralleler Geraden ~ S. 196 

• Abstand zwei er windschiefer Geraden ~ S. 197 

• Abstand zweier zueinander paralleler 
Ebenen ~ S. 200 

Winkel zwischen zwei Ebenen ~ S. 201 

Winkelhalbierende Geraden und Ebenen ~ S. 201 

Skalarprodukt 

Definition des Skalarprodukts 

können jedoch auch miteinander multipliziert wer
den und zwar auf unterschiedliche Art. Zunächst soll 
diejenige Art erklärt werden, die eine Zahl, also einen 
Skalar als Ergebnis liefert. Man nennt sie die skalare 
Multiplikation (nicht Multiplikation mit einem Ska
lar!). Das Ergebnis heißt auch Skalarprodukt. Es ist 
wie folgt definiert: 

Definition 

Unter qJ versteht man generell den kleineren Winkel 
zwischen den beiden Vektoren, also 0 ~ qJ (ä; b) ~ n. 
Da cos 90° = 0 fo lgt unmittelbar aus der Definition 1, 
dass ä ob= 0 gleichbedeutend ist mit ä .l b. 

Beispiel: 
Die Richtungsvektoren längs der Achsen eines karte
sischen Koordinatensystems stehen aufeinander senk
recht. Nachprüfung: 

~ (1) ~ (0) ~ (0) . el = g ; e2 = Ö ; e3 = ~ , dam1t 

181 
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ebenso: 

e2 o e3 = ( ~) o ( ~ ) = o + o + o = o =} e2 .L e3 

Aus {1) folgt auch: 

cos (ä;b) = ~ä o b~ bzw. cos (ä;b ) =a00 b 0 

[a l · lb I 

kelgrößen berechnen. 

a) Welchen Winkel schließen die Dreiecksseiten [AB] 
und [AC] miteinander ein, wenn A{1 [1 [ 0) , B {3 1 0 [1) 
und C{O [OJ-2)? 

~ (-1) ~( 2) ~ ~ AC= ::i; AB-i; IAC[= \16; IAB [= \16 

~ ~ ( 2) (-1) AB oAC= -i o ::i =-2+ 1-2 = - 3; also 

-------+ 3 1 --cos(AB; AC)=- IEl· IEl = - 2 =} tp(AB; AC)= 120° 

b) Unter welchem Winkel schneiden sich die Geraden 
gund h? 

1-3-6 
cos <l (g; h) = \16. \119 

Schnittwinkel 

Skalarprodukt 1183 

Wegen der meist unbekannten gegenseitigen Orientie
rung der Richtungsvektoren der Geraden ist es nicht 
sicher, ob sich bei dieser Methode der kleinere der bei
den möglichen Winkel ergibt. Hier folgt aus 

cos <l (g; h) = - \6 ~119 <l (g; h) "'138,5° 

Als Lösung wird man aber den Ergänzungswinkel auf 
180° angeben: tp "'41,5°. 

Normalenvektor 

Bedeutung erlangt die Ska
larmultiplikation bei der Berechnung des Normalen
vektors und bei Gleichungen, die den Normalenvektor 
verwenden. Unter einem Normalenvektor n versteht 
man einen Vektor, der auf einem anderen Vektor oder 
einer Geraden oder einer Ebene senkrecht steht, für 
den also gilt: n .L v, n .L g, n .L E 

Mit n = (g~ ) und v = ( w folgt nach der Definition des 

Skalarprodukts aus n .L v: n o v = 0, also 

n 1 v1 + n2 v2 + n3 v3 = 0 

Außerdem gilt auch n oo \1° = 0. 

NORMALENVEKTOR I R2 Für 2 Dimensionen reduziert 
sich die Forderung von oben auf: 

(g;) o ( ~~) = n 1 V1 + n 2 Vz = 0. 

Daraus lässt sich sofort ein möglicher Normalenvek
tor n zu v finden: 
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Ebenso wäre natürlich auch n = ( -~~ ) als ormalen
vektor zu v denkbar. 

Andere Vektoren v' können 
nur kollineare Vektoren zu 
den vorgestellten n sein, wenn 
gelten soll: v' .L v, denn in der 
Ebene gibt es zu einer vorgege
benen Richtung nur eine dazu 
senkrechte Richtung (aller
dings zwei Orientierungen). 

V 

NORMALENVEKTOR IM R' Im IR3 kann die Forderung 
n ov = 0 durch unendlich viele n erfüllt werden. Alle 
möglichen n liegen in einer Ebene, auf der v senkrecht 
steht. 

V 

n, 

Andererseits gibt es zu zwei nicht-kollinearen Vekto
ren, z. B. die Richtungsvektoren u und v einer Ebene 
E nur eine Richtung (bei zwei Orientierungen), die auf 
beiden Vektoren senkrecht steht. Man spricht dann 
vom Normalenvektor nE, für den gelten muss: 

Skalarprodukt 

E 

V 

Beispiel: 
uE und vE seien die Richtungsvektoren der Ebene E: 

(1} n1 - n2 + 2n3 = 0 ) (1} + (2}: (3} n2 = -3n3 

(2} -n1 +2n2 + n3 =0 eingesetztin(1} =} n1 =-5n3 

Setzt man n3 = 1 (dies kann ohne Gefahr geschehen, 
da hiermit nur die Länge von n festgelegt wird, nicht 
die Größenverhältnisse der n-Koordinaten, also keines
falls die Richtung von ii), so erhält man: 

nl =-5; n z=-3, also nE = ( = ~ ) . 

Probe: ( = ~ )o( - i) = - 5+3 + 2=0 =} n E.LuE 

und ( = ~ )o( -~ ) =5-6+1=0 =} nE.l VE 
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Normalenformen einer Geradengleichung im IR2 

r..:.:.==o-.o:&:.:.=....--=-ro.u.~....::a~~~.~~:.~..~-.. g : x = a + 1\ ug, da 
ng l. ug gilt auch ng l. 1\ ug für beliebigen Wert von /\. 

Da x - a = /\ug folgt auch ngl. (x- a), 

also ngo (x - a) = 0. 
Diese Form der Geradengleichung heißt (vektorielle) 
Normalenform (NF), verwendet man an der Stelle von 
ng den entsprechenden Einheitsvektor ngo• so heißt sie 
(vektorielle) 

Hesse'sche Normalenform (HNF). 

HNF: iV o (x- a) = o 

HNFg 

g 

0 

g : x = (J ) +/\ (- i ) ~ NFg: (i )o [ x - (_~ )] =o 

bzw. HNFg: 1~ (i) o [x - (J )] =o 

obigen, vektoriell geschriebenen Gleichungen lassen 
sich auch umschreiben 

m 0 [( ~~ ) - Ul] = m 0 (~~ ~ ~ ) = 2xl + Xz -1 = 0 

Skalarprodukt 

~ g: 2 x1 + x2 - 1 = 0, diese Form wird Normalenform 
in Koordinatenschreibweise genannt. Aus ihr lassen 
sich sofort die Koordinaten eines (möglichen) Norma
lenvektors zu g entnehmen, es sind dies die Faktoren 
(einschließlich der Vorzeichen) der Variablen x1 und x2, 

. B . . I ~ (2 ) Im eiSpie : ng = 1 . 

Normalenformen einer Ebenengleichung im IR3 

L.!!J~!L<IWIIS.JWiml.81.1~:sllliiiL1!Liw.J E : x = a + 1\ u + Jl v 
nE stehe senkrecht aufii und V, den Richtungsvektoren 
der Ebene E und damit auf jeder (Linear-) Kombination 
1\ u + Jl v (/\, Jl E IR) dieser Vektoren. 

x a
~ 

Da gilt 
x-a =/\u+Jl v 
folgt aus 
nE l. (A U + Jl v) auch 
llE j_ (X- a), also: 
NFE: nEo (x- a) = 0, 
analog zur Normalen
form für Geraden im 
IRz. 

Ebenso wie dort erhält 
man mit llE 0 die 

Hesse'sche Normalenform: HNFE: nEO 0 (x - a) = 0 
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Beispiel: 
E sei gegeben durch: 

E: x = (J ) +A ( - i) +}f~ ) 
nach Seite 185 ermittelt sich für n E: n E = (=? )· 

woraus sich für die Normalenform ergibt: 

und mit 

!n EI = \35: HNFE: \ ~5 (=? )o[x- (J )] =o 

PARAMETERFORM Analog zum Vorgehen bei den Ge
radengleichungen im IR2 gewinnt man auch hier aus 
den Vektorgleichungen die entsprechenden Normalen
formen in Koordinatenschreibweise. Es müssen ledig
lich die Skalarprodukte ausgerechnet werden. 

=} -5 x1 - 3x2 +x3 +10+ 3+1=0 
=} NFE: -5 x1 - 3x2 + x 3 + 14 = 0 

bzw. HNF{ 
- 5x1 - 3x2 +x3 +14 
_----!_ ___ \~3=5 _..:!. __ = 0 

Anmerkung: Üblicherweise erhält der Nenner, d. h. 
der Betrag des Normalenvektors, in der obigen HNF
Darstellung das gegenteilige Vorzeichen des koordina
tenfreien Teils im Zähler (hier "+" bei 14). 

Skalarprodukt 1189 

Ein Vorteil dieser Koordinatenschreibweisen ist der 
leichtere algebraische Umgang, da eine lineare Glei
chung vorliegt. Eine Rückübersetzung aus einer Nor
malenform in eine Parameterform ist nur vordergrün
dig schwierig. Oft hilft folgende Setzung: 

x1 = A und x2 = )1, eingesetzt in NFE 
=} -5A- 3)1 + x3 +14=0 
=} x3 = - 14 + 5 A + 3 )1 

(1) 
(2) 
(3) 

x1 = A 

x2 = )1 

x3 = - 14+5A+3)1 

x1 = 0 + 1 · A + 0 · )1 

x2 = 0 + 0 · A + 1 · )1 

x3 = -14 + 5 · A + 3 · )1 

Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen 

Aufgrund der verschiedenen Darstellungsformen von 
Geraden- und Ebenengleichungen gibt es zu den bis
her gezeigten Möglichkeiten weitere, die gegenseiti
gen Lagebeziehungen bzw. die Schnitte (oder Schnitt
mengen) zu ermitteln. 

GERADE UND EBENE 
Für die Ebene ist die Koordinatenschreibweise günstig 
(vgl. Seite 188): 
E: -5x1 - 3x2 +x3 +14=0 

g: x = ( - ~ ) + a (- ~ ) werde in E eingesetzt: 

-5(3 + 2a)-3 (-1-a)+ (2 + a) + 14 = 0 

=} -6a=-4 =} a= ~ =} s(1
3
3 -r~) 
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EBENE UND EBENE 
E: - 5x1 - 3x2 + x3 + 14 = 0 

F: x = ( - ~ ) +a (~ ) +r ( - 1) 
F wird in E eingesetzt 
-5(3 + a+ 2T) - 3(- 1 + 30 - T) + (2 + 2a+ 3T) + 14 = 0 
=1> -12a - 4T+4 =0 
=1> T = 1 - 3 a eingesetzt in F 

x = ( - ~ ) +aa) +(1-3a) ( - 1 ) =1> x = ( -~ )+a ( ~ ~ ) 
Damit erhält man eine Parametergleichung mit nur 
mehr einem Parameter, also eine Geradengleichung. 
Es ist die (Parameter-)Gleichung der Schnittgeraden 
der Ebene E und F. 

Sind beide Ebenen in Normalenform gegeben, so sollte 
man eine Ebenengleichung vorher in Parameterform 
verwandeln, um dann mit dieser Methode fortfahren 
zu können. Trotzdem sei gezeigt, wie man auch mit 
zwei Normalformen zum Ziel kommt. 

E: -5x1 -3x2 + x3 +14 =0 und 
F: 11x1 + x2 - 7x3 - 18 =0 
x1 sei 'A': (1) - 5 'A ' - 3x2 + x3 + 14 = 0 (aus E) 

(2) 11A'+x2 - 7x3 -18= 0 (ausF) 
(1) +3 (2): (4) 28 'A' - 20x3 -40 =0 

=1> (4) x3 =~ 'A ' - 2 
7(1) + (2): (5) - 24 'A' - 20x2 + 80 = 0 

=1> (5) x 2 = -~ 'A ' + 4 

Skalarprodukt 

Die Parametergleichung für die Schnittgerades braucht 
jetzt nur noch aus x1 = 'A', (4) und (5) zusammenge
baut werden: 

Lotgeraden 

LOTGERADE AUF EINER EBENE D 

Da u1 = anE gilt für a = 1: 

l: x = OP+'AnE 

(liegt llE bereits "gekürzt" 
vor, ist a = 1 die beste Wahl) 
E: -5x 1 - 3x2 + x3 +14 =0 
P(9 l12 l- 3) 

=1> 1: X = ( ~~ ) + 'A ( = ~ ) ; 'AE fR 

Hierbei ist es unwesentlich, ob PE E oder P EI; E. 

I = L (in Seitenansicht) 

Man konstruiert eine Ebene L, die 
P enthält und von g senkrecht ge
schnitten wird. Der Schnittpunkt 
sei F. 

1 ergibt sich dann aus P und der 
Richtung PP. 
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=> L: - x1 + x2 - 2 x3 + x0 = 0 
da PE L: -3 + 0 - 8 + x0 = 0 => x0 = 11 

=> L: - x1 + x2 - 2 x3 + 11 = 0 
L heißt Lotebene zugdurch P 
g in L : J1 + 1 + J1 - 6 + 4 J1 + 11 = 0 => J1 = - 1 

=> F(1 IOI5) => PF= ( - ~ ) => 1: x = (~ ) +h ( -~ ) 

Winkel zwischen Gerade und Ebene 

Unter dem Winkel cp zwischen einer Geraden g und ei
ner Ebene E versteht man den kleinsten Winkel, der 
zwischen einer Geraden der Ebene E und g auftauchen 
kann. Es ist dies der Winkel zwischen g und derjenigen 
Geraden g', die denSchnittpunktSmit dem Fußpunkt 
F des Lotes auf E durch einen beliebigen Punkt von g 
verbindet. 

Beispiel: 
E: -5 x1 - 3x2 +x3 +14=0 

g : x = ( -n + a ( -n (vgl. Seite 189) 

s eraibt sich zu s(13 -~ §_ ) 
b 3 3 3 
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a sei gewählt mit a = ~3 => P( 16 - ~5 1 11) 

=> (PE!; u0 = nE): 1: x = (-~) + h(=?) 
1 in E: Punkt F 
- 5{16- Sh) - 3(- .lf - 3h) + Ui + h) + 14 = 0 

=> 35h-80+ ~ + 1f +14=0 => 35h=35 => h= 1 

Somit ist der Schnittpunkt F des Lotes 1 auf die Ebene E 

durch den Punkt P mit F ( 11 - 2
2
1

1
1-i) gegeben. 

F heißt auch Lotfußpunkt. 

Damit lässt sich SF errechnen: 

I 11 - lf I ( 66 _ 26 40 
SF = -'f + ~ = ~ - 63 +1o ) = ~ (-s3 ) 

lf - ~ 57-16 41 

Nach den Regeln des Skalarprodukts folgt: 

coscp=Sfoo urr = 80+53+41 
b \ 402 +(-53j2+41 2 · \ 6 

"' 0,910 => qJ "'24,46° 
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Ein schnellerer Weg, der die unter Umständen schwie
rige Ermittlung des Lotfußpunktes F umgeht, verwen
det den Normalenvektor der Ebene. 

Für den Winkel 90°- <p gilt (nach Skalarprodukt): 
cos(90°- <p) = u; 0 n~. damit: 

1 ( 2) 1 (-5) -6 cos (90o- <p) = \16 -~ o/35 -I = \6 -1'35 

Für 90°- <p würde sich daraus 114,46° ergeben. Da 
dieser Winkel über 90° liegt, ist die Ergänzung auf 
180° das richtige Resultat, also 65,54° für 90°- <p , damit 
<jl"' 24,46°. 
Noch etwas schneller ist man, wenn man die Bezie
hung cos (90°- <p) = sin <p verwendet, also ansetzt: 
sin <jl = llg 0 

0 nE 0 bzw. um sofort den Schnittwinkel (klei
ner 90°) zu erhalten: sin <ll = 1 u; o n~ I 

Abstandsbestimmungen 

Bei Bestimmungen von Abständen zwischen einem 
Punkt und einer Geraden oder zwischen einem Punkt 
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und einer Ebene oder zwischen Geraden und Ebenen 
werden häufig Lotgeraden und Lotebenen verwendet. 
Meist dienen sie dazu. Koordinaten bestimmter Punk
te zu ermitteln, womit man dann über die bekann
te Abstandsformel die wahren Abstände errechnet. 
Oft ist dieser Weg jedoch sehr rechenaufwändig. Die 
Hesse 'sche Normalenform bietet für den Abstand d ei
nes Punktes P von einer Geraden g (im IR2) bzw. von 
einer Ebene E (im IR3) folgende Formel: 

g : n~o (x - a) = 0 (im IR2) 
Mit 

E: n~ o (x- a) = 0 (im IR3) 

d(P; g) = n~o (p- a) 

oder in Koordinatenform: 

erhält man (PO = p): 

d(P; E) = n~ o (p- a) 

bzw. 

Ergibt sich d > 0, so liegen P und der Ursprung des Ko
ordinatensystems in verschiedenen Halbebenen bezüg
lich g bzw. in verschiedenen Halbräumen bezüglich E. 
Für d < 0 liegen P und 0 in der gleichen Halbebene bzw. 
im gleichen Halbraum. 



1961 Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

NES PUNKTES VON EI 

H Fg: 1~ ( ~ Jo[x - (_ ~ )] = o 
Welchen Abstand hat P (3 11) von g? 

d(P; g) = 1~ ( f )o[(i) - (J )] 

= _l_ (2)o( 1) = ~ = 6 1 5 ,.268 15 1 4 15 5 ' 

P ist rund 2,68 Längeneinheiten von g entfernt und 
liegt nicht auf der gleichen Seite bezüglich g wie 0. 

ABSTAND EINES P 

HNFE: 1 ~5 (=?) 0 [:x -U)] = 0 

Welchen Abstand hat P (9 112 1- 3) von E? (vgl. Seite 192) 

d (P;E) = 1 (=~)o( 1;=~ ) = l (= ~)o( ti) 135 1 - 3+1 135 1 - 2 

=- 70 = - 2 \ 35 "' - 11 ,83 
I 35 

P ist rund 11,83 Längeneinheiten von E entfernt und 
liegt bezüglichE im gleichen Halbraum wie 0. 

ABSTAND ZWEIER P LELER GERADEN Man nimmt ei-
nen Punkt P der einen Geraden und bestimmt dessen 
Abstand zur anderen Geraden nach oben. 

h 

g 
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Hier ist der Punkt F aufh zu 
ermitteln, der als Schnitt 
einer Lotebene L zu g (und 
h) durch PE g auftritt (vgl. 
Seite 191). 
Anschließend bestimmt 
man IPF I = d (g; h ). 

g : x = (- D +a (- n P(1 IOI1) 

L-Berechnung: 2x1 - x2 + x3 + n0 = 0 
da PE L: 2 - 0 + 1 + n0 = 0 =} n0 = - 3 

=} L : 2 x1 - x2 + x3 - 3 = 0 

h inL: 2(6 +2 T)- (1 - T) + (4 +T)- 3 = 0 
=} 6T+12 =0 =} T=- 2 
=} F(2 i3 i2) 
=} I J5F 12 = 12 + 32 + 12 

=} IPF I = d(g;h) = IU "'3,32L.E. 

R WINDSCHIEFER GE 

Will man nur den Abstand 
d zweier zueinander wind
schiefer Geraden wissen, 
dann konstruiert man zu
nächst eine Ebene E, in der 
eine Gerade (z. B. g) ganz 
liegt und deren zweite 
Richtung durch die zweite 
Gerade (hier h) vorgegeben 
wird. 
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E: E (g; uh). Jeder Punkt von h hat dann von E den Ab
stand d, den auch die einander nächstgelegenen Punk
te GEg und HEh haben. 

Umwandlung in Normalenform: 

(1) nl - n2+2n3=0 ) (1) - (2):(3) - 4n2+5n3=0 
(2) n 1 +3n2- 3n3 = 0 

für n3 = 4 ergibt sich aus (3) n2 = 5 
eingesetzt in (1) folgt: n1 = - 3 

~ TIE = (-!) ~ HNFE 1 ;O (-!) +(-(J)] = 0 

~ mit PEh 

d (P; E) = 1;0 r-i) 0 [U)-Ull = 1;0 (-!) 0 (=ll 
= 1 (- 10)=-1'2 

I 50 

Der Abstand der beiden zueinander windschiefen Ge
raden g und h beträgt rund 1.41 Längeneinheiten. 

Skalarprodukt 

Ein etwas umständlicher 
Weg der Abstandsermitt
lung bei windschiefen Ge
raden erfolgt über eine 
geschlossene Vektorkette. 
Man hat aber dabei den 
Vorteil. die Koordinaten 
der beiden Fuß punkte (G 
und H) des gemeinsamen 
Lotes zu erhalten, also ge

h 

nau diese Punkte, die die kürzeste Entfernung zwi
schen den Geraden (g und h) haben. A und B seien die 
Stützpunkte von g und h; ngh stehe senkrecht auf ua 
und senkrecht auf uh (vgl. Seite 198). Es lässt sich fot 
gender geschlossener Vektorzug aufbauen: 

üA + A:G + GH + HE + Bc5 = o bzw. 

a + Ac ug + a ngh + J1Huh - b = 0 
in Koordinaten: 

woraus sich 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten ergeben: 

(1) Ac - 3 a + JlH + 1 = 0 ) (1) + (2): (4) 
(2) -Ac +5a+3J1H+1= 0 } 2a+4J1H+2 = 0 
(3) 2 Ac + 4 a- 3 JlH + 2 = o 2 (2) + (3): (5) 

14 a + 3 JlH + 4 = 0 

3 (4)- 4 (5): - s o a - 10 = 0 ~ a= -~ 

2 - 6 ~ JlH = - 5 ; Ac - -5 
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~ ____, ~ (4 21 17) OG = OA + AG Ug ==> G 5 5 -5 

~ ____, ~ (7 16 21 ) OH = OB - JlH uh ==> H 5 5 - 5 

~ 1( 3) ~ 1 ~ -
GH= 5 :::~ ==> JGH J = 5 1 50 = 12 

In einem beliebigen Punkt 
S der einen Ebene (z. B. E) 
wird die Lotgerade l er
richtet. 
l schneidet die zweite Ebe
ne (hier F) im Punkt T. ST 
ist der gesuchte Abstand. 

Alternative: Aus der Hesse'schen Normalenform lassen 
sich die jeweiligen Abstände des Koordinatenursprungs 
von den beiden Ebenen entnehmen. 

Unter Beachtung der Lage des Nullpunktes in den Halb
räumen wird dann der Abstand ermittelt. 
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Winkel zwischen zwei Ebenen 

Der Winkel <p zwischen zwei 
Ebenen ist kongruent zum 
Winkel zwischen den zu den 
Ebenen gehörenden Normal
vektoren. 
cos <p (E; Fl = cos <p (nE; nFl 

= l ll ~ o il ~l 
E (E- und F-Daten vgl. Seite 190). 

Es sind die beim Schnittwinkel von Geraden erklärten 
Regeln zu beachten (z. B. Ergänzungswinkel), außer
dem gilt natürlich: 
E l. F falls nE 0 UF = 0 bzw. n~ 0 u ~ = 0. 

Winkelhalbierende Geraden und Ebenen 

Die Richtungsvektoren der 
Winkelhalbierenden Gera
den ergeben sich aus der 
Summe bzw. Differenz der 
Einheitsvektoren in Rich
tung von g und h. 

w, 
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w1 steht senkrecht aufw2 , 

(-o -o) {-o -o) -o -o - o -o 1 1 0 da u + u o u - u = u o u - u o u = - = g h g h gg h h 

Die Gleichungen Win
kelhalbierender Ebe
nen erhält man durch 
Addition bzw. Sub
traktion der HNF der 
Ausgangsebenen. 

Aus HNFE: 1 ~5 ( - ~ )o[x - (J )] =o und 

HNFr: 1 ( 1 ~ ) o [x-(-i )] = o folgt \171 -7 2 
w112: 1 ~ 5 ( - ~ )o[x - (j )] ± 1 1~1 C ~ )o[x - ( - ~ )] =o 
bzw. einfacher über die Koordinatenform: 

-5x1 -3x2 +x3 +14 + -11 x1+X2 -7X3 -18=0 
w 112: -\35 - 1171 
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Projektionen und Spiegelungen 

Projektionen von Punkten und Vektoren 

• Projektion eines Punktes 
auf eine Gerade ~ S. 204 

• Projektion eines Punktes 
auf eine Ebene -~ S. 205 

• Projektion einer Punktfigur 
auf eine Ebene ~ S. 205 

• Projektion eines Vektors 
auf einen Vektor ~ S. 206 

• Senkrechte Projektion auf eine Ebene ~ S. 206 

• Senkrechte Projektion auf einen Vektor ~ S. 207 

Spiegelungen 

• Spiegelung eines Punktes -~ S. 207 

• Spiegelung einer Geraden an einer 
Ebene ~ S. 209 

• Spiegelung einer Geraden an einem 
Punkt ~ S. 210 

• Spiegelung einer Ebene an einem Punkt 
~ S.210 

• Ermittlung des Spiegelzentrums ~ S. 210 

• Spiegelung einer Ebene an einer Ebene ~ S. 211 
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Projektionen von Punkten und Vektoren 

P' ex1st1ert nur dann, 
wenn bei P $ g die Vek
toren AP; ug und v linear 
abhängig sind und ug 
und v nicht kollinear 
sind. P' ergibt sich als 
Schnittpunkt der Gera
den p durch P und der 
Richtung v mit der Gera-
den g. 

g : x=U)+Am P(2 f1 f0); v=U) 

(1) -).1=-1 +2 ?\ ) ) h-O 
(2) J.l = 1 + 2 ?\ f J.l = 1 

h=O 
(3) -J.l = -1 + h 

=> P' (1 f2 f-1) , zufälligerweise gilt A = P'. 

Anmerkung: 
Im IR2 genügt bei P $ g die Forderung ug * av. 

Projektionen und Spiegelungen 

TION EINES PUNKTES AUF EINE EBENE 
(Projektionsrichtung: v) 

p 

P' 

p 

Damit bei P $ E ein P' existiert, ist die lineare Unab
hängigkeit der Vektoren uE, vE und v vorauszusetzen, 
also det {uE, vE, v} * o. 

P' ergibt sich als Schnittpunkt der Ebene E mit der Ge
raden p, die durch P und v festgelegt ist. Es handelt 
sich hier also im Kern um eine Schnittpunktbestim
mung bei Gerade und Ebene. 

KTFIGUR AUF EINE EBENE Das 
Bild der Punktfigur muss meist Punkt für Punkt er
mittelt werden. Je nach gegenseitiger Ausrichtung von 
Ebene E und der zu projezierenden Figur erscheint die 
Bildfigur mehr oder weniger verzerrt. 
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Im allgemeinen Fall ver
fahrt man mit der SpitzeS 
des Vektors b wie mit dem 
Punkt P oben. Um S' zu 
erhalten, schneidet man 
also die Projektionsgera-
de p durch s (Richtung v) 
mit der Geraden durch F 
(Richtung a). 

5' 
p 

FS' heißt Projektion des Vektors b aufa mit der Projek
tionsrichtung V. Für FS' gilt auch: s. = FS' = a a (a ER) 

F' und S' sind die ent
sprechenden Schnitt
punkte der Lotgera
den auf E durch F 
bzw. S, deshalb gilt : 

FF' II ss· II nE 
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b wird senkrecht auf ä 
projiziert, das Bild von 

b ist der Vektor FS', für 

den zunächst gilt: 

F5· = aa = ba 

Da das Dreieck FS'S bei S' rechtwinklig ist, gilt 

für <p= <J: S'FS: cos = l cr! l = l ~ l 
<p lb I Jb l 

=} I '6. I = I b I cos <p bzw. '6. = ao ·I b I· cos <p 

oder kurz : ba = (1) 0 a0 )ao 

Spiegelungen 

SPIEGELUNG EINES PUNKTES 
l: Lot(gerade) durch P aufE 
l schneidet E in F (senkrecht). Die Koordinatenermitt
lung des Spiegelpunktes P' von P erfolgt am einfachs
ten durch die Vektorgleichung: 

üP· = üP + 2 . 'PF 
Ist der Abstand d des Punktes P von E bekannt, oder 
wird er ermittelt, so erhält man P' auch durch 
OP' = OP - 2dn~ . wobei d = d(P; E) orientiert, also mit 
Vorzeichen einzusetzen ist. 
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Beispiele: 
E : 2x1 -2 x2 +x3 -12=0 

P sei P(1 1 0 11), damit 

d(P;E) 2+13-12 =-3; n ~ = ~ ( -~ ) 

nach obiger Formel: OP' = m-(-6) · ~ ( - ~ ) 
=> P'(S I-4 13) 

P' 

g 

Da im IR 3 zu einer Ge
raden keine eindeuti
ge Lotgerade existiert, 
weicht man auf eine 
Lotebene L zu g aus. 
Der Schnittpunkt von 
g und L sei F. Die Lot

Für den IR2 ist das Problem 
einfach zu erfassen: man 
stellt die Lotgerade I zu g 
durch P auf, gewinnt den 
Schnittpunkt F von l und g. 
Damit: OP' = OP + 2 · PF 

ebene enthalte den Punkt P. Für P' gilt dann die gleiche 

Formel wie oben: OP' = OP + 2 · PF 
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Beispiel: 

P(1 11 12l: g: x = (J ) +~t ( ~ ) 
da nL=ug => L: 2x1 +2x2 +x3 +no=O 

da P E L: 2 + 2 + 2 + n0 = 0 => n 0 = - 6 
=> L: 2 x1 + 2 x2 + x3 - 6 = 0 

g in L: 2 (1 + 2A) + 2 (2 + 2 !t) + (-1 + !t)- 6 = 0 

=> 9/t-1=0 => ~t=i => F ( 191 1 290 1 -~ ) 
2 

=} OP'= (i ) +2 ~ =} P' (1i ,391 _394 ) 
2 - 26 

9 

SPIEGELUNG EINER GERADEN AN EINER EBENE 

Q 

g 

g' 

Das Problem lässt sich 
vereinfacht darstellen, 
wenn man die Ebene E 
gerrau von der Kante, 
d. h. wie eine Gerade, 
sieht. g' erhält man 
aus P' und Q', den 
Spiegelpunkten von 
PEg und QEg, die 
prinzipiell beliebig ge
wählt werden können. 

Im Sonderfall der Kenntnis des Schnittpunktes S von 
g und E reicht die Spiegelung eines Punktes PE g für 
die Gewinnungvon g' aus, daS= S'. Falls gilt g ii E reicht 
ebenfalls die Spiegelung eines einzigen Punktes PE g, 
denn zur Aufstellung von g' kann u" = u". verwendet 
werden, da die Geradenrichtung in diese~1 Fall erhal
ten bleibt. 
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SPIEGELUNG EINER GERADEN AN EINEM PUNKT 
S $ g sei vorausgesetzt. 

g Da ug = ug', reicht 
die Spiegelung eines 
Punktes PE g. 

g' 

Für diese Spiegelung 
setzt man: 
üP· = 5P + 2rs. um 
dann für g' zu erhal-
ten: 

I GELUNG EINER EBENE AN EINEM PUNKT 

S $ E sei vorausgesetzt. 
Auch hier gilt die Paralle
lität von E und E'. Deshalb 
reicht die Ermittlung von 
P', also eines Bildpunktes, 
aus. Die Richtungsvekto
ren können von E über
nommen werden. 

E: X = OP + AUE + Jl VE 

=:} E': X = OP' +AUE+ Jl VE 

ER ITTLUNG DES SPIEGELZENTRUMS In den besproche
nen Fällen kann das Spiegelzentrum S immer dann 
eindeutig bestimmt werden, wenn von einem festge
legten Punktepaar (P; P') ausgegangen werden darf. 
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Dann folgt aus : OP' = OP + 2 PS und 

üP· = 5P + 2 (os- OP): 
os = i (OP + OP') 

Ist eine feste Zuordnung P und P' nicht getroffen, wer
den also g bzw. E nur als Punktmengen gespiegelt, so 
kann jeder Punkt der Mittelgeraden von (g; g') bzw. 
der Mittelebene von (E; E') als S dienen. Umgekehrt 
können hier dann zwei beliebige Punkte PE g (E) und 
P' E g' (E') zur Ermittlung von S dienen. 

~~~~~~~~~~~~~~~~~ Auch hier 
werden die Ebenen wieder in Ebenen gespiegelt. Die 
Darstellungen erfolgen in strenger Seitenansicht. 

E 5 E' 

b) E und S schneiden 
sich. E' kann z.B. auch 
mit Hilfe der Schnitt
geraden von E und S 
ermittelt werden, die 
auch ganz in E' liegt. 

E' 

a) Es gelte E II S. 
Für die Bestimmung von 
E' genügt eine Spiegelung 
von PE E an S (s. S. 207), da 
ja auch gilt llE = llE' · 

Dann bestimmt man über einen zu spiegelnden Punkt 
die zweite Richtung von E'. Ein anderer Weg führt über 
die Winkelhalbierenden Ebenen zum Ziel. S wird mit 
einer der Ebenen W1 oder W2 gleichgesetzt. 
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Analytische Geometrie und Lineare Algebra 

Flächen- und Volumenberechnung 

Geradlinig begrenzte Figuren und Körper 

• Dreiecksfläche -+- S. 213 

• Rechtecksfläche -+- S. 213 

• Fläche eines Parallelogramms -+- S. 213 

• Trapezfläche -+- S. 214 

• Quadervolumen -+- S. 214 

• Prisma -+- S. 214 

• Pyramidenvolumen -+- S. 214 

Kreis- und Kugelgleichungen 

• Gleichungen von Kreis und Kugel -+- S. 215 

• Gleichungen von Kreistangente 
und Kugeltangentialebene -+- S. 215 

Definition des Vektorprodukts -+- S. 217 

Anwendung des Vektorprodukts 

• Bestimmung des Normalenvektors -+- S. 218 

• Bestimmung des Flächeninhalts -+- S. 218 

• Bestimmung von Volumina _"_ S. 219 

Flächen- und Volumenberechnung 

Geradlinig begrenzte Figuren und Körper 

In der Analytischen Geometrie verwendet man meist 
die Formeln der gewöhnlichen Geometrie zur Berech
nung von Flächen- und Rauminhalten, wobei Strecken
längen und Winkelgrößen vorzugsweise analytisch 
ermittelt werden. 

Dreiecksfläche 

elementargeometrisch: 

A6 = i · g · h 

analytisch geometrisch: 
1 ~ 

A6 = 2 ·I AB I· I d (C; g(AB))I 

Rechtecksfläche 

elementargeometrisch: 

A g B 

D c 

A0 = a · b h ~b analytisch geometrisch: 

A0 = IABI·IBC I 
A 

Fläche eines Parallelogramms 

elementargeometrisch : D 

A0 = a·h A I analytisch geometrisch: 

A0 = IABI·Id(D;g(AB))I A a B 

Wobei wegen der Eigenschaften des Parallelogramms auch 
andere Ansätze zum richtigen Ergebnis führen: 

A0 = IABI·Id(C;g(AB))I oder 

A0 = IBC I· ld(A; g(BC)) I 

B 

c 
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Trapezfläche 

Quadervolumen 

elementargeometrisch: 
VQuader = a. b. c 

analytisch geometrisch: 

VQuader= IABI · IBCI ·IAEI 

Prisma 

elementargeometrisch: 

VPrisma = G • h 

analytisch geometrisch: 
Sind Grund· und Deckfläche zu· 
einander parallel, taucht h als Ab· 
stand zweier Parallelebenen auf. 

Pyramidenvolumen 

elementargeometrisch: 
1 

V Pyramide = 3G · h 

mit G als Flächeninhalt 
des Vielecks ABCD 
und h als Pyramidenhöhe; 
analytisch geometrisch: 
Hier lässt sich insbesondere 
h bestimmen durch d (5; EAacl· 

H G 

,~' 
A a B 

s 

D 

A ---

Flächen- und Volumenberechnung 

Kreis- und Kugelgleichungen 

.... -.:.:====:.:.:...=..'"'-'="""'""""o..:..==.=...~ Die Punkte einer 
Kreislinie bzw. die Punkte einer Kugeloberfläche sind 
gekennzeichnet durch die gemeinsame Eigenschaft, 
von einem Punkt M (Mittelpunkt) den gleichen Ab

stand r (Radius) zu besit
zen. Aus 
MX = r und MX = X - m 
folgt mit (x - mf = r 2, 
im IR2 die vektorielle Form 
der Kreisgleichung und 
im IR3 die vektorielle Form 
der Kugelgleichung. Aus 
ihr gewinnt man die fol-
gende Koordinatenform: 

TIALEBENE Die obigen Gleichungen erfahren nur 
eine leichte Änderung beim Übergang zu Gleichungen 
für die Tangente an einen Kreispunkt P bzw. für die 
Tangentenebene an einen Kugelpunkt P: 
T: (p-m) o(x-m)=r2, mit pek oder 
T: (PJ - m1)(x1- ml) + (P2- m2)(X2- m2) 

[+ (p3- m3) (x3- m3)] = r2 

Beispiel: Eine Kugel mit Radius r = 111T, deren Mittel· 
punkt auf der x3·Achse liegt, habe die Ebene F als Tan
gentialebene. Der Berührpunkt P und der Mittelpunkt 
M sind zu bestimmen. 
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M(O !Oim3); P(p1 IPziP3) 
F: x1 - x2 + 3x3 - 2 = 0; 

Da MP =hilF, folgt: ( E~ ) = h(J ) 
p3 - m 3 3 

=} PI =l\11pz =-l\11p3-m3=3h 

eingesetzt in F: ;>.. + ;>.. + 9 ;>.. + 3m3 - 2 = 0 

11 2 
=} m3= - :rh+ 3 

Die Tangentialebene T für M (0 I 0 I m3) und P (P li Pz l P3) 
lautet allgemein: 

T: P1X1 + P2X2 + (p3- m 3)X3- (p3- m 3)m3 = r2 

Mit r = \l"ff und den obigen Ergänzungen der Pi: 

AXl- AX2 + 3AX3- 3h(-VA +~ ) = 11 

x1 - x2 + 3 x3 + 11 ;>..- 2 -lf = 0 

Durch Vergleich mit F erhält man: 

11 11h--x-- 2 =-2 
=} 11A2 - 11 = 0 

=} l\1 = 1; l\2 = -1 

=} ersteLösung: P(1 I- 1 IO) und M(O IOI- 3). 

~ ( 1) ~ ~ Probe: MP = - ~ =} I MP I = \ 11 = r 

=} zweiteLösung: P(- 1 11 1i ) und M(OIOI
1
3
3

) 

~ (-1) ~ (";;""""7 Probe: MP= -~ =} IMP I = \ 11 =r 
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Definition des Vektorprodukts 

In der Menge der Vektoren ist noch eine weitere innere 
Multiplikation erklärt, d. h. eine Multiplikation zwei
er Vektoren, deren Produkt wieder ein Vektor ist, das 
Vektorprodukt. 

(
a1

) ~ (bt) Mit a = ~~ und b = ~~ gilt für 

=} (Sprechweise: "a kreuz b") 

Der Vektor v steht senkrecht aufa und senkrecht aufb, 
d. h. senkrecht auf der von a und b aufgespannten Ebene. 
(Wären a und b zueinander kollinear, so ergäbe sich 
für v der Nullvektor) . 

Zu beachten ist: 

a x S =-(b x a) 
Für den Betrag von v gilt: 

I V I = I a X b I = I a 1·1 b I· sin cp 
(0 ;;; cp ;;; rr) 

Anwendung des Vektorprodukts 

V 

Das Vektorprodukt wird besonders zur Ermittlung des 
Normalenvektors und zur Bestimmung von Flächen 
und Rauminhalten verwendet. 
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Zur Ebene E gehören die Richtungsvektoren 

UE = Hl und VE = nJ. 
Hieraus entsteht durch das Vektorprodukt der Norma
lenvektor von E: 

(-5) ( 1) ~ ~ Probe: =i o -I =-5+6-1=0 => nE..L uE 

und (=Jl o nl =5- 3- 2 = 0 => nE ..L vE 

ä und b spannen ein Parallelo
gramm auf, dessen Flächenin
halt A durch A = I ä 1·1 b I· sin qJ, 

also durch A = I ä x b I gegeben 
ist. Mit den obigen Vektoren er
hält man 

Auch für die Ermittlung des Flächeninhalts eines Drei
ecks kann das Vektorprodukt herangezogen werden: 

1 11.... ~ I Ac.oAB = 2 Ac.oAPB = 2 a x b 
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Volumen eines Parallelflachs 

v = 1 a o (t x c) 1 • 

wofür sich auch kürzer 

Pyramidenvolumen 
Aus V= Ia 0 (b X c) I' ergibt sich 
für eine dreiseitige Pyramide 
die Formel: 

v = i ·I a o (iJ x c) 1. 

während man für die vierseiti
ge Pyramide (Grundfläche: Pa
rallelogramm) die Formel: 

V= l l ä 0 (b X c) I gewinnt. 

Beispiel: Pyramidenvolumen 
Eine reguläre Pyramide sei festgelegt durch die Punkte 
A(2 IOIO), B(5 IOI1), C(6 IOI2), D(3 IOI3) und die Spitze 
S(4 1711). 
Die Pyramide ABCDS hat nach obiger Formel das Vo
lumen: 

VABCDS = t lAB o (AD x AS) I = t ( _~ ) o [(g) x ( ~ )] 
= t (J) o ( - 2 ~ ) = t l-63- 71 = 73° Raumeinheiten 
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Der Abi-Lernstoff -
kompakt und übersichtlich 

- Mit dem Quick-Finder-System Wissen schnell finden 

- Optimale Vorbereitung in der Oberstufe 

- Kompakter und übersichtlicher Abi-Lernstoff 
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