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Die wichtigsten mathematischen Formeln fiir das Mathe Abitur Gerhard Palm
Teil 1
Vektoraddition Ebenengleichungen
o a1 * b1 - = - = .
3+b=lat+h, E:X=a+Au+pv;mit A, hER
aS * b3

Hesse‘sche Normalenform: HNF.: H.°c (X - @) =0

Vektorsubtraktion Skalarprodukt

(1) 3eb:= 3] - |b| - cos @ oder

Vektorprodukt M a 1

5 = 8 b, 3 -b, a,~b, E
8- b=(q) - b= |3 +| by = (2D, a) (b,
3 3 5 = S
3 3 3~ Dy (2 3cob: = :2 o Ez =ab, +ab,+ab, 3
3

a, b,
Mit @ =3,/ und b =b,| gilt fiir
8 b,
_ay (b | ab,-ab,
V=axbs= az]x b,|=|-(ab,~a,b)
& b, | ab,-ab,

g:0X=0A+AAB bzw. X=3+A(b-3), AeR
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AUF EINEN BLICK :

Die wichtigsten mathematischen Formeln fiir das Mathe Abitur

5.
N

Gllaarmeirie linalre Funldion Losungsformel: quadratische Gleichungen

X—y=mx+t
| _ “b*\b*-4ac
| sz 2a

Sonderfall direkte Proportionalitat

allgemeine ganzrationale Funktion (Polynom-

R s funktion) n-ten Grades

ey =@ xbsa, M rgxEa,
Betragsfunktion

N allgemeine (gebrochen-) rationale Funktion
x flirx=0

XHy=>X3={—forx<0

n n-1
ax'+a X"+, +axta

Signumsfunktion XY =p xva,_x 7+ . %bxtb, F =

+1flirx>0 . : :
X—y=Ix|= [ 0fiirx=0 Ableitung einer Funktion f
-1firx<0
: : : ') = fim FEEM =@
allgemeine quadratische Funktion . f'(x) = L=
Normalform faktorisierte Form
x—y=ax*+bx+c x—y=ax-x)x-x)
Scheitelform
=5 x—y=a(x-sP+t
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Analysis - Funktionen

Funktionen - Grundlagen

QUICK-FINDER

Funktionsbegriff
o Definitions- und Wertemenge > S.7

e Funktionsterm und Funktions-
gleichung > S.7

Gleichheit von Funktionen

e Gleichheit, Einschrankung
und Fortsetzung > S.8

Beschranktheit von Funktionen
e Beschrinktheit > S.8

e Supremum und Infimum > S.8

Verkniipfung von Funktionen

e Summe, Differenz, Produkt, Quotient
und Verkettung > S.9

Funktionen - Grundlagen

Funktionsbegriff

DEFINITIC UND Eine Funktion ist
eine eindeutige Zuordnung: Jedem Element der Defini-
tionsmenge D wird genau ein Element der Bildmenge
B zugeordnet. Funktionen werden meist mit f, g oder h
bezeichnet, daneben gibt es fiir spezielle Funktionen
besondere Abkiirzungen, z.B. sin fiir die Sinusfunk-
tion. Ordnet eine Funktion f dem Argument x,€D
das Bild y, = f(x,) zu, so bezeichnet man dieses auch
als Funktionswert von f an der Stelle x,. Die Menge
{f(x0)|xo €D} heift Wertemenge W der Funktion f;
als Menge aller tatsdchlich vorkommenden Funktions-
werte ist W eine Teilmenge von B: W ¢ B.

Beispiel 1: Definitions- und Wertemenge und Graph
einer Funktion

fi[-4io[ =R x—~y=Vx+4
[=4; =[ ist hier die maximale Definitionsmenge; die Werte-
menge von fist Ry

Wertetabelle: X

Graph:

Funktion heiflt eine reelle Funktion, wenn ihre De-
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finitions- und ihre Bildmenge Teilmengen der Menge
der reellen Zahlen sind: Dc R, Bc R.

Die ausfithrliche Schreibweise fiir eine Funktion ist
die folgende: f: D—B, x—y =f(x); dabei heift f(x) der
Funktionsterm der Funktion fund y = f(x) heif3t ihre
Funktionsgleichung. Der Graph Gy einer Funktion f
ist in der Koordinaten-Ebene die Menge aller Punkte
P(x|y) mit x€D und y=f(x).

Gleichheit von Funktionen

Zwei
Funktionen fund g heien gleich, wenn gilt:
D¢=D, und f(x)=g(x) fir alle xeD¢
Eine Funktlon g heiRt Einschriankung einer Funktion f,
wenn g(x)=f(x) fiiralle xeD; giltund wenn D, c D
f heiRt dann umgekehrt eine Fortsetzung von g.

Beschrinktheit von Funktionen

JBESCHRANKTHEIT] Eine Funktion f heiRt nach oben

beschrinkt bzw. nach unten beschridnkt, wenn es
eine reelle Zahl S bzw. s gibt, sodass fiir alle x&€ Dy gilt:
f(x) =S bzw. f(x)zs.

S \ M| S bzw. s heit dann obere
Schranke bzw untere Schranke von f. Als Supre-
mum bzw. Infimum von f bezeichnet man die kleinste
obere bzw. die groRte untere Schranke von f. f heif’t
beschrinkt schlechthin, wenn es eine positive reelle
Zahl o gibt, sodass fiir alle x€Dy gilt: [f(x)[ =0

Funktionen - Grundlagen 9

Die Funktion f'aus Beispiel 1 ist nach unten beschrinkt,
ibr Infimum ist 0. Dagegen ist sie nach oben unbe-
schrdankt und somit nicht beschrinkt schlechthin.

Ein Beispiel fiir eine beschriankte Funktion wire etwa:

h:x—y=1+2.cosx mitoy,,=3

Verkniipfungen von Funktionen

Smd i und g Zwel auf Df bzw. auf D deﬁmerte Funk-
tionen und ist D:=D¢n D, nicht leer so lassen sich die
folgenden Verknupfun(ren bilden:

Summe f+g: x~y=f(x)+g(x); xeD
Differenz f-g: x—y=f(x)-g(x); x€D
Produkt f.g: x~y=f(x)-g(x); x€D

Quotient £: x—y= g(%;

&

xeD\{x|g(x)= 0}

Sind f und g zwei Funktionen mit W< D,, dann heift
gof: x~y=g(f(x)); xeD; “
die Verkettung von f mit g.

Mit f: R— R, x—y=3x?-2; W;=[-2; »[
und g: R—= R, x—y=sinx; W, =[-1; +1]
ist gof: R—R, x—y=sin(3x2 - 2);

aber: fog: R=R, x—y=3"sin?x - 2;

weiter ist f-g: R—=R, x—y=(3x2-2)-sinx

sowie é: R\|{k-m|kezZ} —R, x—.y=3"2‘

sinx




10 Analysis - Funktionen Lineare Funktionen 1

Analysis - Funktionen Geradengleichung

Lineare Funktionen F1R—R, x—y=mx+t(m,t=R)

ist die allgemeine lineare Funktion. Ihr Graph ist
eine Gerade mit der Steigung m; fiir m > 0 steigt die
Gerade, fiir m < 0 fillt sie, fiir m =0 ist sie parallel
zur x-Achse. Der Graph schneidet die y-Achse im Punkt
Geradengleichung (0]t); daher spricht man vom y-Achsen-Abschnitt t.

QUICK-FINDER

e Steigung als Differenzenquotient —>- S.11

Beispiel 1: Graph einer linearen Funktion mit Stei-

e Ursprungsgeraden bei direkter gungsdreiecken
Proportionalidt > S.13 ;
fiR—R, x—y=7x+2

Schnittpunkte und Schnittwinkel der Graphen

linearer Funktionen y, = f(x)

e Parallele und nichtparallele Geraden > S.12
e Berechnung des Schnittwinkels > S.13

Abschnittsweise lineare Funktionen

e Betragsfunktion und Signumsfunktion -> S.14

In jedem der rechtwinkligen Steigungsdreiecke tritt
der Neigungswinkel o gegentiber der Horzontalen auf,
und wegen der Ahnlichkeit dieser Dreiecke gilt:

= _AY Yoy _ fxy) - f(xy)
MmN Q= Ey = h~ %%

Dieser Quotient heift auch Differenzenquotient.
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Fiir t =0 ergeben sich als Sonderfall Funktionen der
Form f: x —y=mx: Die Graphen sind Ursprungsge-
raden.

Dann sind x und y direkt proportional zueinander
(x~y), und m heiRt auch Proportionalitdtsfaktor. Es
liegt nun Quotientengleichheit vor:

S
% =X, =..=ms=const.

Beispiel 2: Bestimmung des Funktionsterms einer

linearen Funktion

Der Graph einer linearen Funktion g geht durch P(-2|8) und
Q(6]4); die Werte von m und t sind zu bestimmen.

g(6)=—%-6+t=4 = t=7

g(X)=-%x+7; m=tanoc=—% = o=-266°

Schnittpunkte und Schnittwinkel der Graphen linearer
Funktionen

PARALLE JND NICHTPARALLELE Die Gra-

phen zweier linearer Funktionen

¢ sind parallel zueinander, wenn sie in der Steigung m
iibereinstimmen

¢ schneiden sich in einem Punkt, wenn sie in m nicht
libereinstimmen:

Lineare Funktionen

Beispiel 3: Schnittpunkt der Graphen zweier linearer

Funktionen

f:x—y= 4x+2 (vgl. Beispiel 1)
g:Xx—~y=- x+7 (vgl. Beispiel 2)

Fiir den Schnittpunkt S(x,|ys) von G; und G, gilt:
y5=%xs+2/\y5=—%xs+7, also:
%x5+2=—%x5+7 = x.=4

Vo=2-4+2=-1-4+7=5; alsoS(4]|5)

C \ ITWINKELS | Bei der Bestim-
mung des Schmttwmkels smd zwei Fille zu unter-
scheiden.

Beispiel 4: Geraden schneiden sich rechtwinklig

Die eine Steigung ist
der negative Kehrwert
der anderen:

13
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Beispiel 5: Geraden schneiden sich nicht rechtwinklig

Unter dem Schnittwinkel @
versteht man den spitzen

Winkel zwischen G¢ und G,. T
Eine Fallunterscheidung lasst 4 T
sich vermeiden, wenn man ¢ aF

wie folgt berechnet: i
o mg-mg | + :
A=l , ;
11 =M ma! / 2 / 4 6 X

fur mg - mg + -1

In Bsp. 3 ergibt sich:

=2 = @=634°

oo|ut|is|ur

Abschnittsweise lineare Funktionen

JETRAGSFUNKTION UND SIGNUMSFUNKTION Ist der
Graph einer Funktion nur aus Geradenstiicken zu-
sammengesetzt, so heift die zugehorige Funktion
abschnittsweise linear. Die wichtigsten Beispiele sol-
cher Funktionen sind die Betrags- und die Vorzeichen-
funktion.

Beispiel 6: Die Betragsfunktion: abs

xflirxz0

i A e BRI

Gabs

Lineare Funktionen

Beispiel 7: Die Vorzeichenfunktion: sgn

x—sgn(x) =

+1flir x>0 1 i
0fir x=0
-1fur x<0 4 4 4 +

1

Diese beiden Funktionen hdngen eng miteinander zu-
sammen; es gilt: x| =x-sgn(x), aber auch x=x/-sgn(x).
Wird eine Funktion f mit der Betragsfunktion ver-
kntipft, bildet man also die Funktion

g: x—y = abs(f(x)) = f(x), so hat dies lediglich die
folgende Wirkung: Der Graph von g stimmt mit dem
Graphen von g iberein bis auf diejenigen Teile von G,
die unterhalb der x-Achse liegen: diese werden an der
x-Achse gespiegelt.

Beispiel 8: f(x) =x-3,g(x)=|x~-3]

gx)=1x-3

=‘ x-3 fiir x-320
=X =3)ufir x=3<0

_Jox=31ur x=23
=X +3 k. X<3
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Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

QUICK-FINDER

Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinatenachsen
¢ Nullstelle > S.17

Symmetrie des Graphen

¢ Achsensymmetrie und Punktsymmetrie
> 5.17

Monotonie

¢ (streng) monotones Fallen und Steigen —> S. 20

Extrema

* Jokale oder relative und globale oder absolute
Maxima und Minima -> S.21

Quadratische Funktionen
Quadratfunktion und Normalparabel —>- S. 22
,Mitternachtsformel® ->- S.23
Satz von Vieta > S.24

Normalform, faktorisierte Form und Scheitel-
form der Funktionsgleichung -> S.24

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen 17

Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinatenachsen

E| Schneidet der Graph einer Funktion f
dleyAchse im Punkt S(0|y,), so ist y,=f(0). Hat Gy mit
der x-Achse einen Punkt N(x,|0) gemeinsam, so ist X,
eine Losung der Gleichung f(x) =0, und x, heiRt eine
Nullstelle der Funktion f.

Beispiel 1: Schnittpunkte einer Parabel mit den Koor-
dinatenachsen

f:x—y=x2-2x-3

1(0)==3;
G; schneidet die y-Achse in (0|-3)

fx)=0 & x2-2x-3=0

& x=-1vxs= 3;
G; schneidet die x-Achse in
(=110) und in (3]0), und f hat
die Nullstellen =1 und 3.

Symmetrie des Graphen

a) Der Graph einer Funktion fist achsensymmetrisch
beziiglich der y-Achse, wenn fiir alle xeD; gilt:

f(-x) = f(x).

Die Funktion f heit dann eine gerade Funktion.
Beispiele gerader Funktionen sind die cos-Funktion
oder alle Potenzfunktionen x — y =x" mit geradzahli-
gem n€Z sowie die Betragsfunktion.
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b) Der Graph einer Funktion f ist punktsymmetrisch
beziiglich des Ursprungs, wenn fiir alle x€Ds gilt:
f(-x) = -f(x). Die Funktion f heiflt dann eine ungera-
de Funktion. Beispiele ungerader Funktionen sind die
sin-, die tan- und die sgn-Funktion sowie alle Potenz-
funktionen x — y=x" mit ungeradzahligem n€Z.

a) f(-x) =f(x) b) f(-x)=-f(x)

s ¥

(%) 3 )

P e

Soll eine Funktion f auf Symmetrie beziiglich des
Koordinatensystems untersucht werden, berechnet
man also auf jeden Fall f(-x); stimmt das Ergebnis fiir
alle x €Dy mit f(x) bzw. mit -f(x) tiberein, so liegt eine
der beiden in a) bzw. b) genannten Symmetrien vor;
andernfalls weist G; keine Symmetrie beziiglich des
Koordinatensystems auf.
¢) Der Graph einer Funktion fist achsensymmetrisch
beziiglich der Achse mit der Gleichung x =a, wenn
fiir alle xeD; gilt:

f(a-x)="f(a +x).

Beispiel 2: Der Graph von f: x — y=x%-2x ist achsen-

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

symmetrisch beztiglich der Achse mit der Gleichung
x=1.

d) Der Graph einer Funktion f ist punktsymmetrisch
beziiglich des Zentrums Z(a|b), wenn fiir alle x €Dy
gilt:

b-fla-x)=fla+x)-b & fla-x)+f(a+x)=2b

c) fa-x)=f(a+x) d) f@-x)+f(@a+x)=2b

y

G

f@+x)-b

Tb-fa-%

Beispiel 3: Die Symmetrie des Graphen von

2X-5 s
XX_3 , beziiglich Z(3]2)

soll nachgewiesen werden:
Fir alle xeR\{3} gilt mit a=3 und b=2:

23-x)-5 2(3+x)-5

f:R\{3} ~ R, x~y=

f3-x)+f(3+x) =

B-x)-3 ' (3+x)-3
_6-2X-5_6+2x-5
=X X

_—6+2X+5+6+2x-5
= X

- _
= =4=2.2=2-Db

19
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Monotonie

(STRENG) MO DNES FALLEN UND STEIGEN | Eine Funk-
thl’l f he1fSt streng monoton zunehmend bzw. streng
monoton abnehmend in einem Intervall [a; b], wenn
fiir alle x4, x,€[a; b] gilt:

X1 <Xy = f(x) <f(x,) bzw. X, <%, = f(x)>f(xy).

Gy heillt dann streng monoton steigend bzw. streng
monoton fallend im Intervall [a; b].

Monoton steigend Eine Funktion f heilt

monoton zunehmend
oder monoton wach-
send bzw. monoton ab-
nehmend im Intervall
i [a; b], wenn fiir alle x,
vi X, €[a; b] gilt:

I i e e X1 <Xy, = f(xq) = f(x,)
bzw.

X; <Xy = f(xq) 2f(x,)

y

Y29 ( Gf

Gy heilt dann monoton steigend bzw. monoton fal-
lend im Intervall [a; b].

Beispiel 4: Die Funktion f aus Beispiel 3 ist im Intervall
|3; =[ streng monoton abnehmend.

Fir x,, x,€]3; «[ folgt aus X; <X,:
1 1

X;=-3<X,-3 :>X1_3> -3
:2+ 2+x—3
2(x1—3)+1 2(x,—3)+1
X{-3 =3

2x%;~5 2x_,—5

= f(xy) > f(xy)

X;—-3 = Xy =3

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

Extrema

M N IMA Ist f eine reelle Funkuon o)
nennt man XOEDf ein lokales oder relatives Mini-
mum bzw. Maximum von f, wenn gilt:

(") f(x) 2 f(xq) bzw. f(x) = f(x,) fiiralle x *x,
in einer Umgebung U, (X,) =X, - € X, + ¢[ mit ceR*

T(xo|f(x)) bzw. H(x|f(xX,)) heiflt dann Tiefpunkt bzw.
Hochpunkt von G;.

Das Minimum heit FEEENTGEREVTLTTOE;

.eigentlich®, wenn in
(") das Gleichheitszei-
chen im Ordnungszei-
chen nicht gilt.

X, heifdt globales oder
absolutes Minimum
bzw. Maximum von f,
wenn gilt:

f(x) 2 f(x,) bzw.

f(x) = f(x,)

fiir alle x # X, in ganz D¢
Maxima und Minima heifen zusammenfassend Ex-
trema.

21
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Absolute und relative Extrema

Die auf R definierte Funktion f y
besitzt kein absolutes Mini-

mum oder Maximum, aber das

relative Maximum x, und das

relative Minimum x,.

G;

Die auf R definierte Funktion g y
besitzt das absolute Maximum

X.

' Die Funktion

f:R-R x—y=x2
heiRt Quadratfunktion; ihr Graph heif3t Normalpara-
bel. Diese bertihrt die x-Achse im Ursprung. x, =0 ist
die einzige Nullstelle der Quadratfunktion und ihr
absolutes Minimum. Der Ursprung heift Scheitel der
Normalparabel.

Da (-x)* = x? fiir alle Xx€R, ist die Normalparabel
symmetrisch beziiglich der y-Achse.

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

Quadratfunktion y = x?

y

G;

i | Die Funktion
f:R-= R x—~y=ax?+bx+c mit a,b,ceR;a#0,
ist die allgemeine quadratische Funktion. Ihr Graph
ist eine Parabel. Diese ist fiir a > 0 nach oben, fiir a <0
nach unten gedffnet. Fiir |al > 1 ist sie schlanker, fiir
0 < /al <1 ist sie breiter als die Normalparabel, fiir
a| =1 istsie zur Normalparabel kongruent. Die Null-
stellen der quadratischen Funktion
X~ y=ax?+Dbx+c ergeben sich aus der

-bi\bz—lwac_

~Mitternachtsformel”: x,,, = 5o ;

dabei entscheidet die Diskriminante D = b? - 4ac
tber die Anzahl der Nullstellen:
fiir D > 0 gibt es zwei verschiedene Nullstellen,
fiir D = 0 gibt es eine doppelte Nullstelle —%, und
fiir D < 0 gibt es keine relle Nullstelle.
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ISATZONVIETAY Uber den Zusammenhang zwischen
den Nullstellen x;, und den Koeffizeinten a, b, ¢ der

quadratischen Funktionen gibt der Satz von Vieta

b c
Auskunft: x;+X,=-7; X;"X;=73

DER FUNKTIONSGLEICHUNG | Demnach ldsst sich die
Gleichung der quadratischen Funktion aus der Nor-
malform y =ax?+ bx + ¢ in die faktorisierte Form

iberfithren:
y=a(x2+2x+ &) =a(x? - (x; + X)X + X, X5)
=a(X2 - XX — XX+ X;-X,)
y=ax-x)(x-x,)

x-x; und X-X, bezeichnet man als Linearfaktoren.

Beispiel 1: Nulistellen und faktorisierte Form einer

quadratischen Gleichung
i x-—~y=%x2—x—1%
= %(x2 - 2x—3)
=3+ Dx-3) i

hat die Nullstellen
X;=-1 und 2]

Xy=3 — —3
2 —\1 3 =

[x==a =t sie X 3 [Bx= 30 N >3
H B (R R B s

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

Zur Bestimmung der Koordinaten des Scheitelpunkts
des Graphen einer quadratischen Funktion f tiberfiihrt
man die Funktionsgleichung mit Hilfe quadratischer
Ergdnzung von der Normalform in die Scheitelform:

b._)

y=ax?+bx+c=a-(x*+2x)+c
=a.(x+ Bx+ (2 )+ c-a (L)
\2 2 y ) _ 12
= (x+%} +c—§a=a~(x—(—%)’] +4“iab

=a-(x-s)+t
Dabei ist nun S(s|t) der Scheitel des Graphen von f,
und es gilt:

=°b . Aac—b?
4a

Beispiel 2: Scheitelform einer quadratischen Funktion
f)=3x2-x=13=20¢-2x +1) =13 -3-1
=3x-12-2 s=1,t=-2; S(1|-2)

Die Zeichnung von G; findet sich unter Beispiel 1.

Anhand der Scheitelform erkennt man auch, wie der
Graph der allgemeinen quadratischen Funktion aus
dem der Quadratfunktion entsteht:

Die Normalparabel wird

e mit dem Streckfaktor % und dem Ursprung als Zent-
rum zentrisch gestreckt;

e um |s| horizontal verschoben, und zwar fiir s > 0
nach rechts bzw. fiir s <0 nach links;

e um t vertikal verschoben, und zwar fiir t > 0 nach

oben bzw. fiir t <0 nach unten.

|25
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Umkehrfunktion

QUICK-FINDER

Umkehrbarkeit

e Kriterien fiir die Umkehrbarkeit
einer Funktion ->- S.27

Umkehrfunktion
e Begriff der Umkehrfunktion —> S.28

e Definitions- und Wertemenge
sowie Graph und Umkehrfunktion -> S. 28

Wurzelfunktion
e Wurzelfunktion -> S.29

Funktionenscharen

e Funktionenschar und Schar-Parameter > S. 30

Typische Aufgabenstellungen

e Untersuchung auf Punkte, die zu
den Graphen einer Schar gehoren > S.31

e Bestimmung der Gleichung von
Ortslinien —->- S. 31

Umkehrfunktion

Umkehrbarkeit

Eine Funktion f: D~ R, x—y=f(x) heift umkehrbar,
wenn auch die Zuordnung y—x eindeutig ist. f ist ge-
nau dann umkehrbar, wenn fiir alle x,, x, €Dy gilt:
X, ¥X, = f(x;) # f(xy).

Anschaulich bedeutet dies, dass keine Parallele zur x-
Achse mehr als einen Punkt mit dem Graphen von f ge-
meinsam haben darf. Diese Bedingung ist bei strenger
Monotonie von f erfiillt (vgl. Seite 20).

Monotonie und Umkehrbarkeit

Y? y

| | G,
} \
/ A X

f; ist nicht umkehrbar

f, ist zwar nicht monoton,
aber umkehrbar, denn
jede Parallele zur x-Achse
G hat genau einen Punkt
ta mit G, gemeinsam

y

f3 ist umkehrbar, da streng
monoton zunehmend
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Umkehrfunktion

Ist f: D= R, x~y =f(x) mit der Wertemenge W um-
kehrbar, so wird durch die Zuordnung y—x die Um-
kehrfunktion f~! von f festgelegt.

Dabei gilt: D, = Wg; W, =Df.

| Gehngt es, die FunktlonsorlelchumI
y= f(x) emdeutlU nach x aufzulésen und in die Form
x =f~!(y) zu bringen, so lautet die Umkehrfunkton f~!
mit y als Funktionsvariable:
f1: We=R, y—=x=f"y).

Ublicherweise vertauscht man die Variablen x und y
und erhilt fiir f~! die folgende Schreibweise mit x als
Funktonsvariable:

1 We= R, x—y = f(x).

Den Graphen von f~! in dieser Schreibweise erhalt
man durch Spiegelung von Gy an der 1. Winkelhalbie-
renden des Koordinatensystems.

Beispiel 2: Umkehrfunktion einer linearen Funktion

f: [-3;5]= R, x—~y= 2x+—
hat die Wertemenge W; = [-1; 3] und ist als lineare Funk-
tion mit m = % streng monoton steigend, also umkehrbar.

Umkehrfunktion

& x=2y-1=f"(y);
mit Variablentausch:

f1: [-1;3]-R,

X—y=2x-1

f~' hat die Wertemenge
W, =[-3;5]=D

Wurzelfunktion

g Die Quadratfunktion

f:R— R; x—y=x> (vgl. Seite 23) ist auf R nicht um-
kehrbar. Bildet man jedoch eine geeignete Einschrin-
kung von f (Seite 8), z.B. auf R}, so erhdlt man eine
streng monotone und damit umkehrbare Funktion:

g: Rj—R, x~y=x* W,=R}
Die Umkehrfunktion g~! in der tiblichen Form mit x
als Variable lautet
TR R, Xx—y=1X; Wg,I =R}
und heit Wurzelfunktion.
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Umkehrfunktion

Ist f: Df~ R, x—y = f(x) mit der Wertemenge W um-
kehrbar, so wird durch die Zuordnung y~—x die Um-
kehrfunktion f-! von f festgelegt.
Dabei gilt: D, =Wy W, = Df.

Gelingt es, die Funktionsgleichung
y = f(x) eindeutig nach x aufzuldsen und in die Form
x =f-(y) zu bringen, so lautet die Umkehrfunkton f~!
mit y als Funktionsvariable:

f1: W= R, y—=x=f"y).

Ublicherweise vertauscht man die Variablen x und y
und erhilt fur ! die folgende Schreibweise mit x als
Funktonsvariable:

1 W= R, x—y = f(x).

Den Graphen von f! in dieser Schreibweise erhalt
man durch Spiegelung von G an der 1. Winkelhalbie-
renden des Koordinatensystems.

Beispiel 2: Umkehrfunktion einer linearen Funktion

f:[-3;5] =R x—y=3x+3
hat die Wertemenge W; = [-1; 3] und ist als lineare Funk-

tion mit m =% streng monoton steigend, also umkehrbar.

Umkehrfunktion | 29 ‘{

y=gx+

=

< NI

X =

[CYPRN RN
(YN

e x=2y-1=f"(y);
mit Variablentausch:

f1: [-1;3]-R,

X Vi=2x =1

=" hat die Wertemenge
W, =[-3;5] =D

Wurzelfunktion

i Die Quadratfunktion

f:R— R; x—y=x? (vgl. Seite 23) ist auf R nicht um-
kehrbar. Bildet man jedoch eine geeignete Einschrin-
kung von f (Seite 8), z.B. auf Ry, so erhélt man eine
streng monotone und damit umkehrbare Funktion:

5 s (I e e — Rt
g: R;=R,x=y=x% W,=Rj

Die Umkehrfunktion g=! in der iiblichen Form mit x
als Variable lautet

g Ri~R x—~y=vX; W_, =R}

und heiflt Wurzelfunktion.
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Die Wurzelfunktion

Funktionenscharen

fii:R-R,x~y=2x-1

fo: R=R,x—~y=2x

f;: R=R,x~y=2x+3
Diese Funktionen gehoren zu einer ,Familie“: Ihre Gra-
phen sind parallele Geraden mit der Steigung m = 2;
nur der y-Achsen-Abschnitt ist verschieden. Alle drei
Funktionen haben die gleiche ,Bauart*:

fi: R- R x~y=2x+t

Lasst man fiir t mehrere reelle Zahlen zu, so erhalt
man eine Menge von Funktionen, eine Funktionen-
schar. Jeder Wert von t kennzeichnet dann genau eine
Funktion dieser Schar; t heiRt (Schar-)Parameter.

Umkehrfunktion

Typische Aufgabenstellungen

AN

"R-R, x~fi(x)=x>+kx-2k; keR
1>t eine Schar quadratischer Funktionen.

] Man bestlmmt dle Uememsamen
Punkte zweier beheblger Scharfunktionen, die zu den
Parametern kl und k2 (k; # k,) gehoren:
f (%) =f (x)
X2+ Kk x- 21(1 X2 +kyx -2k,
kix-k,x =2k, -2k,
(ki —ky)x =2(k; - k,) [ (ks = k), ky # k!
X=2
fi(2) =4+2k-2k=4 fiiralle keR

(2]4) ist gemeinsamer Punkt aller Schargraphen.

3 GLEK VON EN| auf der
besondere Punkte der Graphen der Scharfunktlon lie-
gen, z.B. der Ortslinie der Scheitelpunkte:

f]\.(x)=x2+kx+(§)2—2k—(§) (x+]2<) —2k—¥

=(x +K)? _K*+8k
=(x+3)-%
K (—%’—MTSk) ist der Scheitelpunkt von Gfk
k
==y (1)
K2+ 8k

y=-Ki8k
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fi0) = x? + kx - 2k FEr

Aus diesem Gleichungssystem muss der Parameter eli-
miniert werden.

(1) = k=-2x
. (=2x)* + 8- (-2x%)
inQ@); y=-———75——
4x%-16x
o 4
=—(x2-4x)

y=-x%+4x ist die Gleichung der gesuchten Ortslinie.

Polynomfunktionen | 33
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Polynomfunktionen I

Begriffsbestimmung

¢ Begriff der Polynomfunktion -> S.33

Symmetrie

* Symmetrie beziiglich des Koordinaten-
systems -> S.34

Nullstellen

* Reduktionssatz > S.35

Begriffsbestimmung

IKTION | Die Gleichung der
linearen bzw. der quadratischen Funktion war
y=mx+t=ax+a, bzw.
y=ax*+bx+c=a,x*+a;c+a, (a,+0).
Fortsetzung mit hoheren Potenzen von x fiihrt zu fol-
gender Definition:

Eine Funktion

fe R=R, x—y=a,x"+a, ;x" 1+ ... +ax+a,

mit a,€R und a, # 0 heifdt Polynomfunktion oder
ganzrationale Funktion n-ten Grades.
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Soistz.B. f: R=R, x~y=2x*-2x3+3x -7 eine Poly-
nomfunktion vierten Grades.

Symmetrie

§| Der
raph einer Polynomfunktion ist symmetrisch beztg-
lich der y-Achse bzw. punktsymmetrisch beziiglich des
Ursprungs, wenn der Funktionsterm ausschlieRlich ge-
radzahlige bzw. ausschlieRlich ungeradzahlige Poten-
zen der Variablen enthilt. n=0 zihlt als gerade Zahl.

Zur Begriindung:
n gerade = (-x)" =x"
n ungerade = (-x)" =-x"

; : Lo o :
Soist beispielsweise f: R—R, x—y=2x>-;X eine unge
rade, g: R—R, x—~y=3x*+x2-1 eine gerade Funktion.

Beispiel 1: Anwendung in einer ,Steckbrief-Aufgabe“

Gesucht ist eine Polynomfunktion 6. Grades, deren Graph
symmetrisch beziiglich der y-Achse ist und durch den Punkt
(2] 4) sowie den Ursprung geht; auBerdem soll die Funktion
die Nullstellen 1 und 4 besitzen.

fx)=axé+bx®+cx* +dx®> +ex? +fx + g

Symmetrie: b=d=f=0
fx)=ax®+cxt+ext+g
fQ=4=0 64a+16c+he+g=4
f0)=0=(Q) g=0
f=0=(3) atc+te+g=0
f(4)=0= (4) 4096a + 256c +16e+g=0

Losen des Gleichungssystems ergibt
£(x) = - 35 (X6 = 17x* +16x?)

Polynomfunktionen , 35

Nullstellen

U SATZ]| Bei der Berechnung der Nullstellen
einer Polynornfuntlon fn-ten Grades ist die Gleichung
f(x) =0, also eine Gleichung n-ten Grades zu lésen. Be-
kannt ist die Losungsformel fiir quadratische Gleichun-
gen. Losungsformeln gibt es auch fiir Gleichungen 3.
oder 4., aber nicht fiir Gleichungen héheren Grades.
Immerhin gilt der Reduktionssatz: Hat die Gleichung
f(x) = 0 eine Losung x;, so ist das Polynom f(x) durch
(x = x;) teilbar. f(x) lasst sich also in ein Produkt ver-
wandeln; der eine Faktor ist der Linearfaktor (x — X1),
der andere ein Polynom g(x), dessen Grad um 1 niedri-
ger ist als der Grad von f(x). Auf diese Weise kann ein
Polynom n-ten Grades fortgesetzt in ein Produkt von
Linearfaktoren zerlegt werden.

Nullstellenberechnung mit Hilfe von Polynomdivision

Vom Polynom f: x—y=x3+4x2+x-6 sei x;=1 als Null-
stelle bekannt; notfalls lasst sich diese auch erraten! Damit
kennt man den Linearfaktor (x - 1) und kann Polynomdivi-
sion durchfiihren:
OC+4x2+x-6):(x-1)=x2+5x+6=g(x)
“xBa 2
Ex2+ x
-5x2 +5x
6x -6
-6x+6
0
Alsoist f(x)=(x=1) - (x2 + 5x+6) = (x = 1) - (X + 2) - (x + 3);
und somit sind x;=1, x,=-2 und x;=-3 als Nullstellen
von f bekannt.
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Nullstellenberechnung durch Faktorisieren und
Losen einer biquadratischen Gleichung

f: R=R, x—y= -%(x6 -17x* +16x?), vgl. Beispiel 1!
Hier ist keine Polynomdivision erforderlich, denn aus f(x)
|&sst sich x? ausklammern:

£(X) = =532+ (x = 1752 + 16).

f()=0 & x,=0vx*-17x2+16=0

x4 -17x2 +16 ist eine biquadratische Gleichung, die sich
durch die Substitution z = x? |6sen l&sst:

A ATT A6 Oy - LSV T

2,=16 = Xy =4 2,=1= Xgs=1%7%;

also ist f(x) = —5ex2 - (x = 4) - (x + 4) - (x = 1) - (x + 7).

f besitzt die doppelte Nullstelle 0 sowie die einfachen Null-
stellen 4, -4, 1 und -1. Mehr Losungen kann eine Gleichung
6. Grades nicht haben. Allgemein gilt: Jede Gleichung n-ten
Grades besitzt hochstens n reelle Losungen, die nicht alle

voneinander verschieden sein missen.

Grenzwerte
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Grenzwerte

QUICK-FINDER

Grenzwerte fiir x —

* Konvergenz und asymptotische
Anndherung —> S.38

* Wichtige Grenzwerte -> S.39

e Grenzwertsitze —> S.39

Grenzwerte fiir x — x,

¢ Links- und rechtsseitiger Grenzwert —> S. 42
¢ Grenzwertsitze —>- S.43

¢ ,h-Methode“ —> S.43
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Grenzwerte fiir x — £«

Beispiel 1: Einfiihrungsbeispiel fiir Grenzwert

X— to

2x+6 _2(x+1)+4
fo RS X=Y =557 == 537 ~2*x+q

1 s=7
f(x) unterscheidet sich ,beliebig wenig” vom Wert 2, wenn
x nur ,geniigend grof’” ist; G; nahert sich ,beliebig nahe” an
die Gerade mit der Gleichung y =2 an. Prazisierung dieses
,Strebens gegen einen Grenzwert”: Die Abweichung des
Funktionsterms f(x) vom vermuteten Grenzwert 2 ist
1f(x)-2]= m, sie lasst sich ,beliebig klein” machen:

[f(x)-2] <1 @X” e <x i x5

[f)-2]<05 ©;57<05=8<x+1 ©x>7

1f(x)-2| <01 <=>X+1<01 &40 <ix+1 & x>39
[f(x)-2] <¢ @L‘]<g ¢g<x+1 ©x>é-1=:s

NVE > ‘ E AN UNG | Allge-
mein deﬁmert man: Eine Funktlon f mit nach rechts

Grenzwerte

unbeschrankter Definitionsmenge Dy hat fiir x— e
den Grenzwert a, wenn fiir jede positive Zahl ¢ eine
positive Zahl s existiert, sodass |f(x)-a|< & fiir alle
X>8.

Man sagt: Der Grenzwert von f fiir x—« ist a.
fkonvergiert fir x—= gegen a.

Man schreibt: f(x)—a fiir x—e; ling f(x) =

Der Graph von f néhert sich fiir x— = asymptotisch an
die Gerade mit der Gleichung y=a an.

Entsprechend lautet die Definition des Grenzwerts fiir
x——«: Eine Funktion f mit nach links unbeschrinkter
Defintionsmenge Dy konvergiert fiir x—-« gegen den
Grenzwert a, wenn fiir jede positive Zahl ¢ eine negati-
ve Zahl s existiert, sodass |f(x)-a|<¢ fiirallex <s.
Schreibweise: \_limx f(x) =

Existiert bei einer Funktion kein Grenzwert fiir x —
bzw. fiir x— -, dann heift die Funktion divergent fiir
X —» bzw. flir x — .

hmx—O fiir ceR

X~ X—te

lim X—~O fiir ceR,neN

_ Von Bedeutung sind auch die fol-

genden Grenzwertsatze: Sind f und g zwei Funktionen,
fiir die limf(x)=a und limg(x)=b existieren, so gilt:
X—c0 X— 00

lim (f(x) + g(x))=atb;

X0
lim (f(x)-g(x)) =a-b;
X0

f(x) _
\Ilﬂ 2 b’ falls b#0

39
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Damit lisst sich z.B. der Grenzwert der Funktion f aus
Beispiel 1 folgendermafen bestimmen:

. 6
6 lim2+x
; . 2X+6_ . 2Fx_ x== X
=1 =1lim =
ll_.n-}f(x) XLH;}X"']. x——-xl-q)-% 11m1+%
=5

5 N -
+1im?e
_ R Rs asp
lim1+lims 1+0

X—e X—

Dies muss nicht immer so ausfithrlich geschrieben
werden; der wesentliche Schritt ist das Kiirzen des

2x+6
x+1

Beispiel 2: Grenzwertberechnung fiir x — *»

/5012
o 5x2-12x _x—-=* ¥ _0-0

x—-a 2%3+3 2+i 2510
X3

mit X.

Bruches

Wesentlicher Schritt ist das Kiirzen mit x3, also mit der
hochsten vorkommenden Potenz von x.

Manchmal ist zur Grenzwertbestimmung die Abschét-
zung mit Hilfe einer Schrankenfunktion hilfreich:

Beispiel 3: Grenzwertberechnung fiir x — *> mit
Hilfe einer Schrankenfunktion

o2 =2 2
) =55 |sinlz Xl = l=%

S () 513 lim f(x) =0
|im;=0 LRt
X2

Grenzwerte

Allgemein gilt der Satz:
Ist [f(x)| =|g(x)| undist limg(x)=0,
X—oo

=3

so ist erst recht lim f(x) = 0.
X—

Niitzlich kann auch der folgende Satz sein (vgl. Seite 8):
Ist f eine monoton zunehmende, nach oben beschrink-
te Funktion mit dem Supremum S und mit nach rechts
unbeschranktem Definitionsbereich, so ist

\h_ni f(x)=S.

Grenzwerte fiir x —x,

Beispiel 4: Grenzwert fiir x — x,

f: R\{1}—-R, y
_ X -4
NSy el G

f(x) unterscheidet sich ,beliebig wenig” vom Wert 0,5, wenn
man x nur ,nahe genug” bei x, =1 wahlt. Die Abweichung
des Funktionswerts f(x) vom vermuteten Grenzwert 0,5 ist

o e | - =5 e -
100 =05) ="t =...=X—4~1=XT,- sie |asst sich

,beliebig klein” machen:

FOO= 05 <l e e o A
& -3<x<5
f0-05/<01 oX1<01 ox-1<04
<06<x<14
< Ix=-1<4e=0
©1-8<x<1+d

f(X)—O,S <Eg csx—1<g

M
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PLINKSTUND RECHTSSEITIGER GRENZWERT! Allgemein de-
finiert man: Eine Funktion f sei beiderseits einer Stelle
X, definiert, f hat fiir x—x, den Grenzwert a, wenn
fiir jede positive Zahl € eine positive Zahl d existiert,
sodass |f(x)—a|<e fiir alle x mit |x —X,| <.

Man sagt: Der Grenzwert von f fiir x — X, ist a.
fkonvergiert fiir x — x, gegen a.

Man schreibt: f(x) —a fiir x — X,

lim f(x)=a

X—Xp

Die Annidherung an die Stelle x, erfolgt von links bzw.
von rechts. Im ersten Fall gilt 0 < x, - x < d, im zwei-
ten 0 <X-X, <9, und man erhdlt

limf(x) bzw.

X=Xg

den linksseitigen Grenzwert

den rechtsseitigen Grenzwert limf(x).
X=Xp

Konvergiert die Funktion f fiir x — x;, so gilt

lim f(x) = limf(x) = lim f(x).

X=Xg X=Xy
Existiert dagegen auch nur einer der beiden einseiti-
gen Grenzwerte nicht oder sind diese verschieden, so
existiert auch lim f(x) nicht und f heit divergent fiir

X=X
X = X o

[GRENZWERTSATZE] Analog zu Abschnitt 1 gelten wie-

der die Grenzwertséitze:
Sind fund g zwei Funktionen, fiir die limf(x)=a und

und limg(x)=b existieren, so gilt
X=Xg

X=Xo

Grenzwerte | 43

\111{1 (f(x)xgx)=axb;

Tm (£ g(x)) = a-b;

i f(.)i)zé
x-x, 8(X) b

, fallsb+0

Damit ldsst sich z.B. der Grenzwert der Funktion aus
Beispiel 4 folgendermaRen bestimmen:

x?-1 =3 (x+1)(x-1)

limf(x) = lim

x—1 x*l4x—4_x—~1 4(x-1)
o lim (x + 1)
=1l ‘X =——X~l =ra—imm
i lima 40>
=1

PRSMETHOBEN Ein wichtiges Verfahren zur Grenzwert-
berechnung ist die so genannte h-Methode, im Folgen-
den wieder anhand von Beispiel 4 durchgefiihrt:

. ; . (1+h)?-1
limf(x) =limf(1+h =11m“(
x—1 (x) h—0 ( ) h-o4(1+h)-4
_ 1. 1+2h+h%2-1
= dh-a
=1im2h+h'
h—0
=lim2=2-05
i & 4

Da h sowohl positiv als auch negativ sein kann, berech-
net man im Beispiel der letzten beiden Zeilen sowohl
den rechts- als auch den linksseitigen Grenzwert.
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Gebrochen rationale Funktionen

Charakteristisches

e Begriff der gebrochen rationalen
Funktion -> S.45

e Methode des , Felder-Abstreichens® -> S. 45

Verhalten fiir x — £«

e Horizontale und schiefe Asymptote
sowie asymptotische Kurve -> S. 46

Verhalten von Definitionsliicken
e Unendlichkeits- oder Polstelle —> S. 49

e Zusammenfassung > S.52

Gebrochen rationale Funktionen

Charakteristisches

| ALEN FU [ON | Eine
ge 10chen) rationale Funktlon ist der Quotxent von
zwei Polynomfunktionen:

Xn—l +
xm—-l +

ax+a

+a;x+a,
Gag= b,x™+b

+b;x+Dby

m-1

Ist der Nenner nur eine Konstante b,, dann ist f eine
einfache Polynomfunktion. Ist der Grad n des Nenner-
polynoms grofer als der Grad z des Zihlerpolynoms,
so heillt f eine echt (gebrochen) rationale Funktion.
Ist n =z, so ldsst sich f(x) durch Polynomdivision in
einen ganzrationalen und einen echt-rationalen Term
zerlegen.

[ )DE ER-A CHENS| Die Nullstellen
X; einer cebrochen ratlonalen Funktlon sind die des
Zdhlerpolynoms (x;€Dy). Die Definitionsliicken sind
die Nullstellen des Nennerpolynoms. Nullstellen und
Definitionsliicken erkennt man am besten, wenn man
Zdhler und Nenner soweit wie moglich faktorisiert.
Dann erhdlt man auch alle Informationen tiber das
Vorzeichen der Funktion in den einzelnen Intervallen
und kann mit Hilfe der Methode des Felder-Abstrei-
chens einen Uberblick iiber den Verlauf des Graphen
gewinnen:

las




46|

Analysis - Differenzialrechnung

Beispiel 1: Felder abstreichen

2_4 x(x - 4) —
0= o3 = G -

f hat die Nullstellen 0 und 4 und .
die Definitionsliicken -3 und 1;
Drax = R\{-3; 1}

In den gefarbten abgestrichenen
Feldern liegen keine Graphen-

punkte.
|x<-3|x=-3|-3<x<0|x= 0|0<x<1‘x 1[1<x<4|x=4|x>4
X(x-4) T ¥ ElE [ - 0 |+
T T S A A ) = R S ) s
f(x) T T R B T B e - DTN

Verhalten fiir x — £«

[FISCHEIKURVE] Im Folgenden wird mit z wieder der

Grad des Zihler- mit n der Grad des Nennerpolynoms
bezeichnet.

Beispiel 2: Asymptotische Anndherung an die x-Achse

2x
Tt X~y =

2
||mf(x)-llmf—+o h
X—®= 1+
x? 1+
2 Gt
lim f(x) = I|m "1 =-0 05

X— = —

G; nahert sich fir x—«
bzw. flir x— -« von oben
bzw. von unten asymptotisch
an die x-Achse an; die x-Achse

ist Asymptote von G; flir x—+w

Gebrochen rationale Funktionen

Beispiel 3: Anndherung an eine horizontale Asymptote

et bt 2
fix = 5 =n)
[ 1
lim f(x) = llm =2-0
b \ +;ﬂ
y
y=2

G¢ nahert sich fiir x—« bzw. fiir x—-% von unten asympto-
tisch an die Gerade mit der Gleichung y =2 an; die Parallele
zur x-Achse mit der Gleichung y = 2 ist Asymptote von G;
flr x—+w

Beispiel 4: Annaherung an eine schiefe Asymptote

X g
S s 2x2+2(alsoz n+1)

f(x) =+ flir x—w,

f: x—y=

f(x)— - flir x—-=
aber: !
fing 0 = m2x2+2
0 it
: b -X g
kil L
=+0

G; nahert sich fiir x—« bzw. flir x—-® von unten bzw. von
oben asymptotisch an die Gerade mit der Gleichung y =5
an; diese ist schiefe Asymptote von G fiir x—+w

47
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Beispiel 5: Anndherung an eine asymptotische Kurve z>n+1 einer Polynomfunktion von Grad z - n;

der Graph dieser Polynomfunktion ist asympto-

v o X __1 e 5
f.x~y—2x2+2—5x —5+2x2+2 (also z>n+1) tische Kurve n
|
: |
Verhalten an Definitionsliicken ‘
| e
| f(x)—+o fiir x— o, l Gr E LE| Im Folgenden sei ‘
— -0 fl — -0 Z
fe) i 1 , f(x)= N((i)) und N(xo) =0, also X,&Ds. 1‘
T T X I
1 |
y=3%-3 /
1.Fall: Z(xp) 0
aber: Dannist imZ(x)=Z(x,) #0 und limN(x)=N(x,) =0
X=Xp X=Xy
lim lf(x)—(%xz— )= I|m 2x21+2 +0 e
R s also f(x)—+e oder f(x)——e fiir x=x, und fiir x > x,.
lim (f(x)—(%xz—%l\— lim e =+0 ‘
X—-% -

; Bkt . : Gy hat bei x, eine Unendlichkeitsstelle oder einen Pol ‘
Gt nahert sich fiir x—~ 2« von oben asymptotisch an die (eine Polstelle) und besitzt als vertikale Asymptote die

3 > B X ; iy : ;
P'arabel il Gle'c_hu"g o N Tl zur y-Achse parallele Gerade mit der Gleichung x =x,.
tische Kurve von G fiir x— t,

Beispiel 6: Pol mit Vorzeichenwechsel

.

f:x— y-x = %3 ’[ ‘
flir x—t~ nahert sich G; asymptotisch dem Graphen f()menm FIE 553 1
z<n der linearen Funktion x—vy = 0; £(x)— +o fiir x=3 T E G;
die x-Achse ist horizontale Asymptote Fhat beli %= 3 1
z=n der linearen Funktion x—vy = (# 0); einen Pol mit Vorzeichen- _|
wechsel von - nach + : \

die Parallele zur x-Achse mit der Gleichung y ="
ist horizontale Asymptote

z=n+1 einerlinearen Funktion x—y=mx+t (m # 0);
die Gerade mit der Gleichung y=mx +t ist
schiefe Asymptote
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Beispiel 7: Pol ohne Vorzeichenwechsel

2x -4 y
(x-3pr %o~ 3

f)— +o 1

f:y=

fir x =3 und fiir x =23

f hat bei x,=3 i
einen Pol ohne Vorzei-
chenwechsel. it

Ist X, keine Nullstelle des Zihlers und eine g-fache
Nullstelle des Nenners, so hat f bei x, einen Pol g-ter
Ordnung. Ist q ungerade, so handelt es sich um einen
Pol mit Vorzeichenwechsel, ist q gerade, so handelt es
sich um einen Pol ohne Vorzeichenwechsel.

2. Fall: Z(xy) =0

X, ist nun also Nullstelle von Zdhler und Nenner, das
heiRRt Zdhler und Nenner enthalten (x - X,) als Linear-
faktor:

u(x)

Z(x) _ (x=Xp)* - u(x)
S

f(x) ==y

N~ =X (v(x) ~ XX

wobei p, q € N, u(xg) # 0, v(Xp) * 0.

1. Unterfall: p<q

R

(x=x)17P v(x)’
und fiir x = x,; fhat bei x, einen Pol, G;eine vertikale
Asymptote. Ist ¢—p gerade bzw. ungerade, so handelt
es sich um einen Pol ohne bzw. mit Vorzeichenwechsel.

Dannist f(x) und f(x)—*e fiir x S X,

Gebrochen rationale Funktionen

Beispiel 8: Pol mit Vorzeichenwechsel

2x2-10x+12_ _ (x-3)-(2x-4)
x> -7x2+15x -9 (x - 3)

fix—y= - (x—1)

fx)—-= fiir x<3, f(x)—+> fir x>3

fhat bei x,=3 einen Pol mit Vorzeichenwechsel von - nach
+

2. Unterfall: pzq

Jetzt konvergiert f fiir x—x, gegen einen endlichen
Grenzwert ¢; f hat bei x, keinen Pol, G hat keine verti-
kale Asymptote, sondern das Loch (%, c).

Beispiel 9: Stetig behebbare Definitionsliicke: ,Loch“

2x°-16x2+42x~-36 _ _ (x-3)-(2x-4)

f:X"'y= C—TxE+ 15 -5 (x-3)2'(x—1);X0=3
y
lim (0 = lim 2X=4 /

x—3 x—3
2y =t
_2-_1 ,//////i_

G¢ hat bei xg =3 keine
senkrechte Asymptote, 1+
sondern das Loch (3]1). e
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Ist x, eine g-fache Nullstelle des Nennerpolynoms, also eine
Definitionsliicke der rationalen Funktion
R e
fexy= NGy S° gilt:

Z(xp) #0 f hat bei x, eine Unendlichkeitsstelle oder
einen Pol g-ter Ordnung; G; hat die Parallele
zur y-Achse mit der Gleichung x = x, als verti-
kale Asymptote

q ungerade: q gerade:
Pol mit VZW Pol ohne VZW

Z(xg)=0 Zahler- und Nennerpolynom enthalten (x - Xo)
als Linearfaktor:

JmRPu g u®
00 = 5= X9 v(x) =00 Vg
wobei u(xg) 0, v(xo) + 0
p<q f hat bei x, einen Pol der Ordnung

q-p; G;hat die Parallele zur
y-Achse mit der Gleichung
X =X, als vertikale Asymptote

q - p ungerade: q - p gerade:
Pol mit VZW Pol ohne VZW
p=q limf(x) = ¢ existiert;

X=X

f hat bei x, keinen Pol, G; keine
vertikale Asymptote, sondern das
Loch (xq1¢)

p>q:c=0 p=q: c*0
das Loch (xo10) liegt  das Loch (x| c) liegt
auf der x-Achse nicht auf der x-Achse

Stetigkeit 53 ‘
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Stetigkeit

QUICK-FINDER

Begriffshestimmung
* Begriff der (Un)stetigkeit —> S.54

e Sdtze iiber stetige Funktionen -» S.55

Weitere Satze iiber stetige Funktionen
e Zwischenwertsatz > S.55
® Nullstellensatz —> S.55

o Extremwertsatz -> S.55

Stetige Fortsetzung

¢ Stetige Behebbarkeit
von Definitionsliicken > S. 56
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Begriffshestimmung

IBEGRIFFIDERNUN)STETIGKEIT] Fine Funktion f:Df— R,
x~—y=f(x) ist an der Stelle x,€Dy stetig, wenn xl_irxrol f(x)
existiert und mit f(x,) tibereinstimmt:

lim f(x) = £(xo).

X=Xy

(Andernfalls heit f an der Stelle x, unstetig.)

Die Funktion fheiRt im Intervall ]a; b[ €Dy stetig, wenn
sie an jeder Stelle x,€]a; b[ stetig ist.

(An den Rindern eines abgeschlossenen Intervalls kann
einseitige Stetigkeit vorliegen.)

Beispiel 1: Stetige Funktion

y Die dargestellte

Funktion f ist auf ihrem
|\ Gs ganzen Definitionsbe-
; reich stetig.

Beispiel 2: Unstetige Funktionen

a) Die sgn-Funktion (vgl. Seite 15) ist an der Stelle x, =0
unstetig.

b) S 0

Die in b, c und d dargestellten Funktion f, g und h sind
jeweils an der Stelle x, unstetig.

Stetigkeit | 55

ISATZE UBER'STETIGEFUNKTIONENY Jcweils auf dem gan-

zen Definitionsbereich stetig ist:

e die Betragsfunktion (vgl. Seite 14)

e die Wurzelfunktion (vgl. Seite 29)

* jede Polynomfunktion (vgl. Seite 34)

¢ jede rationale Funktion (vgl. Seite 44)

® jede trigonometrische Funktion (vgl. Seite 90)
e die Logarithmusfunktion (vgl. Seite 111)

e die Exponentialfunktion (vgl. Seite 119)

Dartiber hinaus gilt der Verkniipfungssatz:
Sind zwei Funktionen f und g in einem gemeinsamen
Intervall I stetig, so sind auch
¢ ihre Summe und ihre Differenz f*g,
e ihr Produkt f.g,
e ihr Quotientgf (fiir alle xeD mit g(x) #0),
e ihre Verkettung fo g
in I stetig.

Weitere Sétze iiber stetige Funktionen

PZWISCHENWERTSATZY (st cine Funktion f auf [a; b] ste-
tig und gilt f(a) < c < f(b) oder f(a)>c >f(b), so gibtes
mindestens ein X, € Ja; b] mit f(x,)=c.

INUEESTERIENSATZN [st cine Funktion f auf [a, b] stetig
und gilt f(a) <0 <f(b) oder f(a)>0>f(b), so besitzt f
mindestens eine Nullstelle x,€ ]a; b|.

PEXTREMWERTSATZN Ist cine Funktion auf [a; b] stetig,

so ist sie auf [a; b] beschrinkt und besitzt hier ein ab-
solutes Extremum.
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Stetige Fortsetzung

3 Eine

B Ui

Funktion f heift stetige Fortsetzung einer Funktion f
auf eine Stelle x,, wenn f eine Fortsetzung (vgl. Seite 8)
von f auf die Stelle x, ist und wenn f an der Stelle x,

stetig ist.

Beispiel 3: Nicht stetig behebbare Definitionsliicken

a)ls iy b)

Die in a und b dargestellten Funktion f und g lassen sich auf
die Stelle x, nicht stetig fortsetzen.

Beispiel 4: Stetige Fortsetzung

-7 +7x+15 _ (X-3)x+Nx-5)
2x-6 z 2(x-3)

f: R\{3}-R,x~y=

lasst sich auf die Stelle
Xo =3 stetig fortsetzen,
denn es gilt:

lim f(x) = limf(x) =-4
x=3

x=3

Stetige Fortsetzung ist

7 Nx-5
f:lR—»IR,x~y=w2(X—)=%(x2-4x— 5)

Ebenso lasst sich jede gebrochen-rationale Funktion, deren
Graph das Loch (x| ©) besitzt (vgl. Seite 51), stetig auf x,
fortsetzen.
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Ableitung - Differenzierbarkeit I

QUICK-FINDER

’ Definitionen
.« Ableitung > .58
'\ e Tangente und Normale -> S.59
| ¢ Differenzierbarkeit ->- S. 61
e Satz tiber den Zusammenhang zwischen
1 Differenzierbarkeit und Stetigkeit > S. 63
Einfache Ableitungen

¢ Ableitung der Potenzfunktion, der Wurzel-
funktion und der Betragsfunktion -> S. 63

¢ Summenregel —> S. 64

Produkt- und Quotientenregel
e Produktregel —>- S.64

¢ Quotientenregel -> S. 65

Kettenregel
e Kettenregel —> S.66

Ableitung der Umkehrfunktion

e Satz von der Ableitung der Umkehrfunktion
> S.68
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Definitionen

PABEEITUNGY Um die Steigung einer Funktion f:D— R,
x—y = f(x) in einem Punkt P(xy|f(X,)) zu ermitteln,

geht man wie folgt vor: Zundchst berechnet man die
Steigung der Sekante s durch P und einen weiteren
Graphenpunkt Q (x| f(x)):

Ay f(x)-f(x0) _f(x0+h)-f(x0)
myX)= Ay ="x—x0 - h

Dies ist der von Seite 11 bekannte Differenzenquo-
tient.

f(x) =
Hog b Ao Qe mn i

Ay = f(x) - f(x)
= f(xy + h) - f(x)

f(xy) R S

Nun ldsst man den Punkt Q von rechts (x > X,; h > 0)
und von links (x < Xg; h < 0) immer ndher an P heran
wandern. Hat der Differenzenquotient fiir x—x, einen
Grenzwert, so heift f an der Stelle x, differenzierbar,
und

Ableitung - Differenzierbarkeit | 59

) - f . =
o) = lim TRy Ho+ =119
ey h~0

heifst Ableitung von f an der Stelle x,,.

b : A s s
Statt f’(x,) = lim A—Z schreibt man in Anlehnung an
X—Xp

. d : ; 2 ;
Leibniz auch d—i und spricht vom Differenzialquotien-

ten als Grenzwert des Differenzenquotienten.

[TANGENTENUNDINGRMALEN (x,) gibt nun die Steigung
des Graphen von f im Punkt P(x,|f(x,)) an; als Tangen-
te tan G¢in P definiert man die Gerade durch P mit der
Steigung m, = £°(x,).

Beispiel 1: Nicht-Differenzierbarkeit der Betragsfunk-

Die Betragsfunktion (vgl. Seite 14) ist an der Stelle x, =0
nicht differenzierbar; es gilt:

X1=40F o =x=h
lim—=——=lim—— =lim (-1) = -1
xs0 X g x=0 X5l x=0
4 =10 : - .

# hm%= I|m::_—°= lim1=1;
x=0 x=0 x=0

abs’(0) = lim %(I)Ol existiert also nicht; dies entspricht der
x—0

Anschauung: der Graph hat in P(0|0) einen Knick mit dem
Knickwinkel 90°
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Beispiel 2: Ableitung der Quadratfunktion
Die Quadratfunktion f: R—R, x—~y =x? istfiiralle x,€R
differenzierbar, z.B. an der Stelle x,=1,5:

ol y
£(15) = lim fQ-10
x—15 ¢

£(1,5:+ h) = £(1,5 -

[ ( ; (1,5) t
i 275 dE B 4
. (45+hP2-152 n

= I e e
h—0 14

. 15243h+h?-152

= [im ——= Gy
h

h—0

. h@B+h)
= lim =
h—0

=lim(B3+h)=3
h=0

-2,25 1

Die Tangente t an G; in P(1,5]2,25) hat also die Steigung 3:
y=3x+t; t=225-45=-225 die Gleichung von t lautet
somit: y=3x-225.

Manchmal spielt auch die Normale zum Graphen G¢
einer Funktion f im Punkt P(x,|f(x,)) eine Rolle; die
Normale ist die Lotgerade zur Tangente in P, ihre Stei-
gung ist also

i

1 .
m,=- AITTt = f,(XO) (Vgl. Seite 13)

In Beispiel 2 hat die Normale zu Gy in P also die Stei-
1

gung -5:
y=-ix+t

225=-1.15+t = t=225+05=275

y=-1x+2.75

Ableitung - Differenzierbarkeit I 61 ’

| Im letzten Schritt geht es dar-
um, die Steigung des Graphen einer Funktion f nicht
nur an einer bestimmten Stelle x,, sondern an einer be-
liebigen Stelle x zu berechnen: Eine Funktion f, die an
jeder Stelle eines Intervalls ]a; b[ « D¢ differenzierbar
ist, heiflt in diesem Intervall differenzierbar; und die
Menge aller Elemente x aus Dy fiir die f differenzierbar
ist, heiRRt Differenzierbarkeitsbereich Dy von f.

Unter der Ableitung(sfunktion) einer Funktion
f: D¢~ R, x~y=1f(x) versteht man die Funktion

PiD.OR, 5 Ee = imioe T
h—0 h

Fiir £°(x) gibt es wieder verschiedene Schreibweisen:

: ,_dy _df(x) _ d
rel=y =5~5 =gl

Aus der Leibniz-Schreibweise ist erkennbar, nach wel-
cher Variablen abgeleitet wurde. Ist die Variable nicht

X, sondern die Zeit t, so wird die Ableitung nach t durch

einen Punkt gekennzeichnet, z.B. § = %

SchlieRlich noch eine Sprechweise: Eine Funktion zu
differenzieren bedeutet, ihre Ableitungsfunktion zu
berechnen.
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Beispiel 3: Ableitungsfunktion der Quadratfunktion

y Differenziation der Quadratfunktion
f: R— R, x—y = x? (vgl. Beispiel 2)
G fistin ganz R differenzierbar.
f': R—=R, x—f'(x)
fx+h)-f(x) _(x+ h)? - x2
h

x2+2xh +h?2-x2
h

2x+h)-h

e =h

=0

m
0
m

Ge ;

m (2x+h) =2x

=i
h
=i
h
=i
h
=i
h—0

z.B.istalso f'(1,5)=2-1,5=3 (vgl. Beispiel 2).

Dariiber hinaus erkennt man:

flir x < 0: f'(x) < 0 = Gy ist streng monoton fallend;

fir x> 0: f'(x) >0 = G ist streng monoton steigend;

fiir x=0: f'(x) =0 = G; hat im Ursprung, d.h. im Scheitel-
punkt, eine horizontale Tangente.

Beispiel 4: Ableitungsfunktion der Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion f: Ri—R, x—y=vx (vgl. Seite 29) ist in
R* differenzierbar.

, o f0e) =7 .. Vx+h-vX
£(x) = lim TR0 _ iy Yxth -\
h—0 h—0
_”m\\.x+h—\)('“-“,x+h+\x’
K—0 h-(Vx+h +vx)
e e SR
h_oh‘(\X‘Ph*’\i]
= i ——f
h=o h-(Vx+h +vx)
1 1

hoo VX+h+x 23X/

f'(x)— fir x30

Ableitung - Differenzierbarkeit

e ierfiir 1'1t eraz:

Ist eine Funktion f an der Stelle x, differenzierbar,
so ist f an dieser Stelle auch stetig.

Wichtig ist, dass der Kehrsatz nicht gilt:

Das Standardbeispiel hierzu liefert die Betragsfunk-
tion; sie ist an der Stelle x, = 0 zwar stetig (vgl. Sei-
te 55), aber bei x, = 0 nicht differenzierbar (vgl. Bei-
spiel 1 auf Seite 59).

Ebenfalls wichtig ist die Kontraposition des Satzes:

Ist eine Funktion f an der Stelle x, nicht stetig, so ist
f an dieser Stelle auch nicht differenzierbar; das Stan-
dardbeispiel hierzu liefert die Signumfunktion, die an
der Stelle x,=0 nicht stetig und daher an dieser Stelle
auch nicht differenzierbar ist.

Einfache Ableitungen

Es ergibt sich durch Be-

rechnung mit Hilfe der h-Methode:

R [T T
0

¢ = const.

X 1

X2 2x vgl. Seite 62,
x3 3x2 Bsp. 3

X 4%3

|63




64

Analysis - Differenzialrechnung

X" n,xnf‘l

MR ES Sy vgl. Seite 62,
PR o Sl Bsp. 4

x| sgn(x) (fiir x + 0)

Folgerungen aus den Grenzwertsitzen sind die beiden
folgenden Regeln:
(f+rg)(x)=f(x)+g’(x) (Summenregel)
(c-fy(x)=c-f'(x) fur ¢ =const.

Als Spezialfall der Summenregel gilt:
(fxc)(x)=1f(x) fiir c=const.

Allein mit den bisher aufgefiithrten Regeln gelingt die
Differenziation jeder Polynomfunktion!

Beispiel 1: Ableitung einer Polynomfunktion

f: R-R, x»—»y—fx"+ =x3 - 2x + 7 hat die Ableitung:

f: R—R, x— y—— 43+ =X -Bx8=2 120

=3x3+%x2-2

Produkt- und Quotientenregel

Etwas schwieriger sind die Regeln fiir die Berechnung
der Ableitung des Produkts und des Quotienten zweier
Funktionen:

(f-g)(x) = f(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

Ableitung - Differenzierbarkeit | 65

Beispiel 2: Produktregel

f: RE—=R, x—~y=x3-1X hat die Ableitung:

f: R* =R, x—y=3x2-vXx +x3- 2x
_3x2.Vx-2VR+x3
2vx

_6X XA 7x2 W 35% e
ST ok vk X WX

Zu diesem Ergebnis wére man auch gekommen, hatte man
f(x) =x3-1x = x3- x: = x3° geschrieben und dann nach der
Regel fiir die Ableitung der Potenzfunktion gerechnet:

f(x)=35-x25=35x2+x2 = 35x2 - \X

['QUGTIENTENREGEL] Damit gelingt die Differenziation

jeder gebrochen-rationalen Funktion.

£\, 800 f(x) - f(x)-g'(x)
g0~ e

Beispiel 3: Quotientenregel

f: R\[3]-=R, x»y-# hat die Ableitung

g (2x-6)-(10x=-7) - (5x2-7x +2)-2
f* R\{3}= R, x—y=
\{3} y Ox 67
_20x*-14x - 60x + 42 - 10x2 + 14x — 4
4(x - 3)2
_10x?-60x +38 _ 2(5x* - 30x +19)
4(x - 3)? 4(x2-6x+9)

_ 5% =30x#19
2x%-12x +18
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Kettenregel

L | Sie wird bei Funktionen angewendet,
die sich als Verkettung von zwei Einzelfunktionen auf-
fassen lassen.

(gof)'(x) = g'(fF(x)) - F'(x)

oder: L (g(f(x) = g (F(x) - £(x)
P AN N

auRere innere  Ableitung  sog..Nachdifferenzieren®
Funktion Funktion der duferen der inneren Funktion
Funktion

Beispiel 4: Kettenregel

f: R=R, x—y=(5-2x)?
,auBere Funktion” ist die Quadratfunktion,
Jinnere Funktion” ist die lineare Funktion x—5 - 2x

fx)=2-5-2x):(-2)=-4(5-2x)=8x-20
—_— ——
Ableitung der Ableitung der

linearen F

Zu diesem Ergebnis wére man auch gekommen, hatte man:
= die Produktregel angewandt:
fx)=(5-2x)-(5-2x)
f)=(-2)-(5-2x)+(5-2x)-(-2)
=-10+4x-10 +4x
=8x-20
= den Funktionsterm ausmultipliziert und dann abgeleitet:
f(x) = 25 - 20x + 4x2
f'(x) = -20 + 8x
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Beispiel 5: Kettenregel

f:]-®;25]-R, x—y=V5-2x

Diesmal bleibt nur die Moglichkeit der Anwendung der
Kettenregel:

o Rt e At ¥ el R Gl Ay
Fl-mZ8i=R 3y~ gl s

Hiufig sind Produkt-, Quotienten- und Kettenregel
kombiniert anzuwenden:

f'(x) =
Quctien-/ 2X-3
tenregel 1 —
VIX=3 - (- - VI X e -
i T T R T M
Ketten-/ 2X—3
regel
;(Zx—s) > 1 =x)2
_2V1-x-V2x-3 2Vi-x-\2x-3
2xe=3
—r o m2%+3-742%
2V1-x-V2x-3-(2x-3)
4 of V1-x-V2x-3

2\1 X+V2x=3-(2x-3) 2-(1-x)(2x-3)?
oder
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-X _4[1-x
f0=73,=3 " V2x-3
i diffi=x")
P =—== 5xl2x-3)
Kenen/ 11)(3 dX

Quotientenregel
\ax=3 @x-3)-(D-(1-%-2
T (2x - 3)?

V2x=3 -2x+3-2+2x _YV1-x-V2x=-3-1
§ 2(1-0@x-3)

2-\1-x 2x-3)?

Ableitung der Umkehrfunktion

i ! Ist die
Funktlon f: D~ R, x—y= f(x) umkehrbar und an der
Stelle x,&€D; differenzierbar mit f'(xp) + 0, so existiert
die Ableitung der Umkehrfunktion

f-1: W; — R, x—y=f"1(x) an der Stelle f(x;)= Yo,
i AR el
und es gilt: (f71)’(f(x)) Fixg)

oder

N e
o) 1 (ye)

Zur Veranschaulichung dient die Skizze, in die die bei-
den Steigungsdreiecke eingezeichnet sind.
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Ableitung der Umkehrfunktion

Y

Beispiel 7: Veranschaulichung des Satzes von der
Ableitung der Umkehrfunktion

fi[3;o[=R x—y= %(x -3)%+1 ist streng monoton zuneh-
mend und daher umkehrbar (vgl. Seite 27).
Wf =[1;=[=D; D= [3;‘”[ =W,

L Yo =f(xp) =f(4) =1 (s. Skizze Seite 69)
f’(x) =z -2-(x—3)= 2(x 3); f'(xp) =f'(4) =5
Umkehrfunktlon fat ,‘(x 32+1y-1= ;(x -3)%
4(y—1)=(x—a)Z;x—3=2\ﬁ;x=2\F+3
nach Variablentausch: y=2Vx -1 + 3
Die Aussage des obigen Satzes uber die Ableitung der Um-
kehrfunktion ist nun: (F-(13) = 715 } =2
Flihrt man die Rechnung nicht fiir den konkreten Wert
X = 4, sondern fiir beliebiges x durch, so ergibt sich:

Syl L L - i Wt
L FER) FQx-1+3) 1@Vx-1+3-3) Vx-1
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Kurvendiskussion

QUICK-FINDER

Erste Untersuchungen an Funktionen
e Kurvendiskussion > S.71

o Kriterien fiir streng monotones Zu- bzw.
Abnehmen -> S.71

e Kriterien fiir Hoch-, Tief- bzw. Terrasssen-
punkt > S.71

Hohere Ableitungen
e Begriff der n-ten Ableitung > S.75
e Bedeutung der 2. Ableitung > S.75

e Die Hierarchie der Flachpunkte: Flachpunkt,
Wendepunkt, Terrassenpunkt > So71

Spezialthema: Typische Aufgabenstellungen
zur Differenzialrechnung > S. 81

Kurvendiskussion

Erste Untersuchungen an Funktionen

| KURVEN " .Kurvendiskussion“ bedeutet die
Untersuchung einer Funktion bzw. ihres Graphen. Mit
den bisherigen Kenntnissen kann diese Untersuchung
sich auf folgende Eigenschaften beziehen:
e maximale Definitionsmenge (vgl. Seite 7)
e Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen (vgl. Sei-
te 17)
e Symmetrie des Graphen (vgl. Seite 17)
e Monotonieverhalten, Extrema (vgl. Seite 20f.)
¢ Verhalten an den Rédndern der Definitionsmenge, d.h.
- Verhalten fiir x—+ (vgl. Seite 38)
- Verhalten an Definitionsliicken (vgl. Seite 34)
* Wertemenge (vgl. Seite 7)
e evtl. Klarung zusdtzlicher Fragen
Monotonieverhalten und Extrema konnen mit dem
Hilfsmittel der Ableitung untersucht werden.
Ist f eine auf dem Intervall a; b| differenzierbare Funk-
tion undist £'(x) >0 bzw. £’(x) <0 fliralle x€]a; b[, soist
fin |a; b[ streng monoton zunehmend bzw. abnehmend.
Ist £'(x) =0, so hat G¢im Punkt (x,|f(x,)) eine waage-
rechte (horizontale) Tangente.

o

f* dabei an der Stelle x, einen Vorzeichenwechsel von
+ zu - bzw. von - zu +, so hat f'in in x; ein lokales Ma-
ximum bzw. Minimum; G; hat dann den Hoch- bzw.
Tiefpunkt (x,|f(x)). Hat " an der Stelle x, eine Null-
stelle ohne Vorzeichenwechsel, so hat G; den Terras-
senpunkt (x, | f(xy)).
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Beispiel 1: Untersuchung des Monotonieverhaltens Beispiel 3: Diskussion einer rationalen Funktion
einer Polynomfunktion PR S I
SXERVIE= S =

f: R=R x—y=x>-6x2+9x+1
f: R—=R, x—y=3x2-12x+9=3(x*-4x+3)

\ =3(x-NDKx-3)
| fx)=0 & x=1vx=3; f(1)=5, f(3) =1
x <1 x =1 i< X<3 Xx=3 x>3
f'(x) + 0 = 0 5
G 5*"?"5 monoton Hochpunkt streng monoton Tiefpunkt strgng monoton
i steigend (15) fallend (EID) steigend

Beispiel 2: Untersuchung des Monotonieverhaltens
einer Polynomfunktion

e 3,322
f:R=R, x—y=5Xx"-5X +33X

; 4 32 64, _ 4 2_
RS R XD Yi=50C ~Sox2 oo = « (X8 =8x +16)

‘ e e Y2
| =55X+(x = 4) EEsamiss
\ F()=0 & x=0vx=4 f(0)=0, f(4) =5 =35~3,
) x<0 x=0 O<x<4 X=4 X>4
‘ () - 0 . 0 +
G streng monoton Tiefpunkt streng monoton Terrassenpunkt | streng monoton
f

fallend (010 steigend | @3 steigend

Graph zu Beispiel 1 Graph zu Beispiel 2

x-4
soll moglichst umfassend diskutiert werden

Definitionsbereich:
Dmax = IR \ {4}

Schnittpunkt mit der y-Achse:
(0lf()=(0l0)

Nullstellen:
X1=0, x,=3

Felder abstreichen:
[x<0[x=o|o<x<31x=3[3<x<4|x=4’x>4
TG T (L ST SUR (B MR o

Randverhalten:
f(x)— - flir x—-o; f(x)—+ flir x—+

Polynomdivision ergibt: f(x)=x+1+ ﬁ

lim (F00 = (x + 1) = lim 22 =-0

X—= == X— =

lim (F(0 = (x+ ) = lim -2, = +0

X— 4 X+
Gy ndhert sich fiir x—-= von unten und fiir x— += von oben
an die schiefe Asymptote mit der Gleichung y =x+1 an.
f(x)—-o fiir xs4; f(x)—+= fiir x>4

fhatbei x =4 einen Pol mit Vorzeichenwechsel von - zu +;
die Gerade mit der Gleichung x = 4 ist vertikale Asymptote.



74 Analysis - Differenzialrechnung

Monotonie, Extrema:
£(x) = (x-4)-(274x=3) - (* ~3%) -1 _ 2x2=1x+12 - x2 +3x

(x -4 (x - 4)2
_X2-8x+12 _ (x-2)(x-6)
(=4 (x - 4)?
f(x)=0 & x=2vx=6; f(2)=1, f(6)=9
x<2 x=2 2<x<4 ‘ 4<x<6 x=6 | x=6
f'(x) + 0 - | - 0 +
:

G streng monoton | Hochpunkt | streng monoton | streng monoton | Tiefpunkt | streng monoton

' steigend @n fallend fallend (619) steigend
Wertemenge:

W, =]-=;1 U [9; =[ = R\]1; 9]

Zeichnung des Graphen samt Asymptoten:

y

G

Symmetrie:
Vermutung: Punktsmmetrie beziiglich Z(4|5);
Nachweis (vgl. Seite 18):

f(4—x)+f(4+x)=4—x+1+ﬁ—4+4+x+1+4+;‘—_4
—10"—7* =10=2-5

Kurvendiskussion

H3here Ableitungen

Auch die Ableitung f
einer Funktion f ist eine Funktion; existiert die Ablei-
tung von 7, so bezeichnet man sie als 2. Ableitung von
fund nennt f zweimal differenzierbar'

f7: D= R, x—y=1"(x) = f (x)=

)

Entsprechend ergibt sich die 3. Ableltung f

333

und allge-

mein die n-te Ableitung f'); existiert diese, so heiflt f
n-mal differenzierbar.

3| Die erste Ableitung
einer Funktlon f beschreibt die Anderungsrate ihrer
Funktionswerte, also die Steigung des Graphen von f.
Die 2. Ableitung von f beschreibt also die Anderungs-
rate der Steigung und damit die Kriimmung von Gg.

G¢ heiRt in einem Intervall I rechtsgekriitmmt oder
konvex, wenn die Steigung der Tangenten an G¢ in I
streng monoton abnimmt.

rechtsgekriimmt

y

75
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Gy heift in I linksgekriimmt oder konkav, wenn die
Steigung der Tangenten in I streng monton zunimmt.

Es gilt also:
f’(x) < 0 furalle x€l = G;istin I rechtsgekrimmt
(f" negativ)
f"(x) >0 furalle xe€l = G;istin I linksgekrimmt
(f" positiv)

In der Umgebung eines Maximums bzw. Minimums
ist der Graph einer differenzierbaren Funktion rechts-
bzw. linksgekriimmt; daher gilt:

f'(x) = 0 A f"(xo) <0 = f hat bei x, ein lokales Maximum
f'(xo) = 0 A f(x) >0 = f hat bei x, ein lokales Minimum

Kurvendiskussion

Im Beispiel 3 von Seite 73f. war

£ = 2% yng

iy o X =8x+12  X-2)(x-6) .. .

f'(x) = G- " Gi fir x #4;
poy o X AP (2% = B) = (2 =8xX+12) =2 (X =4)
= (x - 4"

=(x-4)-(2x—8)-(x2—8)<+12)-2_ 8

(x -4y T (x- 43

f@=12f@=0rf@=2=-1<0
= G; hat den Hochpunkt (2|1)

f(6)=9 Af’(6)=0/\f”(6)=§=1 >0
= G; hat den Tiefpunkt (6 9)

Da die 2. Ableitung einer
Funktion die Krimmung des Graphen G; beschreibt,
verlduft G an einer Stelle x,, an der f” den Wert Null
hat, fast geradlinig:

An einer Stelle x,, fiir die  imT

f7(xo) = 0 ist, besitzt G¢ei-

y
nen Flachpunkt. Andert G
sich in einem Flachpunkt
das Kriimmungsverhal-
ten von G¢, so ist der
g Flachpunkt

Flachpunkt gleichzeitig
ein Wendepunkt:

) X
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Wendepunkt Hat f” an der Stelle x,

eine Nullstelle mit Vor-
y zeichenwechsel, so hat
G¢ den Wendepunkt
Wendepunkt %o/ (Xo)-
£7(x0) = 0 A £7'(Xo) # 0
/ G; = Gy hat bei x, einen
r Wendepunkt.

durchdringtdie Tangente
den Graphen Gg. Verlduft
diese so genannte Wen-
detangente horizontal,
so ist der Wendepunkt ]
ein Terrassenpunkt:

y

Terrassenpunkt

\G

f(x) =0 A £77°(%g) # 0 A £7 (%) = 0 = Gghat bei x,, einen
Terrassenpunkt.

Jeder Terrassenpunkt ist also ein Wendepunkt, und
jeder Wendepunkt ist ein Flachpunkt; die Umkehrung
gilt nicht.
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Beispiel 4: Untersuchung des Kriimmungsverhaltens

einer Polynomfunktion

f: R—R, x~—-y=%x"—§x3+5

f: [R—-lR,x~-y=§x3—2x2

f: R—=R, x—y=2x2-4x=2x(x - 2)

') =0 = x=0vx=2; f(0)=5, f(2)=25
£(0)=0, f(2)=-2%2+0

x<0 x=0 0<x<2 Xx=2 X>2
f7(x) + 0 = 0 ™
G linksgekrimmt | ToTasen” rechtsgekrimmt Seacilias firksgeiaimmit
! " punkt (0] 5) = punkt (2123) !

Wendetangente in (2 2%\,:

=-Sx+t
23=-3.2+4t = t=73;

=-3x+73 ‘ ;‘
horizontale Wendetangente in (0|5): y=5 i w‘
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Beispiel 5: Untersuchung des Kriimmungsverhaltens
einer Polynomfunktion

1 2
fER= R, x=y=2x = 2x% +x
f: R~R, x—y=2x3-2x2+2x

SPEZIALTHEMA n

Typische Aufgabenstellungen
zur Differenzialrechnung |

Steckbriefaufgaben
e R=R, x—y=2x2-4x+2=2(x2-2x+1) ‘

|
|
i = 2(x = 1)? Ein einfaches Beispiel solcher Aufgaben findet sich be-
. = =t Fy = reits auf der Seite 34. Inzwischen kénnen die Aufgaben
; Rt aber nicht nur Informationen etwa iiber die Nullstel-
" s len der gesuchten Funktion enthalten, sondern auch |
i st x=1 | x>1 tiber Hoch-, Tief-, Terrassen- und andere Wendepunkte ‘
«; £(x) + o] + ihres Graphen. Die gegebenen Informationen miissen
e in Gleichungen tbersetzt werden; hierfiir gilt:
: G; | linksgekriimmt ardy linksgekriimmt

Der Flachpunkt ist kein Wendepunkt:

: ; : P(alb) liegt auf G; =f@)=b
‘ - I
f”hat bei x,=1 eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechse f hat Nullstelle x, o f(xg)=0
Tangente an Gy in (1 ‘ %) G;hatin P(al...) die Steigungm <« f'(@)=m
‘; : ’ G hat Tiefpunkt P(a] ...) =f(@)=0
‘ M=l G; hat Hochpunkt P(a] ...) =f(a)=0
% %-’I +t = t=—%,- G¢ hat Terrassenpunkt P(al...) =f@)=0Af"@)=0
| G; hat Wendepunkt P(a] ...) =f"@@)=0
Yialigs
2k
: G; o Dabei ist zu beachten: Nicht alle Informationen wer-
, i / den dquivalent iibersetzt; z.B. ist die Ubersetzung fiir
// ~Hochpunkt” die gleiche wie fiir , Tiefpunkt*!
G Vi

Die ermittelte Funktion ist abschliefend also darauf-
hin zu iiberpriifen, ob sie wirklich alle geforderten
Eigenschaften besitzt.



Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades geht durch den
Punkt (-1]0) und hat den Wendepunkt (5] 2); die Wende-
tangente hat die Steigung -1.
Ansatzz  f(x)=ax®+bx2+cx +d

f(x) =3ax?+ 2bx + ¢

f'(x) = 6ax + 2b

G fEn =0 " —a+xb-c+d=0

2 fGB)=2: 125a +25b +5c+d=2
3) f(5)=0: 30a+2b=0

4) f'(5)=-1: 75a+10b+c=-+1

Losen dieses Systems von vier Gleichungen fiir die vier
unbekannten Koeffizienten des Polynoms ergibt:

a=_ b= 5c=%,d=64 also:

=57, b=-5, 27
f(x) =%x3 -%xz +1—96—x + % = %(x3 - 15x2 + 48X + 64)

Die Diskussion zeigt, dass die ermittelte Funktion die gefor-
derten Eigenschaften tatsachlich besitzt

H SPEZIALTHEMA SPEZIALTHEMA E

Beispiel 1: Ermittlung einer Polynomfunktion Beispiel 2: Ermittlung einer rationalen Funktion

Eine gebrochen rationale Funktion f soll die folgenden

Bedingungen erfiillen:

= fhat an der Stelle -2 einen Pol ohne Vorzeichenwechsel

= fhat 3 als einzige Nullstelle

= fhat an der Stelle -7 einen Pol mit Vorzeichenwechsel

e esgilt lim f(x)=5

X—te

Diesmal ergibt sich der Funktionsterm von f mit Hilfe der ta-

bellarischen Zusammenfassungen auf den Seiten 48 und 52:

(1) Das Nennerpolynom muss den Faktor (x +2)* mit
geradzahligem g, enthalten.

(2) Das Zahlerpolynom muss den Faktor (x - 3)" mit neN
enthalten.

(3) Das Nennerpolynom muss den Faktor (x +7)% mit unge-
radzahligem q, enthalten.

(4) Der Grad des Zahlerpolynoms muss gleich dem Grad des
Nennerpolynoms sein und der Koeffizient der héchsten
Potenz des Zahlerpolynoms muss 5-mal so grof3 sein wie
der Koeffizient der hochsten Potenz des Nennerpoly-
noms.

Daraus ergibt sich die folgende mogliche Losung:

5l (k=3 508 —9x%+ 27X = 27)

= v 27+ 7~ s+ 32x+ 28

Ware zusatzlich verlangt, dass G; das stetig schliefibare Loch
(6]...) besitzt, so ware eine mogliche Losung:

5L By (x5

0= 27 6D -8
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Extremwertaufgaben

Beispiel 4: Maximieren eines Rauminhalts

Aus einem 120 cm langen Draht soll ein Kantenmodell
eines Quaders hergestellt werden; dabei soll die Lange
des Quaders dreimal so grof3 wie seine Breite sein und der
Rauminhalt grofitmaoglich werden.

Hierbei handelt es sich um eher anwendungsbezogene
Aufgaben aus der Geometrie, der Physik oder der Wirt-
schaft, bei denen Art und Lage eines Extremums zu
ermitteln sind. Die Vorgehensweise wird anhand von

Beispielen erldutert.

Beispiel 3: Minimieren eines Oberflacheninhalts

Eine Konservendose von der Form eines geraden Kreiszylin-
ders habe das Volumen V. Wie muss man den Grundkreisra-
dius r und die Hohe h wahlen, damit bei der Herstellung der
Dose moglichst wenig Blech verbraucht wird?

Minimiert werden soll also die Zielgréfle ,Oberflacheninhalt”:

S=2mr?+2mrh

Nebenbedingung ist: V = 1rr? - h; daraus folgt: h = %
Damit ergibt sich die Zielfunktion:

21'rr \ 2V

St S(D=2m ta =gt

S(r) 4rr-2Y, —S(r) 1m+-

21d2

2V

S(r) ()= 4nr—— o B=2L .

3
4rr! \

e
V2T
2
'j?z S(r) >0 firalle reR*; das Extremum ist also tatsach-

||Ch ein Minimum.

Ergebnis: der Blechverbrauch ist minimal, wenn Durchmes-
ser und Hohe der Dose libereinstimmen.

(Interessant ist der Vergleich des Ergebnisses mit den
Abmessungen von Dosen des Europaformats ,e 425 oder
,€850” welche 425 cm? bzw. 850 cm? fassen!)

Sei x die Breite des Quaders in cm; dann ist 3 - x seine Lange
in cm, und es gilt die folgende Nebenbedingung:
4-(3x+x+h)=120
4x+h=30
h=30-4x;
damit ist auch die Hohe h des Quaders durch x ausgedriickt.

Zielfunktion:
Vix—y=3x-x-(30-4x)=3x>-(30-4x)=90x2-12x3

Definitionsmenge der Zielfunktion ist ]0; 7,5[

V'(x) = 180x - 36x2 = 36x(5 - X)
V"(x) =180 - 72 x=36(5 - 2x)
V(xX)=0 = x=5 (x=0&D)

x=5= 3x=15 h=10
V(5)=90-25-12-125=750
(oderV(5) =5 -15 - 10 = 750)
V(5)=36-(5-2-5)=36-(-5)<0

Ergebnis: Der Quader hat den maximalen Rauminhalt
750 cm?, wenn er 15cm lang, 5¢cm breit und 10cm hoch ist.
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Séatze iiber differenzierbare Funktionen

Monotoniekriterium -> S. 87
Satz von Rolle —> S.87
Mittelwertsatz > S. 88
Regeln von L'Hospital —>- S. 88

Trigonometrische Funktionen

¢ Eigenschaften der Sinus-, Kosinus-
und Tangensfunktion -» S.90

e Ableitung der trigonometrischen
Funktionen -> S.91

Form- und Lageverdnderungen der Sinus- und Kosinus-
kurve

¢ Allgemeine Sinus- und Kosinusfunktion
> 5.9

e Amplitude, Periode, Phasenverschiebung
> 5.91

Satze liber differenzierbare Funktionen | 87

Monotoniekriterium

Funktion f (vgl. Seite 27) ldsst sich fiir den Fall, dass f
auf einem Intervall I = D¢ differenzierbar ist, folgender-
mafRen fassen:

Das Monotoniekriterium fiir die Umkehrbarkeit einer H

Ist f'(x) >0 furalle xel oder f'(x) <0 fiiralle x€I,
so ist f in I umkehrbar.

Wichtig ist, dass der betrach-
tete Bereich tatsdchlich ein zu-
sammenhdngendes Intervall
ist. So ist z.B. die Funktion f,
deren Graph in der Abbildung
skizziert ist, nicht umkehr-
bar auf ihrer Definitions-
menge, obwohl f’(x)>0 fiir
alle xeDy; denn Dy ist keine
zusammenhédngende Menge!

Satz von Rolle

Ist f eine Funktion, die im Intervall [a; D] stetig und im
Intervall |a; b[ differenzierbar ist, und gilt
f(a)=1f(b)=0, y
so existiert mindestens eine
Stelle
XoE€la; b, fiir die gilt:
f(x0) =0
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Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ist der Mittel-
wertsatz.

Mittelwertsatz

Ist f eine Funktion, die im Intervall [a; b] stetig und im
Intervall Ja; b differenzierbar ist, so existiert mindes-
tens eine Stelle x, €]a; bJ, fiir die gilt:

_fb)-f(a)

(xo) =~z oder f(b)=f(a)+(d-a)-f(x) ()

Anschaulich bedeutetdies, dass y
die Tangente an Gy in (X, |f(xo)) PSR S  <
parallel zur Sekante PQ ist. b i
Mit b-a=th
lautet die Gleichung (¥): oy A
f(a+h)=f(a) +h-'(x)
oder, wegen a<X,<b
fla+h)=f(a)+h-f'(a+8-h)
mit 9€]0; 1]

Sekante

Regeln von L'Hospital

a) Sind f und g zwei Funktionen, die an der Stelle x,
stetig und in einer Umgebung von X, differenzierbar
sind, und ist f(x,) = g(x,) =0, so gilt:

fiig S i )
x—% 8(X) " x=%, (%)

b) Sind fund g zwei Funktionen, die in einem Intervall
|a; o[ differenzierbar sind, und ist

Satze liber differenzierbare Funktionen I 89

hmf(x = hm g(x)=0, so gilt:

: @ o ()
lim o5 = i g0

(Eine vollkommen analoge Regel gilt fiir x—-c.)

¢) Sind f und g zwei Funktionen, die in einer Umge-
bung von x, differenzierbar sind, und gilt [f(x)|—
flir x—x, und |g(x)|— fiir x—x,, so gilt:
fx) f'(x)

Mem MK
d) Sind fund g zwei Funktionen, die in einem Intervall
|a; o[ differenzierbar sind, und gilt |f(x)|—o fiir x—c
und |g(x)|—e fiir x—, so gilt:

f(x) f'(x)

lim — 2 = lim
e~ i)

Beispiele

f)=x*-2x+1,  f(N=0
g(x) =x"0-x% gM=0
f(x) = 4x3 - 2; =2
g'(x) =10x° - 2x; g =8
Nach Regel a) ergibt sich: _fim % lm ;((XX’) ;((11’) -2.1
Die Berechnung dieses Grenzwerts mit Faktorzerlegung
ware erheblich mithsamer gewesen:

i f(x) =i x“-2x+1=| x=1-03+x2+x-1)
Ser SRR e S T e K= xR L)

i XEHXEr =i S SN beeil;

iy 1x9+x3+ e R PR | 4

=
T8




9o|

Analysis - Differenzialrechnung

Trigonometrische Funktionen

PFUNKTIONY Als trigonometrische Funktionen bezeich-

net man:

e die Sinus-Funktion " G G
sin: R—R, x—y=sinx e e i

e die Kosinus-Funktion BZAREES

® cos: R—R, x—y=cosx : ;
die Tangens-Funktion I i o
tan: R\((2k+1)-5 kez)-R, ’ J

x—y=tanx =% ) }: Gian ||
sin und cos haben die Werte- / s :
menge [-1;1]. Ihre Schwin- , .
gungsweite oder Amplitude /T 1/ ﬁ .
ist 1.
Die Wertemenge von tan ist | i f
R.

Die Werte der Sinus- und der Kosinus-Funktion wieder-
holen sich immer im Abstand 2m; dies ist die Periode:
sin(x + k-2m) =sinx; cos(x + k-2 m) = cosx; keZ.
Die Periode der Tangens-Funktion ist m:

tan(x + k- ) =tanx; keZ

Die Sinus- und die Tangens-Funktion haben die Null-
stellen k-m=2k - 5; keZ. Die Kosinus-Funktion hat die
Nullstellen (2k + 1) -%, keZ. Wegen tanx = S1X ing
dies die Definitionsliicken der Tangens-Funktion; diese

sind Polstellen mit Vorzeichenwechsel von + zu —.

Sétze iiber differenzierbare Funktionen

Wegen cosx = sin(x + %) fiir alle xeR entsteht der
Graph der Kosinus-Funktion aus dem der Sinus-Funk-
tion durch Verschiebung um % nach links.

 ABLEITUNG DER TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN | Wich-
tiger ist folgender Zusammenhang zwischen sin und
cos:

i« SC— . d R
dx S1Nn X = COS X, ax COSX =-SIn X

Nach der Quotientenregel folgt fiir die Ableitung der
Tangens-Funktion:

d cos?x +sin?x 1
——tanx= =
dx cos’x cos?

==l +tan?x

Weiter errechnet sich nach der Regel von L'Hospital
(vgl. Seite 88) ein wichtiger Grenzwert:

lim 8% = ¢

X¥0

Form- und Lagednderungen der Sinus- und Kosinus-
Kurve

PALLGEMEINE SINUSTUNDIKOSINUSFUNKTIONY Sic hat die

Form
x—y=a-sin(b-(x+c))+d;
fiir die Kosinus-Funktion gilt alles vollig analog.

| AMPLITUDE, PERIODE, PHASENVERSCHIEBUNG o becin-
flusst die Schwingungsweite der Sinuskurve: die Am-
plitude ist |a|.
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b beeinflusst die Frequenz der Sinuskurve; die Periode

ist %.

¢ heilt die Phasenverschiebung der Sinuskurve: der
Graph ist gegentiber dem Graphen von X—y = sinx
um | c| verschoben, und zwar fiir ¢ >0 nach links, fur
¢ <0 nach rechts.

Auch d bewirkt eine Verschiebung: der Graph ist ge-
gentiber dem Graphen von x~y =sinx um |d| ver-
schoben, und zwar fiir d >0 nach oben, fiir d <0 nach
unten.

fix—y=2sin(2x +Z)+1=2sin(3(x+ 7)) +1;

Stammfunktion und Integralfunktionen

Analysis - Integralrechnung

Stammfunktion und Integralfunktionen

QUICK-FINDER

Stammfunktion
e Begriff der Stammfunktion -> S. 94

Unbestimmtes Integral
e Begriff des unbestimmten Integrals > S.95
e Grundintegrale -> S.96

Bestimmtes Integral

e Streifenmethode -» S.97

e Begriff des bestimmten Integrals -» S. 98
e Grenzwert der Untersumme -> S. 99

e Grenzwert der Obersumme -> S.100

Integralfunktion
e Begriff der Integralfunktion > S.101

e Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung (HDI) > S.101

e Integrationsformel ->- S.102

e Regeln fiir das bestimmte Integral -> S.104

93
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Stammfunktion

| BEGRIFF DER STAMMFUNKTION
f: R=R, x—~y= %x’-, hat die Ableitung
f': R=R, x~»y=3x;
umgekehrt konnte f durch Ableitung aus der Funktion
F: R—R, x—~y=3x°
entstanden sein; F nennt man dann eine Stammfunk-
tion von f. Allgemein definiert man:

Sind fund F auf einer gemeinsamen Menge D definiert
und ist F in D differenzierbar mit F'(x) = f(x) fiir alle
x €D, so heiRRt F eine Stammfunktion von fin D.

Da die Ableitung der konstanten Funktion Null ist, gilt
der Satz: Die Differenz zweier Stammfunktionen
derselben Funktion ist eine konstante Funktion.

Beispiel 1: Nachweis fiir Stammfunktion

Zeige, dass
F:R—R, x—F(x)=Vx2+1
eine Stammfunktion von

[ o Sy KR XM Tt
f: R—=R, x—f(x) T ist.

, 1 X =
= - = = =
F'(x) e Ix= f(x) furallexeR

Stammfunktion und Integralfunktionen | 95 '

Beispiel 2: Differenz zweier Stammfunktionen
Zeige, dass auch G:R— R, x— G(x) = 1—% eine
Stammfunktion von f ist! %
Zum Nachweis konnte man G ableiten; man kann aber auch
zeigen, dass sich G(x) von F(x) nur um einen konstanten
Summanden unterscheidet:
p o 2

FOO-G=Vx2+1 - —2—

s g 1+Vx2+1

VAT~

1+ +1
I s A XA
= = == const:
1+ +1 T+ Vx2+1

Beispiel 3: Ermittlung einer Stammfunktion

Bestimme diejenige Stammfunktion H von f, deren Graph
den Punkt (V3 |-1) enthélt

Ansatz: HX) =F(x)+ C=Vx2+1+C

Bedingung: H(V3)=-1,d.h.v3+1+C=-1;
C=-1-2=-3

Ergebnis: H(X)=Vx2+1-3

Unbestimmtes Integral

Unter dem un-
bestimmten Integral [f(x)dx einer Funktion f versteht
man die Menge ihrer Stammfunktionen:

[f(x)dx = {F|F'(x) = f(x)}.

Da die Differenz zweier Stammfunktion derselben
Funktion f konstant ist, gilt:

Jf(x)dx ={x~F(x)+c|ceR}
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Dafiir ist die folgende einfachere Schreibweise tiblich:
[f(x)dx=F(x)+c

(Diese Gleichung ist aber keine Gleichung im algebra-
ischen Sinn, sondern sie soll lediglich zum Ausdruck
bringen, dass (F(x)+ c)’ = f(x) ist.)

G E Aus den bisher bekannten Ablei-
tuncsreoeln (vgl. Seiten 64 und 91) ergeben sich folgen-
de Grundintegrale:

f(x) [f)dx
10 nid i i
X2 S iR X AT fir neR\{-1}
sinx -Ccosx+c
Cos X sinx + ¢
12 tanx +c
COS“X
1 et
TR tanx T €

Weiter gelten folgende allgemeine Regeln:
[k-f(x)dx =k-[f(x)dx (k+0) und
Jf+g(x)dx=[f(x)dx+ [g(x)dx.

Beispiel 4: Unbestimmtes Integral einer Polynom-
funktion

Das unbestimmte Integral der Polynomfunktion

f:R—R,x—y =513 - 3x2 + 5 ist

Jfo0dx=2x¢ - Ixd +5x+

Stammfunktion und Integralfunktionen

Bestimmtes Integral

METHODE Ausgangspunkt fiir die Definition
des bestlmmten Integrals ist das Problem, den Inhalt
der Fliche zwischen der x-Achse und dem Graphen ei-
ner auf[a; b] definierten Funktion f zu bestimmen. Man
wdhlt eine Zerlegung des Intervalls [a; b] in n Streifen:
A=X)<X; <Xy <...<Xp_ 1 <Xp=Db;
die Breite des i-ten Streifens ist
AX; =X - X;_1-
Weiter wdhlt man in jedem Streifen eine Stiitzstelle
& €[x;-1; xi]. Die Skizze zeigt ein Beispiel mit einer auf
[a; b] positiven Funktion fiir n=4.

y

Gy

Die Fliche zwischen der x-Achse und G lidsst sich nun
anndhern durch die folgende Summe von Rechtecks-
flichen:

£(81) - (X1 = X) + £(85) - (X2 = Xq) + ... + £(&y) - (X = Xp) =
=£(81)- A%y +£(5)- Axy + ...+ £(E,)- Ax

=5 f(g) Ax

n

7 |
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] Ist fauf|[a; b] we-
mostens abschnlttswelse stetig, so ist die Anndherung
umso besser, je groRer die Zahl n der Streifen ist; beim
Grenziibergang n—c muss allerdings die Linge Ax;
des breitesten Streifens gegen Null gehen. Existiert un-
ter dieser Bedingung

lim Z f(&)-Ax;

n—-«i=1

SO helfSt f iiber [a; b] integrierbar und man nennt
If(x dx = lim Z £(E)-AX;

das bestlmmte Integral von fiiber [a; b].

Die Funktion f, iiber die integriert wird, heifSt Inte-
grand oder Integrandenfunktion.

Integrierbar sind alle auf [a; b] wenigstens abschnitts-
weise stetigen Funktionen, insbesondere alle auf [a; b]
stetigen Funktionen. Da alle differenzierbaren Funk-
tionen stetig sind (vgl. Seite 63), gilt:

Differenzierbarkeit = Stetigkeit = Integrierbarkeit

Beispiel 1: Anwendung der Streifenmethode auf eine
quadratische Funktion

Gesucht ist der Inhalt der Flache zwischen der x-Achse und
dem Graphen der Funktion

f: [1,4]= R, x—y=1x
Am einfachsten ist es, das Intervall [1; 4] &quidistant, das
heift in n Streifen gleicher Breite zu zerlegen; jeder Streifen
hat dann die Breite:

b=a _4=4_3
B mE one
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Grenzwert der Untersumme

Als Stiitzstellen werden die
linken Rander der Streifen
gewahlt, also

&1 = Xor &= X4y +our &0 = Xr—q

da f auf [1; 4] streng mono-
ton wachsend ist, ist die
Summe der Rechtecks-
flacheninhalte sicher kleiner
als der gesuchte Flachen-
inhalt, und man spricht von
einer Untersumme:

3ex=1
L x=2—
tmx=3

X

So=fE) -2 +F(E)-2+6(E) -3+ ... +f()-
=(fn+f(1+2)+5(1+2.2)+

=(fﬂ) f{n )+f(n+3 2) ”+f(n+3-(n—‘1)\).%

Slw

--+f(1+%'(n—1)ﬁ)-%

L (n+3)2 (n+3-2)2
= nz =2 kj

=4i'(n2+(n+3)2+(n+3-2)2+...+(n+3.(n-1))2)

L0*30-D2) 5
2 2 =

=,m3 (N2+n2+6n+9+n2+2-6n+4-9+ .

+n2+(n-1)-6n+{n-1>2-9)
=ﬁ'(n2'n+6n-(1+2+...+(n—1))
HO A4+ (=1

R n=)rn (h-70-n-@2n-1)
e (n +6n 3 +9- g =
2L EA5 9

4 8n 8n?

2 1
I|ms & SZ

l
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Grenzwert der Obersumme
Als Stiitzstellen werden die W

rechten Rander der Streifen y
gewahlt, also

=X = o Gy X

diesmal ist die Summe der
Rechtecksflacheninhalte
grofier als der gesuchte
Flacheninhalt:

|
|
|
~ =
< oy
wF w5

Obersumme

S,=(f1+2)+£(1+43-2) +

=2 meen-(1+2+ .. 4M*9-(14hr . +nD)
=ﬁ_(n3+6n'n(n2+1)+9_n(n+1)6(2n+1))
TR

msn=%=5%

4
Ergebnis: szdx = 5%
%

Wie man an diesem Beispiel sieht, kann die Berech-
nung bestimmter Integrale nach der Streifenmetho-
de recht mithsam sein. Erfreulicherweise geht es auch
einfacher; dazu ist zunichst jedoch noch etwas Theo-
rie erforderlich.

Stammfunktion und Integralfunktionen

Integralfunktion

| Betrachtet man die
obere Integrationsgrenze des bestimmten Integrals
b

[fvat

a
als variabel, so erhéilt man eine neue Funktion
ff dt;

diese Funktion heift eine Integralfunktion von f.

F: x~F(x

Offensichtlich ist
F(a)=[f()dt=0

das heil’t eine Integralfunktion hat — mindestens — an
der unteren Integrationsgrenze eine Nullstelle.

| Wichtiger ist aber, dass man mit Hilfe des Mit-
telwertsatzes (vgl. Seite 88) den folgenden Satz bewei-
sen kann:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI):

2 [fydt =0 (fir f stetig)

In Worten heiRt dies, dass jede Integralfunktion F einer
stetigen Integrandenfunktion fdifferenzierbar ist und
dass ihre Ableitung F’ gleich der Integrandenfunktion
fist. Die Integration ist also sozusagen die Umkehrung
der Differentiation. Oder:

101
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Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f
ist eine Stammfunktion von f. (*)

Daraus ergibt sich ein recht einfaches Rezept zur Be-
rechnung bestimmter Integrale:

b
i Ist ff(t)dt gesucht und ist
a

stetig, also integrierbar, so bestimmt man eine Stamm-
funktion F von f;

X

x—*J'f(t)dt = F(x) + ¢, mit geeignetem c,€R ist eine
a

Integralfunktion von f, und es gilt:

a
[f(t)dt=F(a)+c,=0 = c,=-F(a); alsoist
a

b
J-f(t)dt =F(b) + ¢, = F(b) - F(a) = [F(x)]}

b
Das bestimmte Integral jf (x)dx tiber eine stetige Funk-
a

tion f zwischen der unteren Grenze a und der oberen
Grenze b ist also gleich der Differenz F(b) - F(a) der
Funktionswerte einer beliebigen Stammfunktion F
von f:

Integrationsformel:

b
[t dx = F(b) - F@) =: [F(012

Stammfunktion und Integralfunktionen | 103

Beispiel 2: Bestimmtes Integral iiber eine quadrati-
sche Funktion

2 3l
f: R=R, x—y=2x hatF: R—R, x~y=%x3, als Stamm-

funktion; also ist
4

A2 =[1 3}"_1, 3 g BA=d 63 091
Lxdx 12X =1 4-ﬁ~1 T e T

(Vgl. Beispiel 1, Seite 98f.)

Beispiel 3: Bestimmtes Integral iiber die Sinusfunk-
tion

Beispiel 4: Integralfunktion der Wurzelfunktion;
Beispiel zum HDI

X X
X X
Vidt= [tadt=|—— - t2*! -[Z 3] cdag 203
zf 2f o t}3t223’“322
2
o2 B2 s 3 412
3 Vx 3 \8—5'\X B
=2 F00);

Bemerkung: Der Kehrsatz von Satz (*) ist falsch, d.h.:
Nicht jede Stammfunktion einer stetigen Funktion f
muss auch eine Integralfunktion von fsein. Eine Inte-
gralfunktion von fmuss nimlich mindestens eine Null-
stelle besitzen.
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Beispiel 5: Zusammenhang zwischen Integralfunktion
und Stammfunktion

J2xdx=x2+¢c, ceR,
ist die Menge aller Stammfunktionen von f:x—y =2x.
Fiir ceR* haben diese Stammfunktionen keine Nullstelle,
sind also keine Integralfunktionen von f. Integralfunktionen
von f sind nur diejenigen Stammfunktionen

F:x—y=x%+c, fiir die cER;ist.

| Aus der Inte-

b
grationsformel ff(x)dx, dem HDI und den entspre-

chenden Ableitungsregeln folgt:

b a
Jt0dx = -[fx)dx

a b

fteodx=0

b b
Jk-foodx =k- [fx)dx

C b c
Jfodx = [fxdx + [fdx
a a b

b b b
f(f+g)(X)dX=ff(x)dx+Ig(x)dx

Ist f(x)<g(x) furalle x&[a; b, so gilt:

b b
If(x)dx < _[g(x)dx
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Flacheninhaltsberechnung

QUICK-FINDER

Flache zwischen Graph und x-Achse

e Zusammenhang zwischen Flicheninhalts-
berechnung und Berechnung des bestimmten
Integrals > S.106

Flache zwischen zwei Graphen

* Regel fiir die Berechnung des Flicheninhalts
zwischen den Graphen zweier Funktionen
> S.107
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Flache zwischen Graph und x-Achse
| ZUSAMMENHANG ZWISCHEN FLACHENINHALTSBERECHNUNG
- UND BERECHNUNG DES BESTIMMTEN INTEGRALS

b
Jfx)dx

gibt nur dann den Inhalt der Fliche zwischen der x-
Achse und G;und zwischen den Geraden mit den Glei-
chungen x = a und x= b mit b > a wieder, wenn f
auf [a; b] positiv ist.

b
Ist f auf [a; b] dagegen negativ, so hat auch ff(x)dx

einen negativen Wert, und der Inhalt des betreffenden
Fldchenstiicks ist

b b a
[fx)dx = —Jf(x) dx =bjf(x) dx

Ist also nach dem Inhalt der Flache zwischen dem Gra-
phen einer Funktion f und der x-Achse gefragt, so ist es
am einfachsten, die Nullstellen von f zu ermitteln und
dann - unter Beachtung des Vorzeichens - jeweils von
Nullstelle zu Nullstelle iiber f zu integrieren.

Flicheninhaltsberechnung |107

Beispiel 1: Inhalt der Flache zwischen einer kubischen

Parabel und der x-Achse

f: R—=R, x—y=x>+2x2-3x
=x(x2+2x -3) y
=X(x-1N(x+3) G;

| x<-3 | x=3 | -3<x<0|x=0]0<x<1|x=1]x>1
e e e B el BN B

0 i
A= [f)dx - [fx)dx
=3 0

0 0
= [rodx + [f0dx
=3 1

s Zs_ézJ" a2 a0
[4x O8] tlaxieax

e d)el-1)

Flache zwischen zwei Graphen

| SCHEN' DENGRAPHEN'ZWEIER FUNKTIONEN| Der Inhalt

der Fliche zwischen den Graphen zweier Funktionen f
und g im Intervall zwischen x=a und x=b ist

b b b
Jidx-Jgdx=[(f-g)(x) ax,

a

allerdings nur, solange f(x) > g(x) fiir alle x&[a; b].
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Am .elnfachsten ist es, die Beispiel 3: Verhaltnis zweier Flacheninhalte

Schnittstellen von Gy und G,
zu ermitteln und dann jeweils
von Schnittstelle zu Schnitt-
stelle zu integrieren und dabei
jeweils zu berticksichtigen, ob
G¢ oberhalb oder unterhalb
von G liegt.

Gegeben ist die Funktion s
f: R=R, x—=y=45-5=20-x=16+0E-x.

a) Gesucht ist der Inhalt des rechts von der y-Achse liegen-
den Flachenstiicks, das von G; und den Koordinatenachsen
begrenzt wird.

3 3
Ages = [f0dx = [100 - xddx = §[ox - 1o
0 0

| =3@7-9-9

Beispiel 2: Flacheninhalt zwischen Sinus- und Kosinus-

i b) In welchem Verhaltnis teilt der Graph von

g: R—R, x—y= %x
das in a) beschriebene Flachenstiick?

Gg schneidet G; im 1. Quadranten im Punkt (2| 2,5), und fiir
alle )2(5 [0; 2] ist f(x) = g(x); also ist

= [¢- @ xdx v
0

Gesucht ist der Inhalt
der Flache zwischen
den Graphen von

f: x—y=sinx und
g: X—y=Cosx

im Intervall zwischen 5
=0 und x=2m (i
X 6[5(9 xz)—fxldx G
m L [ g
T 4 1 1 5
=9 =53] —= }
A= f(cosx-smx)dx+f(smx cosx)dx 2 ER A
3 i =iAla st )=
Zjl:r 2 3 8
+ ) (cosx - sinx)dx =g 2o
2 37327 %%
» 4 sn \\
= [sinx + cosx]; + [-cosx - sin x]; + [sinx + cosx];f' Ay=Ag - A ‘\
5 T el 1. 55
VI 2 JDIoN NS L 2,2 =lgip o0 X
~\F+E 1) (Z+ T +2)+ (14242 e
flieo b 34928
A:Ay=57:32=31.Z

=(v2-1)+2v2 +(V2 +1) = 4V2 = 5,6569
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X
Analysis - Integralrechnung In: R"=R, x—y=1Inx=log.x =lf% dt

In heif3t natiirliche Logarithmusfunktion.
Logarithmusfunktionen }

i Thre Basis ist die Eulersche Zahl |
e; dies ist diejenige reelle Zahl, fiir die gilt:
1

Ine= f%dt= 1.
]

Die Zahl e lisst sich als Grenzwert berechnen:

Natiirliche Logarithmusfunktion

B 1\n
e Definition > S.110 e—llﬂk1+ﬁ}

o FEulersche Zahle —> S.111 e =2,71828182845... ist eine irrationale Zahl

e Grenzwerte > S.112
Eigenschaften der natiirlichen Logarithmusfunktion

Allgemeine Logarithmusfunktion

¢ Eigenschaften der allgemeinen Logarithmus-
funktion -> S.112

= Definitionsmenge D,, = R*
In hat die Nullstelle x =1
» Wertemenge W,, =R

o In()—o fir x—+o; [n(x)—-% fir x>0 IH
- In@-b)=InG@) +In(b) i
¢ Ini=Ina-Inb

Logarithmische Integration
e [ogarithmische Integration > S.113

Spezialthema: Beispiel einer Kurvendiskussions- > Ina’=bh- Inx a
aufgabe > S.115 = In'(x) = ;—xﬁdt =1, Inistauf R* differenzierbar und
damit stetig

Natiirliche Logarithmusfunktion In"(0) > 0 i

— fiiralle xeR* i‘ !

DI ITION  Die Integrationsregel = Iniststreng T7

[xtdx = nl 7-X"+1+c gilt fiir alle reellen Werte von monoton zu- o]
n mit Ausnahme von n=-1. nehmend
Die Funktion f: R\{0}-R, x—y=x"1= % ist jedoch - Graph: ‘ '

stetig und damit integrierbar, und so ist es sinnvoll, die
folgende Integralfunktion zu definieren:
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B Hiufig benotigt werden die folgen-
den Grenzwerte die sich mit Hilfe der Regeln von
L’'Hospital (vgl. Seite 88f.) berechnen lassen:

Inx

lim(x-Inx) = hm—l— = 11n1% =1lim(-x) = 0;
x>0 x20 = x20— X320
1 X *
lim 2% = lim % m% 0
X—=n X —%

Verallgemeinert gilt: hm lnx =0 fiiralle n>0.

Die In-Funktion wachst fur x—o weniger stark als jede
beliebige Potenzfunktion mit positivem Exponenten.

Alligemeine Logarithmusfunktion

Logarithmusfunktionen gibt es nicht nur zur Basis e,
sondern auch zu anderen Basen beR*\{1}.
Wegen y=log,x < bY=x < Inb¥=Inx

& y-Inb=Inx gilt:

log, X=In_x
R

Von Bedeutung sind insbesondere
e der Zehnerlogarithmus (dekadischer Logarithmus):
bt _ Inx
lgx:=1og X =119
e der Zweierlogarithmus (bindrer Logarithmus):

Inx

Ibx: =log, x = 1n2

Logarithmusfunktionen

Die Ableitung der allgemeinen Logarithmusfunk-
tion

logy: R*~R. x~y=logy,x ={2%, beR"\{1}, i
d , 1
alogb.lR*—‘rR, X’-'y':m

Graphen verschiedener Logarithmusfunktionen

Logarithmische Integration

| : [TEGRATION " Ist f:I-R, x~y = f(x)
cl1ffe1enz1erbar und hat f aqu keine Nullstellen, so ist
die Funktion

g: I-R, x—In|f(x)|
wohldefiniert und differenzierbar:
' (X) = 4y (In|£(x) ) = & {In[f(x) - sgn (£(x))]}
_ 1
= ) sanr) L (%) sen(f(x)) +0-f(x)]

_f®sen(fx) £ _ - F®)
= ) senfw) — T = J oo X =1n[f(x)]| +c

| 13
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Das bedeutet: Wenn beim Quotienten zweier Funktio-
nen der Zihler gleich der Ableitung des Nenners ist,
dann ist der natiirliche Logarithmus des Nennerbetrags
der Funktionsterm einer Stammfunktion des Bruches.

Beispiel 1: Logarithmische Integration

e
[-Z_dx=[InIx2+1]]2=1In|e*+1] - In|1]|
0X2+1 L 3 0

=In(e?+1)

Beispiel 2: Logarithmische Integration

-

2x o ok 2 Lo
Xz_gdx—zllnlx i

In[1-91-In[0-9D =7 (n8~1n9)

Beispiel 3: Logarithmische Integration

ftanxdx = [SNX qx = -[Zoexdx = -In|cosx| +

Sy
=
~
1 '><
=)
Q.
>
1}

]
—~ ©

N2 N2 N[
=3
o

SPEZIALTHEMA E

Beispiel einer Kurvendiskussionsaufgabe |

Diskussion einer Logarithmusfunktion

Gegeben ist die Funktion |

: SR, x=y=d e n——28
f' Dmax IR,X y 4 Inx1_8x+25.

a) Bestimme D,,,! I
AN e I S NG - 3 *
F) =4-In 58— = 4-(In18 - In(x? - 8x + 25)) |
X2-8x+25=x2-8x+16+9 |

r =(x-4)?+929>0 firalle xeR |

=% Dmax= rR

b) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte von G; mit
den Koordinatenachsen!

f(0)=4-In22=4-In072=-131;

Schnittpunkt von G; mit der y-Achse: (0]4 In0,72)

Nullstellen: - s ‘

LRl U el ey ’
& x?2-8x+25=18 & x2-8x+7=0 ‘
& xX=-Nx-7)=0 & x=1vx=7

©) Weise nach, dass G; achsensymmetrisch beziiglich der
Achse mit der Gleichung x = 4 ist!

— A 18 S 18
f4-x)=4 In(4_x_4)2+9 4-|n
=4-In

x2+9

=f(4+x) furalle xeR
= Gy ist achsensymmetrisch beziiglich der Achse mit der
Gleichung x = 4.

|
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d) Untersuche das Verhalten von f an den Randern des
Definitionsbereichs!
lim ((x - 4)%+9) = +=

Gleichung der Wendetangente: y = %x =t
Einsetzen der Koordinaten von W, liefert: t = —%

X—t®
= lim| 182 \) =10 g) Zeichne G; samt Wendetangenten unter Verwendung ‘
o raOc— )58 9] 5 aller Ergebnisse auf dem Intervall [-4; 12]! ‘
. . | i
A xlin;'mf(’()_4'X|LTJ\In(x—4)2+9 R A :

e) Untersuche das Monotonieverhalten von f und gib die

i Wertemenge von f an! T

| yon B @X=8) _-B-(x=4) . _ oy AE Mgt A ‘
i = X2—8x+25_(x—4)2+9’f(x)—0QX—I" 1 A r
| el ‘

f(A)=4+Ine—ao 55 =4-In2=In16 2,77

| X< 4 = x> 4
00 + 0 = ‘
G, ‘ streng ‘ HP (4| In16) streng i
monoton steigend | ‘ monoton steigend

Wertemenge: W, = ]-=;In 16]

| f) Untersuche das Kriimmungsverhalten von G; und bestim-

I me die Gleichung derjenigen Wendetangente, die positive

| Steigung besitzt!

\ x2-8x+25- (x - 4)(2x-8)
(x2 - 8x + 25)? 5

l 8-x2-8x+25-2x2+16x - 32 ; ]

| (x2 - 8x + 25)?

1 80¢-8x+7) _B(x-1D(x-7)

|

|

|

|

|

|

f'(x)=-8-

T (@-8x+25?2 (x2-8x+25)
fx)=0 & x=1vx=7

| % =¥ [ e [ =70 7 <X |
(| W) | 2 | o 5 |
G, ‘Iinksgekrﬁmmt ‘ W, (110) | rechtsgekriimmt [ W,(710) | linksgekrimmt
|

=3

In W, ist die Steigung der Wendetangente positiv:
-4-2-8) _4-6_4

=73+~ % 3
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Analysis - Integeralrechnun tialfunktion ergeben sich aus den entsprechenden
y g g Eigenschaften der In-Funktion:

Eigenschaften der Exponentialfunktion

* Definitionsmenge D, = R; Wertemenge W,,, = R*
= exp besitzt keine Nullstellen

* exp ist streng monoton zunehmend

Natiirliche Exponentialfunktion * exp X—+e fiir x—+eo; expx—+0 fiir x—-o

| i = Die Ableitung errechnet sich nach der Regel fiir die

| * Definition -> S.118 Ableitung der Umkehrfunktion (vgl. Seite 69):

e Eigenschaften —> S.119 exp'x = m = + = expx, also Ed)—( e* = ¢
e Grenzwert > S.119

I
|§ Exponentialfunktionen

expx
Hieraus folgt: [expxdx =expx +c oder [eXdx =e*+c¢
Allgemeine Exponentialfunktion —>- S.119

i . Héufigbenoétigt wird der folgende Grenz- l

Reihenentwicklung der Exponentialfunktion wert: ‘
|

|

-> $.120 lun e\ =0 |
Spezialthema: Beispiel einer Kurvendiskussions- Die Exponentialfunktion wadchst fiir x— e also starker |
aufgabe > S.121 als jede beliebige Potenzfunktion. |

Allgemeine Exponentialfunktion

Natiirliche Exponentialfunktion Die Umkehrfinktio-

nen zur allgemeinen
Logarithmusfunktion
log;, x lautet: \

b*: R—R, x~y=b",

Wegen b¥ = eXInb

I N | Die natiirliche Logarithmusfunktion In
1st streng monoton, also umkehrbar:

y=Inx=log.x <« x=e¥=expy;
nach Variablentausch:

exp: R—R, x—»y=expx=e*

ist die natiirliche Exponentialfunktion. gilt:

Ihr Graph entsteht aus dem der In-Funktion durch di B S el 1
; 2 ; i =

Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden des Koor: fb"dx——+c

dinatensystems, und die Eigenschaften der Exponen-
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Reihenentwicklung der Exponentialfunktion

In einer , Steckbriefaufgabe“ kann man diejenige quad-
ratische Funktion p, bestimmen, fiir die gilt:

D, (0) = exp(0) =1 A p}(0) = exp’(0)
=1Ap}(0)=exp”(0) =1

Als Ergebnis erhdlt man p,(x)=1+x+ ‘(:,j

In einer Umgebung von X, = 0 stimmt p, gut mit exp
iiberein.

Die Ubereinstimmung ist besser, wenn man eine Poly-
nomfunktion p, bestimmt, die mit der Exponential-
funktion an der Stelle x,=0 in allen Ableitungen bis

zur n-ten Ableitung iibereinstimmt:
2 3 N D i
pn(x)=1+x+X7+X—+ =X

6 ol 5T
Also: y o
ex= 2 X: eX=lim X ¥ fiirallexeR
i=o L* n—w i=0 I’
Diese unendliche Summe von Potenzfunktionen heilRt
Reihenentwicklung der Exponentialfunktion. Da-

n )
mit hat man neben e = hrn(l + %) eine zweite Grenz-
N

wertdarstellung der Eulerschen Zahl gewonnen:

$ 1
e= lim X 3
n—ei=0 L

| SPEZIALTHEMA H

:

Beispiel einer Kuvendiskussionsaufgabe

Gegeben ist die Funktionenschar

o R—=R, x-y=(x—a)-e2‘)a(; aeR*

1. Untersuche die Scharfunktionen f, bzw. ihre Graphen G,
auf

a) Achsenschnittpunkte

Nullstelle: (x -a)- e2"%=0 & x=a

Schnittstelle mit der y-Achse: f,(0)=-a-e?=-74a

b) Monotonieverhalten und Extrema
X \
fiix)=e?"a +(x-a)-e?a -(-1)

X - - _X

=23 (1-258)-28-X, 2]

f(x)=0 = x=23g; fa(2a)=(2a—a)-e2‘2?a=a

x<2a | x=2a x>2a

£00 ¥ B £

G, streng monoton steigend ‘ HP(2ala) | streng monoton fallend

¢) Kriimmungsverhalten und Wendepunkte
1" X - . \
fa(x)=—%-e2 s+28°X . g2-3.(-])

%

e?~a | 14%-2a)_x-3a

= i 550
a

a e s
f/(x)=0 < x=3a; f,(3a)
=(3a—a)-ez'a’aa=2a~e'1=2?a

X < 3a x=3a X >3a

fa (x) = 0 é

G, | rechtsgekrimmt | Wendepunkt (Balzei) linksgekriimmt




d) Verhalten fiir x— £

(x-a)-e? x-1
lim f,(x) = lim ————=ae?- lim *5— = +0; fir x—=
A K=r® ea x—= @a
nahert sich G, von oben asymptotisch an die x-Achse an.
lim X —xa =-o
x—-= @a

lim f,(x)=e?-

2. a) Bestimme die Gleichung der Ortslinie der Extrem-
punkte der G,!
x=2aAy=a = y=% (mit D = RY)

2. b) Zeige, dass alle G, die x-Achse unter dem gleichen
Winkel schneiden und berechne diesen!
f@=22"2.e2"3=¢ firalle acR’,

tana=e = o =698°

3. Zeichne G;!

/'/f//
/‘///‘

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren

Analysis - Integralrechnung

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren

QUICK-FINDER

Uneigentliche Integrale 1. Art > S.124
Uneigentliche Integrale 2. Art > S.124

Partielle Integration

e Regel fiir partielle Integration > S.126

Integration durch Substitution
e Substitutionsregel -> S.128

123
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Uneigentliche Integrale 1. Art

Integrale, bei denen der Integrationsbereich nach
rechts oder links nicht beschrankt ist, nennt man un-
eigentliche Integrale 1. Art:

ff(x)dx— Ixm J-f(x)dx ff(x)dx- I|m _[f(x)dx

b—=a

Beispiel 1: Uneigentliches Integral 1. Art

Auf S. 121 war die Funktionenschar f,: x—y=(x-a)- e2-3
diskutiert worden.

Zeige, dass F,(x) = -ax - e? -3 der Term einer Stammfunktion
von f, ist und berechne den Inhalt des Flachenstiicks zwischen
G, und der x-Achse, das sich rechts von der Nullstelle ins
Unendliche erstreckt!

k
A=lim [,00dx = lim [ F, (0¥
k—w k—e

=lim[-x-e2*|¥=lim (e - k-e2¥)

k—= k—w
-lim == k ;=e-e?: hm5=e e’-0=e
K—w € k_me

Uneigentliche Integrale 2. Art

Von uneigentlichen Integralen 2. Art spricht man,
wenn der Integrand an der unteren oder oberen Inte-
grationsgrenze nicht beschrankt ist: Ist f bei a bzw. bei
b nicht beschrénkt, so bedeutet

ff dx—hmJ-fx)dx ff dx—hm_[fx)dx
e

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren

Beispiel 2: Uneigentliches Integral 2. Art mit end-

lichem Wert bzw. mit unendlichem Wert

f: RP =R, x—y =1 = x5
VX
f(x)—+= fir x=0

Das schraffierte Flachenstiick hat den
Inhalt

= Ilm_fx”dx = I m| ;x§ i
t20t

t

20
: A R
=5-I|m(1—t:)—§ 1—15

Ein uneigentliches Integral muss
nattirlich nicht immer einen endlichen
Wert haben.

fe RV} = Ry =—r 2, hat bei

x =2 einen Pol. Bei der Berechnung
der Flache, die von G, den Achsen des
Koordinatensystems und der Geraden
mit der Gleichung x =2 begrenzt
wird, erhalt man:

J-\"ﬁ}dx 1?
=In2—|n|t—2]

InN2-Inft-2|— fir ts2

125
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Partielle Integration Beispiel 5: Partielle Integration ;

JON'| Sie ergibt sich

————— jlnxdx J(lnx) Tdx = [(nx) - XI5 - [1 - xdx
| (f-g)’( )=£(x)-g(x) + f(x)-g’(x) (vgl Seite 65): =(e-2In2)- j1dx e- 2|n2 [xI;
LIl jf x)dx = [£(x) J‘f g(x)dx a2 s e

| Beispiel 3: Partielle Integration

Nebenbei ist hiermit ein neues Grundintegral gefun-

1 1

ojx -eXdx=[x-eq; - [1-exdx
0

den:

=(e-0-[e],=e-(e-N=1 Jinxdx=xInx-x+c

Beispiel 4: Partielle Integration Beispiel 6: Partielle Integration

X = = o (X 2_ PR A ¢ il i
1 3|"(x3—‘l)'e A= Ecif J3X2 (-e™Mdx Jsinzxdx=ofsinx-sinxdx

N}
.
g
e
.
3
N

2
| =(-7e2-0)+3- _l-X2 - @7%dx (erneute partielle Integration) 3 5 f
i = [sinx - (-cosx)], —_fcosx-(—cosx)dx
0

0
=-7e2+3- [x2-(-e"‘)]2-3-_[2x-(—e"‘)dx m d
=0+ Jcos?xdx = [ (1 - sin?x)dx
0 0

=-7e2+3-(-4e2+e)+6- IX e™XdXx (erneute partielle bt m
Integration) = J"I dx - fsinzx dx

0 0

=-19e2+3e+6-[x-(-eM]’ -6 [(-e™)dx r r
- el 1'[ =[x]g—fsinzxdx=n-fsin2xdx
2 0 0
=-19e?+3e+6-(-2e2+e ) +6-[(eMdx w m
1 :2~fsin2xdx=n=>fsin2xdx=§

=-31e2+9e"+6-[-e] 0 0

=-31e2+9e'+6-(-e2+e’)

: =-37¢2+15¢7 =223 < 05108
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Integration durch Substitution

[ Sie ergibt sich aus der Ketten-

regel 5 (£(g () = F(g(x)-g'(x) (vgl. Seite 66).
b g(b)
Jte)-gro ax=] fwa

oder
gl(b)

b
| fle)-gmde=fxdx

gla)

Beispiel 7: Integration durch Substitution

2 2
J(1-x2dx = [(1- 2x + x®) dx
1 1
2
={x—x2+%x3L
: By co g
=2-4+58-141-1=1

mit Substitution: f(x) = f(g(t)) = (1-x)?=1t2
x=g®)=1-t; g't)=-1
t=g'x)=1-x
g'Mm=0; g'@=-1

2 -1
also: [(1-x)?dx =jt2 - (-1t
1

SRR

Uneigentliche Integrale, Integrationsverfahren

Beispiel 8: Integration durch Substitution

fx VX + 6dx ist gesucht;
Substitution: Xx+6=t

x=t2-6=g(t); g(t)=2t

fg®) =f(t?-6) = t*-6)- V©

=(t2-6)-t=t>-6t

also: fox+6dx=f(t3—6t)-2tdt

=2- (- 6t)dt=2-(15-2¢8) + C
=21t x+6i-2-x+63)+C
=2.Vx¥6°-4-Vx¥63+C

Beispiel 9: Integration durch Substitution

:
f\‘S - 3xdx ist gesucht;
0

f(x) = V5 -3x =Vt = f(g(t)
5-3x=t=g"(x)
x=1-G-t)=gt) gt)=-1

g‘1(0)—5 g'(Mm=2

Substitution:

312
also: I\S 3xdx= I\t [—- =§—%-%-t§j
L 5
2
——5 ‘22— 2)=- 5" (2v2 -5y5)
_10V5-4v2
9
oder: [\5-3xdx=[it- (- —13-dt=-%-%-t%+c
20 2
=-g-4c=-5:(6-3x2+c
.
= JV5=3xdx=-2-[5-3x3] =-2.(5-33-5
. xdx=-3 X)2fy==5-( )
-2, (2 ).
== (22 52)—
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Analytische Geometrie und Lineare Algebra

Grundlagen

QUICK-FINDER

Vektordefinition
e Parallelgleiche Pfeile —> S.132
¢ Nullvektor und Gegenvektor > S.132

e Koordinaten eines Vektors -» S.133

Vektoraddition
e Addition und Subtraktion -> S.134

e Linearkombination und Nullsumme -> S.136

Lineare Abhédngigkeit

e Linear abhdngig > S.136

e Triviale Nullsummen -> S.137
Kollineare Vektoren > S.137
Orthonormalbasis > S.139
Komplanare Vektoren -> S.139

Determinanten
o Zweireihige Determinanten -> S.141
e Dreireihige Determinanten -> S.142

e Regel von Sarrus > S.142

Grundlagen I 131 ‘

Komponenten und Koordinaten > S. 142
Ortsvektoren und Vektorketten —> S.143

Mittelpunkte und Teilungspunkte

¢ Mittelpunkt einer Strecke -> S.145

¢ Teilungspunkt einer Strecke —> S.146
¢ Innere Teilung einer Strecke -> S.147

* AuRere Teilung einer Strecke > S.147
Schwerpunkt im Dreieck > S.148

Betrag eines Vektors, Einheitsvektor

® Betrag eines Vektors in R2 > §.148
® Betrag eines Vektors in R® -> S.149
¢ Einheitsvektor > S.149

Vektorielles Beweisen
* Beweisgang -> S.150

® Beweisbeispiele > S.151
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Vektordefinition

j E Die hier vorgestellte analy-
tische Geometrle miisste genauer ,vektorielle analy-
tische Geometrie“ heiRen, da , Vektoren® ihre Grund-
elemente darstellen. Mit ,Vektor® verbinden sich
physikalische, algebraische und geometrische Vorstel-
lungen.

In der Folge stiitzen wir uns vor allem auf die anschauli-
che Vorstellung, also auf den Vektor als geometrischen
Pfeil, genauer: wir verstehen unter einem Vektor die
Gesamtheit aller Pfeile, die in Linge und Richtung, ein-
schlieRlich der Orientierung iibereinstimmen.

Man spricht auch von parallelgleichen Pfeilen. Ub-
licherweise werden Vektoren mit einem Pfeilsymbol
tiberstrichen geschrieben. Jeder einzelne Pfeil des Vek-
tors a heilt Reprasentant von a.

Unter dem Nullvektor 0 ver-
steht man einen Vektor der
Liange 0. Der Nullvektor hat
keine festgelegte Richtung.

Zu jedem Vektor a existiert
der Gegenvektor —-a. Dessen
Reprdsentanten haben die
gleiche Linge wie die Reprd-
sentanten von a, zeigen aber -a
genau in die Gegenrichtung,

sind also genau gegenldufig
orientiert.

a,

ul

ol

Geometrisch lisst sich jeder Vektor auch als eine Ab-

Grundlagen

bildungsvorschrift auffassen, die ein geometrisches
Element (Punkt, Strecke, Figur, Vektor, ...) in Richtung
von a um die Linge von a verschiebt.

IRDINATEN EINES VEKTORS | Ublicherweise wird in
der Vektorceometrle von einem Koordinatensystem
ausgegangen, vorzugsweise mit senkrecht aufeinander
stehenden Achsen. Hierdurch lisst sich ein Vektor be-
schreiben, indem man angibt, wie groR die Verschie-
bung in x;-Richtung und wie groR in X,-Richtung ist.

Liegt der FuR des Vektors a = (% ) bzw. & = gl im

aj
Ursprung (0/0) bzw. (0/0]0), so liegt seine Spitze im
Punkt P(a;|a,) bzw. P(a,|a,|a,).

Beispiel 1: Vektor in R2

X5

(-3]0) 90 1

)

2 heiBt die x;-Koordinate, 1 die x,-Koordinate von a’

Fir den dreidimensionalen Raum unserer Anschauung
gilt entsprechend:
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Beispiel 2: Vektor im R?

X3

“r a-(3

|

Xy

Vektoraddition

ON'| Innerhalb der Menge der
Vektoren (oft abgekiirzt rnlt V) sind die Addition und
die Subtraktion wie folgt erklart:

a, +b,
a,+b,
az+b;

Vektoraddition Zeichnerisch ergibt sich

der Vektor a + b daraus,

dass man an die Spitze
/ \ A des Vektors a (genauer:
= eines Reprdsentanten

a+

von &) den FuR des Vek-
tors b bzw. eines Repra-

, =( ) = 3+b=
\B2

Grundlagen

sentanten von b legt. Der Ergebnisvektor a +b reicht
dann vom FuR des Vektors a bis zur Spitze des Vek-
tors b.

Die Subtraktlon 3 - b wird auf die Addition des Ge-

genvektors vonb zu @ zurtickgefiihrt, also
3-b=3+(-b)

Natiirlich lisst sich der Vektor 2 -b auch dadurch ge-

winnen, dass die Vektorspitzen von a und b aneman—

der gelegt werden. Der FuR des Ergebnisvektors a - b

liegt dann im FuR von & und die Spitze im FuR von b.

Die Menge der Vektoren lisst sich auch mit der Menge
der reellen Zahlen verkniipfen, in Form der Multiplika-
tion mit einem Skalar:

a+4a+a =33a, was geometrisch die dreifache Ver-
schiebung von 3 bedeutet.

Beispiel 1: Multiplikation eines Vektors mit einem
Skalar
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Allgemein: s-3 =sa (sE R) ist ein Vektor, dessen Re-
prasentanten die prisentanten
von a haben, fiir s >0 sind sa und a gleichsinnig ori-
entiert, fiir s <0 gegensinnig.

aq Sa;
AuRerdem gilt: sa = s(a‘ =|sa,
az say
Lisst sich der
Vektor ¥ durch eine allgemeine Summe aus den Vekto-
ren a,, @y, ay, ..., dy darstellen, gilt also:
V=52, +5,8,+s3a3+... 8,8,
fiir eine bestimmte Kombination aller s;€R, dann
nennt man v eine Linearkombination der Vektoren
By By, A, oons A
Ist V= 0, so bilden die Vektoren s;a; eine ,Nullsum-

u

me".

Lineare Abhéangigkeit

_ Gilt fiir die Vektoren a4, 5, ..., ay,
0—slal+sza2+ LS, dy

ohne dass samtliche s; verschwmden, dann heiRen die

Vektoren a; (voneinander) linear abhéngig. Man spricht

dann von einer echten Nullsumme.

Gilt z.B. s,3, + 5,a, = 0 und sind beide s-Faktoren

nicht zugleich Null, dann ldsst sich die Gleichung um-

formen zu:

1
w»

2 =
a=-g5, 2 (81 +0)

- - - =
Analog dazu folgt aus: s;a; +5,a, +s3a3=0

- . 5> S3o
unter den gleichen Voraussetzungen: a; =-g d, g5 a3
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Bei linearer Abhingigkeit von Vektoren lisst sich also
immer mindestens einer der Vektoren als Linearkom-
bination der restlichen Vektoren darstellen.

_ Umgekehrt gilt: Ist eine Li-
nearkombination s,a; + $,a,+ ... 5,3, = 0 nur mog
lich fiir sdmtliche s; = 0, dann s1nd die Vektoren a;,
a5, ... @, (voneinander) linear unabhingig. In diesem
Fall spricht man auch von einer trivialen Nullsumme.

a) Sind zwei Vektoren a und E(voneinander) linear
abhangig, so bedeutet dies, dass ihre Reprasentanten
zueinander parallel liegen.

3 und b heiBen in diesen Fallen zueinander kollinear
(sie lieBen sich auf eine Linie legen).

a
e
=2b allb a=-b
b) Sind drei Vektoren @, b, und ¢ (voneinander) linear
abhéngig, so knnen mehrere Félle vorliegen.

o

N|oT

1. Représentanten aller drei Vektoren liegen zueinander
parallel

3, b und ¢ sind sogar =
(zueinander) kollinear. s S
&lb; @< bjT %}'
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2. Représentanten von zwei der drei Vektoren liegen
zueinander parallel
Genau ein Paar aus den drei Vektoren wird aus zwei
zueinander parallelen Vektoren gebildet.

—

alb  bjc

S0

3. Von den drei Vektoren ausgehend ldsst sich ein ge-
schlossenes Dreieck aufbauen

Im gewohnten R? ist
dies der Regelfall,

wenn nicht 1. oder 2.,
also mindestens eine
Kollinearitat, vorliegt.

|

Dies lisst sich auch algebraisch zeigen:

E b, =
$ (gi)*'s)(b )"'53( 1|=0
5 e by _ ¢
5. auch Zeichnung oben: s, (a})+ S2(b,) =-s3(c})
c S1/a S (b -
oder (&)=-52(3)-<(3))
bzw. (%) E=Aé’+p‘5 (mlt ?\——— und p-—s—z)

Mit s, #0 ist (*) im R? eindeutig 16sbar, es liegen zwei
Gleichungen vor mit den Unbekannten A und M

Man sagt: Zwei nicht-kollineare Vektoren, z.B. @ und b
spannen eine Ebene E auf. Jeder weitere Vektor, z.B. c,

dieser Ebene E kann als eine Linearkombination von a

und b dargestellt werden. Insbesondere gilt das Ge-
sagte fiir die x,x,-Koordinatenebene.

Grundlagen

Jeder Vektor ¢ in der x,x,-Ebe-

ne ldsst sich mittels a8 und b in
der Form ¢ =A3 +ub (A, HER)
ausdrticken. Man sagt dann:

@ und b bilden eine Basis B des
(zweidimensionalen) Vektor-
raums V (2 Menge der Vekto-
ren, in der bestimmte Rechen-
vorschriften gelten).

Jedes andere Paar nicht-kollinearer Vektoren aus V bil-
det ebenfalls eine Basis B von V. Gewdéhnlich dienen
€, und €, als Basis:

B={&: &} mit & =({) und &,=(9)

%, €, und €, haben den Betrag 1,
stehen im kartesischen Koor-
Loy dinatensystem  aufeinander
e senkrecht und sind lings der
Koordinatenachsen orientiert.
B ; Ein Vektor gibt somit die Rich-
“  tung einer Geraden vor, zwei

(voneinander) linear unabhin-
gige Vektoren legen eine Ebene fest. Ein dritter Vektor
liegt entweder in der von den ersten beiden Vektoren
festgelegten Ebene oder er tut es nicht.

" Liegt der dritte Vektor in der
Ebene so sind die drei Vektoren (voneinander) linear
abhidngig, sie heilen dann (zueinander) komplanar.
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3 komplanare Vektoren

o)

ceE

Liegt ¢(€ #0) nichtinE, sosind a, b und ¢ (voneinan-
der) linear unabhingig. Man sagt: &, b und € spannen
einen (dreidimensionalen) Vektorraum V auf.

c&E In diesem Fall kann
¢=AT+ub

nicht mehr gelten, sondern fiir
alle A, p-Kombinationen gilt
¢+ A3 +pb.

Jeder weitere Vektor d dieses Vektorraums V kann je-
doch als Linearkombination der Vektoren &, b und ¢
dargestellt werden.

Grundlagen I 141

d =23 +ub +v¢ SRR

# d =Aa, + ub + vc
4 Vektoren des dreidimen-
sionalen V sind demnach
immer (voneinander) line-
ar abhingig.

Fur den Raum unserer Anschauung verwendet man iib-
licherweise die Basis B = {€}, €,, €,} mit

o I 5 [0}
e1=(0J; el:(é); e, =

0
o).
1
Doch jede andere Zusammenstel-
lung dreier (voneinander) linear
unabhdngiger Vektoren bildet
ebenfalls eine Basis B dieses (drei-
dimensionalen) Vektorraums V.

Determinanten

Determinanten erleichtern oft die Bestimmung der li-
nearen Unabhdngigkeit von Vektoren.
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b
0,0,

det(a; b; €)=
a3b;¢;

=a;byc3+byca;+¢rabs
—a3b,¢; = b3a; - cza, by

Zur Erleichterung benutzt man haufig das Schema:

a1 b1 ¢ al o

e B g > i
az bz C2 az b,
as bs C3 as bs
1.3 4] 43
zB.: |-31-1/-31
| 64 2| 64

=1-1-2+3-(-1)-6+1-(-3)-4
-6-1-1-4(-1)-1=-2+(~3):3
=2-18-12-6+4+18=-12

Haben Determinanten den Wert Null, so sind die sie
aufbauenden Vektoren (voneinander) linear abhéngig,
andernfalls sind sie linear unabhdngig.

Komponenten und Koordinaten

Ein Vektor a =( 321) kann angesehen werden als eine Zu-
sammenstellung von zwei (besonderen) Vektoren:

Grundlagen

= 0 1 0 - 5
a =(o)*(azj=a1(o}+az[1)=a1'e1+az'ez

1. Koor- 2. Koor- 1. Kom- 2. Kom-
dinate dinate  ponente ponente

Das Produkt aus a, und €, bildet die erste Komponen-
te des Vektors &. Entsprechend gilt a, €, als die zweite
Komponente von a. Die alleinige Angabe von Koordina-
ten fiir einen Vektor ist demnach nur statthaft, wenn
iiber die Basis, meist {€;; €,}, Einverstindnis besteht.
Fur den dreidimensionalen Raum gilt entsprechend:

as)
a

—
a =2
\a3

s - =
=a,6;+a,8,+a; &5

mit den Vektoren €,; €,; €, als Basisvektoren; a,, a,,
ay als Koordinaten und den Komponenten a, €, a, €5,
a; €5

Ortsvektoren und Vektorketten

Reprasentanten von Vektoren, deren FuRpunkte im
Ursprung des Koordinatensystems liegen, heiRen Orts-
vektoren.

I L - . .
a= ( %) liegt der FuRpunkt von @ in 0(0|0]0), so liegt
seine Spitze im Punkt A(1|2|-1), also gilt 2 = OA.

Mit Hilfe von Ortsvektoren lassen sich leicht Vektoren
ermitteln, die zwei verschiedene Punkte, z.B.A(1]2]-1)
und B(3|0]| 1) miteinander verbinden.
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Beispiel 1: Vektor aus Ortsvektoren
&
B

0 b

Da gilt: OA +AB = 0B folgt AB=0B-0A
L oy @ 1 (3-1 (2
und damit: AB=(0)—( 2)= 0 - 2J=\—2
1/ -1/ b-(1) 2
Kurzschreibweise: AB=b -a

Ubungsbeispiel: Bestimmen Sie aus
A(3]2|-1); B(-1|2|0); C(2]4|-3): D(0]3]2)
die Vektoren AB; AC; AD; BC; BD; CD; BA; CB und DA.

Aus obiger Zeichnung folgt auch:
OB +BA =0A, also BA=0A-0B =
damit generell: AB=-BA

-(OB - 0A)=-AB

Geschlossene Polygonziige von Vektoren heiflen Vek-
torketten.

Beispiel 2: Vektorkette

B D
c

E

B

AB+BC+CD+DE+EF+FA=0
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Auch Vektorketten dienen zur Ermittlung der Vektor-
koordinaten. Beispiel: Wiirfel ABCDEFGH

I /(71020 310
E(3]0(3); C(0]3]0)
H
: G seien gegeben.
AG sei zu bestimmen.
E ; E
Dt
A B

da CG=AE: AG=AE +BC +AB

we={g)+ g+ )3

Nattirlich lassen sich auch zunichst die Koordinaten
von G ermitteln, hier G(0|3|3) und dann AG direkt
bilden.

e
AG=0G-0A= EJ

Der Mittelpunkt einer

Strecke [A]sei M
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Streckenmittelpunkt OM = OA + 7AB
B OM=0A+5(OB-0A)

OM =0A + 5 0B - ;OA
OM =10A + 0B

W:%(ﬁ+ﬁ)

oder: M =3(a + b)

" TEILUNG KT EINER STRECKE| Auf der durch A und
B gegebenen Geraden kann jeder beliebige Punkt T als
Teilungspunkt der Strecke [AB] gelten. Liegt T inner-
halb von [AB], so spricht man von einer inneren Tei-
lung, liegt er auRerhalb von einer dufSeren Teilung.

Teilungspunkte von [AB]

Das Teilverhiltnis o ist definiert durch die vektorielle
Beziehung: AT = ¢ TB. Liegt T innerhalb von [AB], so
ist o positiv; liegt T auRerhalb, so wird ¢ negativ, we-
gen der gegensitzlichen Orientierung der Vektoren AT
und TB.
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Es gelte o= % also AT = % TB.

Da auch gilt: AT = %ﬁ% folgt AB = %Tﬁ bzw. TB = %XB
und AT = %E also auch AT =2AB.

2

Mit A(1]2]-1); B(3|0]|1) und o=5 ergibtsich also:

2 e
%)undmﬁ OT' = OA +AT folgt

\

2{ . . 1,8
42 _%}_(_(1):%) = T(1.8]1.2]-0.,2)

AuBere Teilung 1 Fur 03ge1te jetzt:

o==5
; = AT=-3TB
B :/ﬁ=%ﬁ2B_T‘=2E
s OT = OB + BT = OB + 2AB
ot =[g]+2(-3)=(]
1 2 5
- = T(7]-4]5)
Fiir ¢ gelte: 0=—%
B :ﬁ:-%ﬁ
; L AE-2TE
T = BT=-1AB

OT = OB + BT = OB - £AB
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Schwerpunkt im Dreieck

Die Schwerlinien (Seitenhalbierenden) teilen sich im
Schwerpunkt eines Dreiecks gegenseitig im Verhalt-
nis 2:1. Im Dreieck ABC mit A(1|2|-1); B(3|0[1) und
C(~11]7]3) sei der Schwerpunkt S zu bestimmen.

auf Seite 147 gilt:

< M,z (2]1]0) und
CS=2CMy
i Mec wegen der Schwer-
i linieneigenschaft.
B
MAB

A

—_—) —— = —— D =
0S=0C+CS=0C+2CMy

-(33lg-f) = sun

Probe: X§=%WBC MBC(l —;— 2)

B+l = soisn

—  —3. = 1 2
OS=OA+AS=( e
1

Betrag eines Vektors, Einheitsvektor

PBETRAGIETNESIVERTORSINIRAY Unter dem Betrag ei-

nes Vektors versteht man die Linge der Strecke vom
FuRpunkt zur Spitze der Reprisentanten des Vektors.
Uberlegung anhand eines Ortsvektors:

Grundlagen
& OA2 = 72
Betrag in R2 OA’=at+aj
(nach Pythagoras)
%
T A damit |3|=0A=1a?+a2
a
|

0 a4 Xq

IBETRAGIEINESIVERTORSINNRAN Fir den R° ergibt sich
mit A’ als Bild von A in der x, x,-Ebene bei senkrechter
Projektion:

OA’ =1/a2+a2 Das AOA'A ist bei A’ rechtwinklig, des-
halb:

Betrag in R3 OA%=0A + A'A?
= OA?=a2+a2+a?

A = |d|=0A

A

=itfa? 2 %
yajta;+aj

Q|

&

PEINHEITSVERTORY Multipliziert man einen Vektor a

mit dem Reziprokwert seines Betrags (|d|), so erhilt
man einen Vektor der Linge 1 in Richtung von @, Kurz-

-

bezeichnung: a°. @° heilkt Einheitsvektor von 3.

149
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1 =2

5-d=2° damit [3°] =1

2
Beispiel: a'= (—% )

= |d|=\22+(-1)2+22=19=3

—
1l
——

[ST=YN)
WM W oo

Vektorielles Beweisen

Gestiitzt auf die Eigenschaften linear unabhingiger Vek-
toren lassen sich auch komplizierte Aussagen zu Schnitt-
problemen der ebenen und rdumlichen Geometrie auf
einfache Art und Weise nachweisen. Die wesentlichen
Schritte des vektoriellen Beweisens sollen im Folgen-
den anhand von Beispielen dargestellt werden.

a) Man sucht einen Zusammenhang zwischen den ,beweis-
trachtigen” Stiicken.

b) Aus dem in a) gefundenen Zusammenhang wird eine
Linearkombination von linear unabhéngigen Grundvek-
toren gewonnen unter Einfiihrung von Parametern.

c) Wegen der linearen Unabhéangigkeit kann die in b) ge-
wonnene Gleichung nur die triviale Losung (Koeffizienten
= Null) kennen.

d) Die Nullsetzung der Koeffizienten der Grundvektoren legt

die Werte fiir die in b) eingefiihrten Parameter fest.

-~

e

Die in d) gewonnenen Parameterwerte werden im Sinne
der Aufgabenstellung interpretiert und damit die Be-
hauptung bewiesen.

~

Grundlagen

Beweisfigur 1
D s
N
A B
Voraussetzungen: OABCD ist ein Parallelogramm

= AB=DC; AB|DC; AD=BC; AD|BC
M sei Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD

Behauptung: AM=MC und BM = MD
Ubersetzung in die Vektorgeometrie:

AB=DC

e ] AD =BC
AB|DC = AB =DC und

AD(pe [ = AP=BC

Ein P_a‘rallelogramm entsteht, wenn die Vektoren AB

und BC nicht kollinear, also linear unabhingig sind.

zua) Im Dreieck ABM kommen jeweils Diagonalen-
stticke vor. ABM lisst sich als ein geschlossener
Vektorzug ansehen: () AB =AM + MB

zub) AM und MB sind jeweils Teile der Diagonalvekto-
ren AC und DB: AM = 6AC und MB = 1DB
o und 1 sind (noch) unbekannte Parameterwerte.
Fiir die Diagonalvektoren gilt:
AC=AB +BCund DB =DA +AB
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Fiir DA wiederum gilt: DA=-AD=-BC

(*) lasst sich damit umschreiben zu:
AB=0AC +1DB oder
A_B'=0(E+}§E)+T(—ﬁ+@)

Hier kommen jetzt nur noch die linear unab-

hingigen Grundvektoren AB und BC vor.

zu ¢) Die zuletzt in b) gefundene Gleichung wird
umgeformt: AB = 0AB + 6BC - TBC + TAB
bzw. @(1 -0-T1) =ﬁ(0—r)
Diese Gleichung kann nur unter den beiden
folgenden Bedingungen richtig sein (wegen
der linearen Unabhdngigkeit von AB und BC):
(1) 1-0-1=0 (2) o-1=0

zu d) Losung der Gleichungen (1) und (2):
Aus (2) o =1, eingesetzt in (1) liefert
(1) 1-0-0=0 = o=1 = r=%
zu e) Die Werte 6 =1= % bedeuten, dass der Punkt M

beide Diagonalen genau in der Mitte teilt, wor-
aus die Behauptung unmittelbar folgt.

Grundlagen

Voraussetzungen: Figur A ABC ist ein Dreieck.
M., M;, und M, sind die jeweiligen Seitenmitten von
[BC]. [AC] und [AB].

Behauptung: Der Schnittpunkt S von AM, und BM,
ist identisch mit dem Schnittpunkt von
AM, und CM,.

Ubersetzung in die Vektorgeometrie:
AB=AC +CB (Dreieckseigenschaft)

AM,=1AB; AM,=1AC; CM,=1CB

zu a) Im AABS gilt: (*) AB =AS +SB
(geschlossener Vektorzug)

zub) AS =AM, und SB =T1M,B
Fiir AM, gilt: AM, =AB +1BC = %K§+%1TC
Fiir M,B gilt: M_Q3.=%C_A'+A_B'=—%E+E

Setzt man die gewonnenen Ausdriicke in (*) ein,
erhdlt man:

AB = | AB - JAB + JAC |+ 1|-1AC + AB]
x — J_‘
bzw. zusammengefasst: AB(1-5-1)=AC(5-7)

zu ¢) Wegen der linearen Unabhingigkeit der Grund-
vektoren AB und AC muss gelten:

(1) 1-5-1=0 und (2) 5-5=0
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zud) aus (2) folgt: o=T1, eingesetztin (1)
(1) 1-5-0=0

=B =2 =2
1—20=> 0=3 = T=3

zu e) Die Seitenhalbierenden AM, und BM, schneiden
sich in einem Punkt S, der sie selbst im Verhdlt-
nis 2 zu 1 teilt.

Der zweite Teil des Beweises kann analog gefiihrt wer-
den, unter Einbeziehung der Seitenhalbierenden CM..

zu a) Im ACAS gilt: (**) CA=CS +SA

zu b) @=0mc=o(a+%ﬁ)

2(BA+AC)+CA|

SA=TMA=1(1BC+TA)=1
Eingesetzt in (*):

CA = o(CE + 1AB) + 1(-1AB + 1TA) baw.
CA(1-0-5)=AB(S-1)

Die weiteren Schritte sind analog zu den oben angege-
benen und haben das identische Ergebnis:

o =1 =2 Damit ergibt sich fiir den Schnittpunkt von
AM, und CM, der gleiche Punkt wie fiir den Schnitt-
punkt von AM, und BM,, also schneiden sich alle drei
Seitenhalbierenden in einem Punkt. Das jeweilige Lin-
genverhiltnis der Teilstrecken ist als Nebenprodukt des
Beweises abgefallen, es betrégt in allen Fillen 2 zu 1.

Grundlagen

Beweisfigur 3

\m
NN
A\

A

Ein Parallelflach wird aus drei linear unabhédngigen
Vektoren aufgebaut, jeweils vier Kanten sind zueinan-
der parallel und gleich lang.

Voraussetzungen:

AB=EF=DC=HG und AB||EF||DC||HG
BC=FG=EH=AD und BC||FG|EH||AD
AE=BF=CG=DH und AE | BF||CG|DH

Behauptung: Es existiert ein Punkt S mit S €[AG] und
Se[EC].

Ubersetzung in die Vektorgeometrie:
AB=EF=DC=HG; BC=TG=EH=AD;
AE =BF=CG =DH

AB, BC und AE sind linear unabhingig
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zu a) Wir betrachten A ACS, worin gilt:
() AC=AS +5C

zub) AC =AB + BC

AS =oﬁ=o(ﬁ+?@)=o(?&§+?€+é§)
=G(AB + BC + AE)

SC =1EC = 1(EA + AC) = T(-AE + AB + BC)

(*) ldsst sich nun mit den Grundvektoren
AB, BC und AE wie folgt ausdriicken:

AB + BC =o(AB + BC + AE) + T(-AE + AB + BC)

Geordnet nach den Grundvektoren erhélt man:

Kﬁ(l —G—T)+§E(1 ~g=1)=AE(0~1)

zu ¢) Wegen der linearen Unabhingigkeit der drei
Grundvektoren (sonst ergibe sich kein Parallel-
flach) muss gelten:
(1) 1-0-1=0 (2) o-1=0

zu d) Losung der Gleichungen (1) und (2): c=1= %

zue) Die Werte ¢ =1 = % bedeuten zundichst, dass
sich ein Dreieck ACS bilden kann, dass also
ein Schnittpunkt S der Diagonalen existiert. Da-
mit ist die Behauptung bereits bewiesen.
Dartiber hinaus folgt aus dem Wert fiir ¢ und T,
dass sich die beiden Raumdiagonalen im Schnitt-
punkt gegenseitig halbieren.

Geraden und Ebenen

Analytische Geometrie und Lineare Algebra

Geraden und Ebenen

QUICK-FINDER

Geraden und Geradengleichung
* Geradengleichung in Vektorform -> S.159

¢ Stiitz- und Tragerpunkt, Richtungsvektor
> S.159

¢ Geradengleichung in Parameterform -» S.159

Lagebeziehungen von Geraden zueinander

e Zusammenfallende Geraden -> S.161
¢ Zueinander parallele Geraden —>- S.162
e Sich schneidende Geraden ->» S.162

e Zueinander windschiefe Geraden -» S.164

Ebenen und Ebenengleichungen
e Ebene durch zwei Vektoren -> S.165

e Ebene durch zwei Parallelen —>- S.167

Achsenschnittpunkt, Spurpunkte, Spurgeraden
¢ Achsenschnittpunkt -> S.167

¢ Spurpunkte -> S.168

» Spurgeraden -> S.169
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Geraden und Geradengleichungen

M Eine Gerade g sei
durch die Punkte A und B festgelegt: g=g(A, B).

Gerade in R und R? ]edfar Pu.nkt X der Geraden

g ldsst sich durch folgende
Vektorgleichung beschrei-
ben: OX = OA + AAB mit
einem bestimmten reellen
A-Wert. Fir Punkte X, die
von A aus gesehen in der
gleichen Richtung wie B
liegen, ist A€ R*, fiir die Ge-
genrichtung ist A negativ.

QUICK-FINDER

Lagebeziehungen von Ebenen
e Zueinander parallele Ebenen > S.169

e Sich schneidende Ebenen -> S.171

Lagebeziehungen von Ebenen und Geraden

0

e Ebene und Gerade liegen zueinander
parallel > §.173 A =1 ergibt den Punkt B. Fiir A =0 fallen X und A zu-
e Ebene und Gerade schneiden sich —> S.174 sammen.

g:0X=0A+AAB bzw. X=a+A(b-3), AeR

2 - Li i > S.175
Spezialthema: Lineare Gleichungssysteme Hbessso Hblichind die Daxstellmen

X=A+AAB bzw. X=A+A(B-A)

sTiTZ NGSVEKTOR | _A heilt
auch Stiitz- oder Tragerpunkt der Geraden g. AB heiRt
Richtung oder Richtungsvektor von g.

- G IN PAI 3 || Fiir die Fest-
levunrr einer Geraden genugen also die Angaben eines ‘
Tragerpunktes und eines Richtungsvektors, oft abge- |
kiirzt mit U, damit g: X =3 + AT; AeR. A heilt Para- '
meter der Geraden. Man sagt dann, die Geradenglei-

chung liegt in Parameterform vor.
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Beispiel 1: Gerade aus zwei Punkten oder aus Punkt
und Richtung

a) Gerade g; durch A(2]0) und B(1(3)
3 - (-1
i-(3)+r(32F) ~ e x=(§)+2(3)

0
b) Gerade g, durch A(1|2[-1) und B(3|0{0)
[J 2) e %}
2 X=| 2|+A|-
82 -1 1

¢) Gerade g5 durch P(2]3|-1) mit der Richtung

1 [ 1

U= —1) :5(‘=(3)+}\L—1)

; ( 2 e e

Zur Unterscheidung werden vielfach auch . 0, T, @

oder auch 1, m, 0, 1, s als Parameterbezeichnungen ver-

wendet. Die gleiche Gerade g kann durch sehr unter-

schiedlich erscheinende Gleichungen mit Parametern
(Parametergleichungen) beschrieben werden:

g X=OP+AT; A€R,

da fiir P jeder beliebige Punkt aus g und fiir den Rich-
tungsvektor jeder zu U linear abhingige Vektor ge-
wiihlt werden konnen.

Beispiel 2: Verschiedene Parameterformen

[ 2 1
g:i’=( 3 +7\[—1). Daauch B3|2]|1)Eg:
-1 2/
3 (-1 2.2
:X=(2|+A| 1| oder g:x=(2+ —)
g > \1 _2 \1 l‘

weil (:i) = (-1)L-i

und (—%) - 2(—1)

Geraden und Ebenen

Ublicherweise wird der Richtungsvektor so angegeben,
dass seine Koordinaten keine gemeinsamen Teiler ha-
ben.

Ist nachzupriifen, ob ein Punkt P auf einer Geraden
g liegt, so muss gepriift werden, ob die Koordinaten
von P die Gleichung von g erfiillen, ob es also einen
Parameterwert von A, nennen wir ihn A,, gibt, so dass

gilt: OP=0A + A4, falls g X = OA + 1.
Beispiel 3: Punkt auf Gerade
Liegt P(1]4]-3) auf g?
Z T Al
{—3) k-1) vl
Dies ist tatsachlich der Fall G =) ="PEo;

In allen 3 Gleichungen muss sich
flr A, der gleiche Wert ergeben.

Lagebeziehungen von Geraden zueinander
g ?=ﬁ+Aﬁg; h: X = OB + i,

[ZUSAMMENFALLENDEGERADENY Bedingung: Ach oder
Beg oder es existiert ein g und h gemeinsamer Punkt
Sund T, = 6Ty, d.h. die beiden Richtungsvektoren sind
kollinear.

Beispiel 1: Zusammenfallende Geraden

{2 1 14 =)
g: ;(’=(\_3)+7\(-;); h: ;('=(; +1 _;J

14\ 1 =1
da (1)eg(}\=2) und c(—1,=(-1)( 1] folgt g=h
3 2 2

\=2/

| 161
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' ZUEINANDER PARALLELE GERADEN Beispiel 3: Schnitt zweier Geraden

Bedingung: i, = Ty, aber kein Punkt gemeinsam.

&

o ool (22 A R ol 1
g:X=[3j+7\(—‘l]; h:x=(2+p( 3)
Beispiel 2: Echt parallele Geraden =4 ko e e

g PR
giX =( 3, + AL-;); b= ; +H _;J Nachpriifung der Schnittbedingungen:
0 : ( e )y i= % ] es existiert kein gemein-
oL (1)¢g aber ig=~t, folgt gh _%)_0(_3) g; =z 3 | sames o &R, das alle drei
\ Gleichungen erfiillt.
Falls G, = AU, erfiillt ist, geniigt der Nachweis fir = die Richtungsvektoren sind linear unabhingig. Fiir
einen l;eliebigen Punkt Peh, dass gilt: Pe&g, oder P und Q werden A und B gewdhlt:
fiir Qeg dass gilt: Q&h. ey s (=3
Weg daE PQ=AB=|-1);
-1 “
el . T e T !
Im R?: Bedingung: ﬁg + oli, fiir alle c€R. Sobald in det(AB; Ug; Uy)=|-1-1 3|=-9-3-2-1+18-3=0
R2 die Richtungskoordinaten zweier Geraden nicht -3 2-3|
kollinear sind, schneiden sich diese Geraden. = AB, U, und T, sind linear abhingig. Aus beiden Resul- ‘
Im R3 zusitzliche Bedingung zu i, *+ ol PQ U taten zusammen folgt deshalb: g und h schneiden sich |
und T, sind linear abhéngig, mit beliebigem Pegund in einem Punkt. Soll nun der Schnittpunkt S bestimmt |
beliebigem Qe€h. werden, dann werden die beiden Geradengleichungen i
gleichgesetzt und die beiden Parameterwerte (z.B. fiir A '
Schnitt von Geraden _ und p) ermittelt, die das System, das aus den zwei (im i
Die zusatzliche Bedin- R3: drei) Koordinatengleichungen besteht, Iosen. ‘
gung bedeutet: Die 1
beiden Richtungsvek- Weiterfiihrung des obigen Beispiels: g=h !
toren spannen eine (1) 2+ d=-1+ p =(1) 3+ A= g
Ebene E auf, in der (2) 3- A= 2+3p =(2) 1- A= 3pu
auch jeder Verbin- (3) =1+2A=-2-3p =(3) 1+2A=-3pu 1
dungsvektor zweier
Punkte der beiden Ge- (1)+(2):(4) 4=dp = p=1| gy 34921
. raden liegt. 2(2)+(3):(5) 3=3n = p=1 s i
|
i
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= gemeinsamer Punkt S von g und h existiert, seine
Koordinaten werden ermittelt aus
Ag=-2 (fiir g) oder aus pg=1 (fiir h):
nach kurzer Rechnung erhilt man S(0|5|-5)

Natiirlich kann man auch, ohne die oben angegebenen
Bedingungen vorher zu tberpriifen, sofort die Gera-
dengleichungen gleichsetzen und dann sehen, ob sich
das System der drei (im R? zwei) Gleichungen mit zwei
Unbekannten (A und p) 16sen ldsst.

CHIEFE GERADEN | Geraden heillen
zuemander wmdschxef wenn sie weder zueinander pa-
rallel sind noch sich schneiden. Dieser Fall kann nur
im R> auftreten.

Windschiefe Geraden Bif VEkt0£en ]
PQ; Uy Uy, liegen

X3

nicht in einer ge-
meinsamen Ebene.
Dies hingt auch
nicht von einer
speziellen Wahl der
Punkte Peg und
Qeh ab.

Das Kriterium fiir eine windschiefe Lacre der Geraden
g und h liegt damit fest: die Vektoren PQ; i, und Ty
smd linear unabhéngig, d.h. det(PQ; Uy y,) # 0 mit
Peg und Qeh.
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Beispiel 4: Kriterium fiir windschiefe Geraden

( 1\ by
gx-(3)+}\—1' :%=| 2)+n] 3|
i \=3 =3
mit den Stiitzpunkten der Geraden als P und Q:
L SR
det (PQ HoAUR SIS =13
=29 =5

==-3-6-2=2+46-3=—104%(0
= PQ; Uy Uy, sind linear unabhingig
= gund h liegen zueinander windschief

Ebenen und Ebenengleichungen

FEBENENUREHZWENVERTORENY 7w ei lincar unabhangi-

ge, d.h. nicht-kollineare Vektoren spannen immer eine
Ebene auf. Dies driickt sich auch in der Form aus, wie
eine Ebenengleichung aufgebaut werden kann.

Ebene 1: Punkt und 2 Richtungen

Fir den Vektor OX
(X beliebiger Punkt
der Ebene E, die
durch die Vektoren
U und V aufgespannt
wird) ldsst sich mit
A€E schreiben:
OX = OA + AT + 1Y,
damit:

E:X=3+AU+uv; mit A, ueR
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An die Stelle von U
und V treten jetzt
die Vektoren AB
und AC, womit gilt:

&=a\+Aﬁ+pE bzw.:
E: X=a+AAB+uAC oder
E:X=a+A(b-a)+u(c-a); AueR

Fir die zweite Rich-
tung nimmt man
einen (beliebigen)
Vektor, der von ei-
nem Geradenpunkt
ausgeht und in Rich-
tung P zeigt, z.B. AP,
damit:

E:i=ﬁ+AGg+pﬁ; A pER

Geraden und Ebenen

Ebene 4: Zwei Parallelen

Wie unmittelbar oben kann jeder beliebige Vektor,
der von einem g-Punkt ausgeht und in einem p-Punkt
endet, als 2. Richtung gewihlt werden oder ein hierzu
kollinearer Vektor, vorzugsweise wird man AP wihlen,
da die hierfiir benétigten Koordinatenwerte unmittel-
bar gegeben sind, damit:

E:?=ﬁ+7\f}g+pﬁ; A HER
Alle hier vorgegebenen Formen von Ebenengleichun-
gen nennt man Parameterformen.
Achsenschnittpunkte, Spurpunkte, Spurgeraden
Flir Zeichnungen und Skizzen ist es oft niitzlich zu wis-

sen, wo Geraden und Ebenen die Koordinatenachsen
bzw. die Koordinatenebenen schneiden.

a) Schnitt mit der X;-Achse
(x,=0und gf. im R3 x, =0)

|167 ‘
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g: X=(5)+A_ }#, aus x,=0 folgt 2-A=0

= A=2; da x;=1+A ergibtsich x;=3
g, schneidet die x;-Achse im Punkt (30).
E;: R=( %)+7\{—1)+}1(%]

-1 1 1
28T AN | —eetoed
= E, schneidet die x,-Achse im Punkt (2|00)

b) Schnitt mit der x,-Achse
(%, =0 und - falls im R® - x; =0)

g :i=(%]+}\(_%}; aus x,=0 folgt 1+A=0
= A=-1; da x,=2-A ergibtsich x,=3.
g, schneidet die x,-Achse im Punkt (0 3).

= 2 =0, damit Wider-
spruch; d.h. E, schneidet
die x,-Achse nicht.

E, wie oben
X, =0 = 1+A+p=0
X3=0 = -1+A+pu=0

3 Geraden im R® durchstoRen die Koordi-
natenebenen in so genannten Spurpunkten.

g: 2=(_%)+A(—;}

a) DurchstofRpunkt in der x, X,-Ebene (x; = 0):
X;=0 = 0=-1+A = A=1
= S12(2]110)

Geraden und Ebenen I 169 ‘

b) DurchstoRpunkt in der x, x;-Ebene (x, = 0):
X,=0 = 0=2-A = A=2
= S$13(3]0]1)

benen in so genannten Spurgeraden.
E, wie oben

a) Schnitt mit der x, x,-Ebene (x; = 0)
0=-1+A+p = A=1-p eingesetztinE,

b) Schnitt mit der x,x;-Ebene (x, = 0)
Das analoge Vorgehen liefert zundchst A=-1-pu und

schlieRlich: = s,5: §=( §}+u(§)

Lagebeziehungen von Ebenen

Ebenen schneiden die Koordinatene-
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E|F so folgt daraus, dass jeweils drei Vektoren aus der
Menge {Up; Vg Up Vi) (zueinander) linear abhdngig
sind.

Beispiel:

sl o

111
det (Ug; Vg; Up) = -123 =8-6+1+4-3-4=0

1-1-2
det (U; Vi V) = —% % % =-2-6+2+8-3+1=0

= Die Ebenen E und F sind zueinander parallel. Echte
Parallelitit liegt dann vor, wenn kein Punkt aus E auch
in P liegt. Der Nachweis braucht nur fiir einen Punkt
gefiihrt werden. A(2|1|-1)eE:AeF

)2 (el
(1)-1=-0-21
=4 (2) 2=30+3T ‘
(3)-3=40-1 '

3(1)+ (2):(4) -1=-31=>1=3

4(2) - 3(3):(5) 17=15T:>'r=¥

(4) und (5) sind widerspriichlich = A&¢F = EundF
sind echt parallel.

Geraden und Ebenen I 17

Weitere Nachweismoglichkeit fiir echte Parallelitit:
Der Verbindungsvektor zweier Punkte der Ebenen (von
einer Ebene zur anderen) und die Richtungsvektoren
einer Ebene sind linear unabhingig, d.h. anschaulich,
der Verbindungsvektor liegt aulRerhalb der Ebenen.
Vorzugsweise wihlt man fiir die beiden, an sich belie-

bigen, Ebenenpunkte die Stiitzpunkte selbst. u
. B 1 —
AB=[-1-1 =(_z); det (AB; Gy ;)
2+1/ \ 3 :
1 1-1
=/-2-1 2/ =-1+6+4-3-4+2=44%0
32 1

= echte Parallelitit der Ebenen.

Die Schnittmenge ist eine Gerade, die Schnittgerade s.
Die Gleichung von s erhdlt man durch Gleichsetzung

der Ebenengleichungen und anschlieRende Elimina-
tion eines der Parameterpaare der Ebenen.
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E wie oben
rixe{Jiroffoo
sers ol Yo olfo

pu=-1+40+1

2(2) +(3):(5)
Sp=-1+8c+T

(1) A= p= 1+ o+2t ) (1) +(2):(4)
= 1 (2)-A+2u=-2+30- t

(3)2A+ p= 3+20+3t

5(4)-(5): 0=-4+12c+41 = T1=1-30,

i in F: *—( ?)+ (§)+(1 30)| %)
eingesetztink: X = = 02 \=3

5 -5
= s:i=(—%)+c( g) Schnittgerade s von E und F

Folgende Rechenproben sind jetzt moglich:
(5]-2|5)&E; (5|-2|5)&F
det (T; Ty; ¥5) £ 0 und det (U; Uy; V) = 0

PPN | =
mit u5=( g

Geraden und Ebenen I 173

Lagebeziehungen von Ebene und Gerade

Falls g||E,

dann folgt

det(U,; Uy V) =0,
d.h.

die drei Richtungs-
vektoren sind (zu-
einander)linear ab-

héngig.

Echte Parallelitdt liegt dann vor, wenn (anschaulich)
der Verbindungsvektor AB aus der Ebene E herausragt,
wenn also gilt: det(AB; Ug; Vi) * 0.
Beispiel:
E wie oben;
v=(3)+ o[}

o =] =
g: X \ 5 (6] 4)

= =1 1-1
det(Ugy; Ug; Vg) = 431_% % =1+8-6-4+4-3=0

ey 1 1-1
det(AB; Ug; Vi) = —%—% % =-1+6+4-3-4+2=4%0

= gund E liegen echt parallel zueinander.

Hitte sich oben zu det(U,; U; Vg)=0 auch noch
det(AB; Ug; V) =0 ergeben, dann lige g ganz in E.
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Schneiden sich Ebe-
ne und Gerade, so ha-
ben sie genau einen
Punkt gemeinsam,
den Schnittpunkt S.

Voraussetzung fiir einen Schnitt: det (U, Uy V) * 0,
also lineare Unabhingigkeit der drei Richtungsvekto-
ren.

Beispiel:
E wie oben.

o= 3 (2
g: X=(‘%\;+G\"%)

hieraus folgt bereits: g schneidet E in einem Punkt.
Ermittlung des Schnittpunktes S:

+ ;\{_i) + “(_%) = (-2) G 0(—?) ermittelt man

2
Aus ( 1
-1

I

(1
s|3

wlut
wloo

SPEZIALTHEMA

Lineare Gleichungssysteme

In den vorausgegangenen Kapiteln hatten wir es ofter
mit mehreren Gleichungen und mehreren Unbekann-
ten, die nur linear vorkamen, zu tun. Im Folgenden
soll die Losbarkeit von solchen, linear genannten, Glei-
chungssystemen ndher untersucht werden.

In allgemeiner Form ldsst sich ein lineares Gleichungs-
system mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten (Varia-
blen) so darstellen:

(1) apx;tapX;=¢;
(2) ayX;+anX; =0

X;, X, heiRen Variable
311, 3.12, s Cl‘ CZ
sind reelle Koeffizienten.

Das iibliche Verfahren der Aufloésung nach den Varia-
blen fiihrt auf folgende Losungsansitze:

—apC T3¢

i _ AnG-an G
17 24333y —appadyy’

27 ay18y,; —appdy

X

Definiert man die folgenden Determinanten:

_ |32 = z
D = \au Ay, = d11dpp —dppdyy;

lagy Gy
S o ey .
D; = lajs ¢y =312C2 = 357Gy

— 3 G| _ :
D,= ‘am G TG — Ay G
so lassen sich die Losungsansdtze auch kurz schreiben:

2

D
X; =-7 und XZ=T)Z
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Ob damit auch schon Losungen gegeben sind, hangt die Losungsansitze angeben:
von den tatsichlichen Determinantenwerten ab.
& D, 5 = -D, Ds
. 5 o : : . Slome prul. S g i i by o
1. Keine Losungen existieren sicherlich, falls D = 0
und D, #0 und D, #0. Genau eine Losung ergibt sich nur fiir D + 0.
2. Umgekehrt bestehen eindeutige Losungen fiir den
Fall D #0. Beispiel 2: 3 Gleichungen, 3 Unbekannte
In den {ibrigen Fillen (D = 0) existieren entweder un-
endlich viele Losungen oder die Lsungsmenge ist leer. (1) 2% =X + X3 =6;
(2) —%X1+3X%,+2x3=-3;

Beispiel 1: 2 Gleichungen, 2 Unbekannte Bl el =2 %3 5=2;

a6
() 3% -2%=6; 3 2-3
@ -x+2%=2 x=27272|_4-6-36-24+6+6_=50_,
- e s = === D3 SRR =D S
D,= |28 =-4-12=-16; D,=| 35|=6+6=12 =13 2
NS Zoel=912 AN
D=|372|=6-2=4
-1 2( 16) 216
w0 niy oAl o =i -1 2-3
= X=—7— =k x=73=3 = L={43] MR S D
1 -2 e
‘; Fiir lineare Gleichungssysteme, die aus 3 Gleichungen _% _; _g
: mit 3 Variablen aufgebaut sind im 1 225—2 _T12+3-1-18sf2sa_ —25 .
= =25 =75
: (1) apXx; +apXx; +ax;=b 5
: (2) Ay Xy +ayX, +ayX3=by Uber eine Probe bestatigt man dann: L = {(2; -1; 1)}
(3) amX;+apX;+agpX; =Dy
, lassen sich mit Eine besondere Rolle unter den linearen Gleichungs-
| laiydis by {2 ahet systemen spielen solche Systeme, bei denen die Ele-
, D= E" 223 1;2‘ . D= «;121 ;123 l;; mente b;, also diejenige Elemente, die bei der hier vor-
: 32843105 31 433 B3 - gestellten Schreibweise rechts des Gleichheitszeichens
. : R ;
| ‘a“ ag, by a7 855453 stehen, simtlich verschwinden. Man nennt diese Syste-
‘ Dy= 2y a,b, . D= |ay ay by | me homogen, die anderen inhomogen.

|23y 33; by 1237 a3 bz |
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Im homogenen Fall sind D;, D, und D simtlich gleich
Null, da sie ja alle mindestens eine verschwindende
Spalte aufweisen. Ist dann D # 0, so stellt (0; 0; 0) die
einzige Losung des homogenen linearen Gleichungs-
systems dar. Man nennt diese die triviale Losung. Ist
zudem auch D =0, so gibt es neben der trivialen Lo-
sung noch eine unendlich groe Losungsvielfalt fiir die
Tripel (X1; X3; X3).

Lineare Gleichungssysteme, bei denen die Anzahl der
Gleichungen groRer ist als die Anzahl der Variablen
heiRen iiberbestimmt, im umgekehrten Fall unter-
bestimmit. Solche linearen Gleichungssysteme haben
unterschiedliche Losungsvielfalten, sie reichen von der
leeren Losungsmenge bis zu einer Losungsmenge, bei
der fiir jede Variable unabhéingig unendlich viele Wer-
te gewdhlt werden kénnen.

Geometrisch driickt sich eine eindeutige Losung meist
in einem Punkt aus. Eine (einfach) unendliche Losungs-
menge kann durch eine Gerade, eine (doppelt) unend-
liche Lésungsmenge durch eine Ebene visualisiert wer-
den.

Skalarprodukt

Analytische Geometrie und Lineare Algebra

Skalarprodukt

QUICK-FINDER

Definition des Skalarprodukts
e Definition —-> S.181
e Schnittwinkel von Geraden -> S.182

Normalenvektor
e Definition > S.183
e Normalenvektor in R2 > S.183

e Normalenvektor in R® > S.184

Normalenform einer Geradengleichung in R?
® Hesse’sche Normalenform (HNF) > S.186

e Normalenform in Koordinaten-
schreibweise > S.186

Normalenform einer Geradengleichung in R?
® Hesse’sche Normalenform (HNF) —> S.187

e Parameterform -> S.188

Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen
e Gerade und Ebene > S.189
e Ebene und Ebene > S.190

179
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Definition des Skalarprodukts

PBEFINITIONY Bisher wurde innerhalb der Menge der
Vektoren nur die Addition verwendet. Zwei Vektoren
konnen jedoch auch miteinander multipliziert wer-
den und zwar auf unterschiedliche Art. Zunéchst soll
diejenige Art erklart werden, die eine Zahl, also einen

Skalar als Ergebnis liefert. Man nennt sie die skalare
Lotgeraden Multiplikation (nicht Multiplikation mit einem Ska-

lar!). Das Ergebnis heiRt auch Skalarprodukt. Es ist
wie folgt definiert:

o Lotgerade auf einer Ebene durch einen
Punkt > S.191

 Togemgealt et Gon cime
Punkt —> S.191

() @ob:=|3|-|b] - cos @ oder b
Winkel zwischen Gerade und Ebene -> 5.192 a, {b« _/j
. =|a, =
a

@) @°b: =|a|o b;! = ajb, + ayb, + azbs

33/ b,

Abstandsbestimmungen

o Abstand eines Punktes von einer Gerade Unter ¢ versteht man generell den kleineren Winkel
imR? > 5.196 zwischen den beiden Vektoren, also 0 = ¢ (3; b) = m.

e Abstand eines Punktes von einer Ebene Da cos 90° = 0 folgt unmittelbar aus der Definition 1,
im R3 > S.196 dass 3°b=0 gleichbedeutend ist mit @ L b.

o Abstand zweier paralleler Geraden -> S.196

Beispiel:
* Abstand zweier windschiefer Geraden - §.197 Die I;’11'Chtungsvektoren ldngs der Achsen eines karte-
e Abstand zweier zueinander paralleler sischen Koordinatensystems stehen aufeinander senk-
Ebenen -> S.200 recht. Nachpriifung:
Lo (1 o [0y L (0 )
Winkel zwischen zwei Ebenen > S. 201 € =(8); € =(é): 63=((1)), damit
Winkelhalbierende Geraden und Ebenen > S. 201 P

1\ (0
€,°8,=(0]|°(1|=0+0+0=0 = &, 18,
b | 2 0 0 1 2
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0 0 G A
6206'3:((1) 0(5))=0+0+0=0 = e,le;

bzw. cos(@; b)=a°-b°

ISCHNITTWINKEDVONIGERABENN Damit lassen sich Win-

kelgrofden berechnen.

a) Welchen Winkel schlieBen die Dreiecksseiten [AB]
und [AC] miteinander ein, wenn A(1[1]0), B(3/0|1)
und C(0]|0|-2)?

s el e BY eem e e o
AC=(—%); AB(—%); |AC|=V6; |AB|=V6

Ep— )
ABoAC=(—}) (—1)=—Z+1—2=—3; also

cos(AB; AC)=—z> =3 = o(AB:AC)=120°

b) Unter welchem Winkel schneiden sich die Geraden
gund h?

Skalarprodukt

Wegen der meist unbekannten gegenseitigen Orientie-
rung der Richtungsvektoren der Geraden ist es nicht
sicher, ob sich bei dieser Methode der kleinere der bei-
den moglichen Winkel ergibt. Hier folgt aus
8

V6 V19
Als Losung wird man aber den Erginzungswinkel auf
180° angeben: ¢ = 41,5°.

cos<(g; h)y=- <4(g; h) = 138,5°

Normalenvektor

PBEFINIFIONN Besondere Bedeutung erlangt die Ska-
larmultiplikation bei der Berechnung des Normalen-
vektors und bei Gleichungen, die den Normalenvektor
verwenden. Unter einem Normalenvektor 1 versteht
man einen Vektor, der auf einem anderen Vektor oder
einer Geraden oder einer Ebene senkrecht steht, fiir
denalsogilt: A1V, nlg, NLE

Vi
Va
V3

und v=

oy
n,
ng
Skalarprodukts aus I LV: eV =0, also

Mit =

folgt nach der Definition des

n; vy +n,V, +n3v; =0

=05 330

AuRerdem gilt auch [°-v°=0.

PNORMARENVERTORNMIRE riir 2 Dimensionen reduziert

sich die Forderung von oben auf

(2Y) e (v})=n,v, +nyv,=0.

Daraus ldsst sich sofort ein moglicher Normalenvek-
tor 1l zu V finden:

183
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- -=V: .
n=("y?) denn dann gilt: -v,-v; +v;v,=0.

Ebenso wiire natiirlich auch 1. = | _‘\/F‘l als Normalen-
vektor zu V denkbar.

Andere Vektoren V' konnen
nur kollineare Vektoren zu
den vorgestellten T sein, wenn
gelten soll: V' LV, denn in der
Ebene gibt es zu einer vorgege-
benen Richtung nur eine dazu
senkrechte Richtung (aller-
dings zwei Orientierungen).

}i; ALENVEKTOR'IM'R®'| Im R®> kann die Forderung
oV =0 durch unendlich viele 1 erfillt werden. Alle
moglichen T liegen in einer Ebene, auf der v senkrecht
steht.

Andererseits gibt es zu zwei nicht-kollinearen Vekto-
ren, z.B. die Richtungsvektoren U und v einer Ebene
E nur eine Richtung (bei zwei Orientierungen), die auf
beiden Vektoren senkrecht steht. Man spricht dann
vom Normalenvektor Ti, fiir den gelten muss:

Skalarprodukt

=]
<1

<l

.. (1)n;u; +nyu, +n3u;=0

(ot
=|m;| mit
(2) nyvy+ v, +03v3=0

\n3

o

Beispiel:
U und Vg, seien die Richtungsvektoren der Ebene E:

= g L s )
B =g Ve |

(1) n;- ny+2n3=0
(2) -n;+2n,+ n3=0

=N =

(1) +(2): (8) ny ==3n,4
eingesetztin (1) = n;=-5n;,

Setzt man n; =1 (dies kann ohne Gefahr geschehen,
da hiermit nur die Linge von T festgelegt wird, nicht
die GroRenverhiltnisse der n-Koordinaten, also keines-

falls die Richtung von 1), so erhilt man:
-5
n,;=-5; n,=-3, also 1 =(—:1%).

-5 1
Probe: (—%)0(—%J=—5+3+2=0 = T LU

-1
%)=5—6+1=0 = T LV

und (:§)°
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Normalenformen einer Geradengleichung im R?

(HNF)| ¢ :X =3 + Al,, da
n, LA, fiir beliebigen Wert von A.

=\, folgtauch f, L (X-4d),

also T,e(X-d)=0.

Diese Form der Geradengleichung heift (vektorielle)

Normalenform (NF), verwendet man an der Stelle von

1, den entsprechenden Einheitsvektor 1,°, so heift sie

(vektorielle) \

Hesse’'sche Normalenform (HNF).
HNF: 2o (X-a)=0

QU
x|

 NORMALENFORM IN KOORDINATENSCHREIBWEISE Die
obigen, vektoriell geschriebenen Gleichungen lassen
sich auch umschreiben

/2)4

-2
()-(B)]=(3)-(273) =25 +x,-1=0

Skalarprodukt

= g: 2X; +X,-1=0, diese Form wird Normalenform
in Koordinatenschreibweise genannt. Aus ihr lassen
sich sofort die Koordinaten eines (moglichen) Norma-
lenvektors zu g entnehmen, es sind dies die Faktoren
(einschlieRlich der Vorzeichen) der Variablen x; und x,,

im Beispiel: T, =(3).

Normalenformen einer Ebenengleichung im R3

IHESSESCHEINORMARENFORMIHNEN £: X =3 + AT + nv
1 stehe senkrecht auf i und v, den Richtungsvektoren
der Ebene E und damit auf jeder (Linear-) Kombination
AU + pV (A, p€R) dieser Vektoren.

EI N o

X-d=AU+puv

folgt aus

N L (AU + u¥) auch

N L (X-13), also:

NFg: Dge(X-3)=0,
analog zur Normalen-
form fiir Geraden im
R2.

Ebenso wie dort erhdlt
man mit 0;° die

Hesse'sche Normalenform: HNFg: Ao (X -a)=0
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Beispiel:
E sei gegeben durch:

E: i=\j)+7\(—il+p{_%J

nach Seite 185 ermittelt sich fiir Ty 0 = (—3

woraus sich fiir die Normalenform ergibt:

-5
NFI.:: ("%) °
und mit

[N =Vv35: HNF \%(:%)v [55—(_%)7:0

|
1]

FORM | Analog zum Vorgehen bei den Ge-
radenclelchunven im R? gewinnt man auch hier aus
den Vektorgleichungen die entsprechenden Normalen-
formen in Koordinatenschreibweise. Es miissen ledig-
lich die Skalarprodukte ausgerechnet werden.

=5\ (X4} 2\ =5 x1—2\
=30 (X |—| 1,x1—2=0:>(—3:x~,—1 =0
1/ ¥ \-1 1) \xi+1)
= -5X;-3X,+X3+10+3+1=0
= NFg: -5X;-3X, +X3+14=0
X;—3X, +X;+ 14
bzw. HNF;: ! 2 =

-\35
Anmerkung: Ublicherweise erhilt der Nenner, d.h.
der Betrag des Normalenvektors, in der obigen HNF-

Darstellung das gegenteilige Vorzeichen des koordina-
tenfreien Teils im Zdhler (hier ,,+* bei 14).

Skalarprodukt

Ein Vorteil dieser Koordinatenschreibweisen ist der
leichtere algebraische Umgang, da eine lineare Glei-
chung vorliegt. Eine Riickiibersetzung aus einer Nor-
malenform in eine Parameterform ist nur vordergriin-
dig schwierig. Oft hilft folgende Setzung:

x;=A und X, =j, eingesetzt in NF;
= -5A-3u+Xx3+14=0
= X;=-14+5A+3p

(1) x,=A X;= 0+1:-A+0-pn
(2) x,=n = {1 X= 0+0-A+1-p
(3) X3=-14+5A+3p X;=-14+5-A+3-u
daraus: E:X=| 81+?\((1)\+}1((1)\

©E Rl T M) TR

Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen

Aufgrund der verschiedenen Darstellungsformen von
Geraden- und Ebenengleichungen gibt es zu den bis-
her gezeigten Moglichkeiten weitere, die gegenseiti-
gen Lagebeziehungen bzw. die Schnitte (oder Schnitt-
mengen) zu ermitteln.

Fiir die Ebene ist die Koordinatenschreibweise glinstig
(vgl. Seite 188):
E:-5%x;-3x;+X;+14=0

3 2|
o SZ=(—%\’+0(—%) werde in E eingesetzt:
-5(3+20)-3(-1-0)+(2+0)+14=0
2—60:—4:0:%:513 _3 §)

313
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E: -5x%;-3%x,+X3+14=0

3 1 2\
F: §=(—l)+o(3\+T(—l‘
\ B 5} \ 3/

F wird in E eingesetzt
-5(3+0+2T1)-3(-1+30-1)+(2+20+31)+14=0
= -120-41+4=0

= 1=1-30 eingesetztinF

Rt
"2

\ (1) ( 2 = 5\ [
}+0(3 +(1—30),—1) = x=(—2}+o‘
\2/ \ 3 \ 5
Damit erhdlt man eine Parametergleichung mit nur
mehr einem Parameter, also eine Geradengleichung.
Es ist die (Parameter-)Gleichung der Schnittgeraden

der Ebene E und F.

Sind beide Ebenen in Normalenform gegeben, so sollte
man eine Ebenengleichung vorher in Parameterform
verwandeln, um dann mit dieser Methode fortfahren
zu konnen. Trotzdem sei gezeigt, wie man auch mit
zwei Normalformen zum Ziel kommt.

E: -5x;-3x,+ X3+14=0 und
F: 11x;+ Xx,-7x3-18=0
x;seiA: (1) =5N -3X,+X3+14=0 (aus E)
(2) 11X +x,-7x3;-18=0 (ausF)
(1)+3(2): (4) 28X -20x;-40=0
= (4) X;=2ZA'-2
7(1)+(2): (5) —24N —20%,+80=0
= (5) X,=-SN"+4

Skalarprodukt | 191

Die Parametergleichung fiir die Schnittgerade s braucht
jetzt nur noch aus x; = A", (4) und (5) zusammenge-
baut werden:

~ 0| 1\ = 0 5)

s:X=| 4/+N|-5| bzw. s:x=( 4J+7\—6

-2 7] -2 7
Lotgeraden

Da u;=on; gilt fiir o=1:
1: X= OP + AT,

(liegt 1 bereits ,gekiirzt*

vor, ist 6 = 1 die beste Wahl) R
i D
E:=5%X,-3X,+X;+14=0 <

P(9]12]-3)

= 1:§=(’_1§)+7\<:§);?\EIR

Hierbei ist es unwesentlich, ob PEE oder P&E.

Man konstruiert eine Ebene , die
P enthdlt und von g senkrecht ge-
schnitten wird. Der Schnittpunkt
sei F.

1 ergibt sich dann aus P und der
Richtung PF.

[ = L (in Seitenansicht)
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((1) w1 P3[0]4)
3/ -2/
=L -x;+X,-2X3+X,=0

daPel: -3+0-8+x,=0 = x,=11
=L -%X;+X,-2X;+11=0

L heiRt Lotebene zu g durch P

ginl: p+1+u-6+4u+11=0= pu=-1

4 (-8 s fH . (-2
= F(1]0|5) = PF= olql.x—\o)+7\( 0
\ 1/ 4] 11

Winkel zwischen Gerade und Ebene

Unter dem Winkel ¢ zwischen einer Geraden g und ei-
ner Ebene E versteht man den kleinsten Winkel, der
zwischen einer Geraden der Ebene E und g auftauchen
kann. Es ist dies der Winkel zwischen g und derjenigen
Geraden g’, die den Schnittpunkt S mit dem Fullpunkt
F des Lotes auf E durch einen beliebigen Punkt von g
verbindet.

Skalarprodukt

Beispiel:
E: =5%,=3x,+%x3+14=0

-_[ 3) [ 2) .
g:x=|-1] +G;‘—%, (vgl. Seite 189)

13| 5|8

§ ergibt sich zu §|5*|-3(3
o sei gewihlt mit 0—173 = P16 _l2§ %)

= (Pel; Uy =T1g): 1:§=‘—r’,-‘+7\f—3}
\ 1

lin E: Punkt F

—5(16—57\)—3’—3—3}\ +'“+)\ +14=0

= 35A-80+2++14=0 = 35A=35 = A=1

Somit ist der Schnittpunkt F des Lotes 1 auf die Ebene E

.21 19
5 Z} gegeben.

F heit auch LotfufSpunkt.

Damit lisst sich SF errechnen:
{11= i; |

Nach den Regeln des Skalarprodukts folgt:

cos@=SF°c 1, = = 801',5,3 bl
° 140%+(-53)2+ 41216

=~ 0,910 = @ =24,46°
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Ein schnellerer Weg, der die unter Umstidnden schwie-
rige Ermittlung des LotfuBpunktes F umgeht, verwen-
det den Normalenvektor der Ebene.

Fiir den Winkel 90°- ¢ gilt (nach Skalarprodukt):

cos(90°- @) = Ug T, damit:

1(_%)~ 1 /:%\z -6

was{E0"— )= 1) v35\71) T V6-V35

Ve
Fiir 90°— ¢ wiirde sich daraus 114,46° ergeben. Da
dieser Winkel iiber 90° liegt, ist die Ergdnzung auf
180° das richtige Resultat, also 65,54° fiir 90°- @, damit
@ =24,46°.

Noch etwas schneller ist man, wenn man die Bezie-
hung cos(90°- @) =sin ¢ verwendet, also ansetzt:

sin ¢ =1,°° Ti;° bzw. um sofort den Schnittwinkel (klei-
ner 90°) zu erhalten: sin ¢ =|[Ug  Tg|

Abstandsbestimmungen

Bei Bestimmungen von Abstinden zwischen einem
Punkt und einer Geraden oder zwischen einem Punkt

Skalarprodukt

und einer Ebene oder zwischen Geraden und Ebenen
werden héufig Lotgeraden und Lotebenen verwendet.
Meist dienen sie dazu, Koordinaten bestimmter Punk-
te zu ermitteln, womit man dann tiiber die bekann-
te Abstandsformel die wahren Abstinde errechnet.
Oft ist dieser Weg jedoch sehr rechenaufwindig. Die
Hesse’sche Normalenform bietet fiir den Abstand d ei-
nes Punktes P von einer Geraden g (im R?) bzw. von
einer Ebene E (im R®) folgende Formel:

g: e (X-3)=0 (imR?)
E: Aze(x-a)=0 (im R3)

Mit erhilt man (PO = p):

d(P;g)=h;°(p-3a) d(P;E)=nize (5 -a)

oder in Koordinatenform:

NiX + NyX; + Ny

d(P;g)= bzw.

-sgnng -\ n2+n?

NyXq + NyX; + N3Xg+ Ny

d(PE)=
-sgnng-y/ n2+n2+n2

Ergibt sich d >0, so liegen P und der Ursprung des Ko-
ordinatensystems in verschiedenen Halbebenen beziig-
lich g bzw. in verschiedenen Halbrdumen beziiglich E.
Fir d <0 liegen P und 0 in der gleichen Halbebene bzw.
im gleichen Halbraum.
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HNEg: = (3)o[%-(3)|=0

P ist rund 2,68 Lingeneinheiten von g entfernt und
liegt nicht auf der gleichen Seite beziiglich g wie 0.

5\ [ 9-2) ‘/—5 (7
a8 = 35 3]+ | 1221 =35 1511

_:/,Q__ ”
T 2V35 =-11,83

P ist rund 11,83 Lingeneinheiten von E entfernt und
liegt beziiglich E im gleichen Halbraum wie 0.

NY Man nimmt ei-
nen Punkt P der einen Geraden und bestimmt dessen
Abstand zur anderen Geraden nach oben.

Skalarprodukt

Hier ist der Punkt Faufh zu
ermitteln, der als Schnitt
einer Lotebene L zu g (und
h) durch Peg auftritt (vgl.
Seite 191).

Anschliefend  bestimmt
man |PF| = d(g; h).

L-Berechnung: 2x; - X, +X;+1n,=0
daPel: 2-0+1+1;=0 = ng==3
= L:2x;-X%,+X;-3=0

hinL: 2(6+21)-(1-1)+@+T1)-3=0
= 6T+12=0=>T1=-2

= F(2]3]2)

= |PE =12+32+12

= |PF| =d(g; h) =11 ~ 3,32 LE.

Will man nur den Abstand
d zweier zueinander wind-

schiefer Geraden wissen, g

dann konstruiert man zu- o
nédchst eine Ebene E, in der
eine Gerade (z.B. g) ganz

liegt und deren zweite
Richtung durch die zweite
Gerade (hier h) vorgegeben
wird.
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E: E(g; Uy). Jeder Punkt von h hat dann von E den Ab-
stand d, den auch die einander nédchstgelegenen Punk-
te Geg und Heh haben.

Umwandlung in Normalenform:

(1) n,- n,+2n;=0 (1) -2): 3)

-4n,+5n;=0
(2) n;+3n,-3n3=0 -

fiir ny=4 ergibt sich aus(3) n,=5
eingesetzt in (1) folgt: n, = —3

~ 7= () = gy (§)e[z-( 3] o
= mit Peh
d(P;E)= %(_5)r(_é)‘(j”:\';ﬁ—g)(fzﬂ

= 1 =5(-10)=-12

Der Abstand der beiden zueinander windschiefen Ge-
raden g und h betrdgt rund 1,41 Langeneinheiten.

Skalarprodukt

Ein etwas umstindlicher
Weg der Abstandsermitt-
lung bei windschiefen Ge-
raden erfolgt tiber eine
geschlossene Vektorkette.
Man hat aber dabei den
Vorteil, die Koordinaten
der beiden FuRpunkte (G
und H) des gemeinsamen
Lotes zu erhalten, also ge-
nau diese Punkte, die die kiirzeste Entfernung zwi-
schen den Geraden (g und h) haben. A und B seien die
Stiitzpunkte von g und h; T, stehe senkrecht auf T U,
und senkrecht auf U, (vgl. Seite 198). Es lisst sich fol-
gender geschlossener Vektorzug aufbauen:

OA+AG+GH+HB+BO=0 bzw.
@+ NGy + 0Ty, + pylly b =0
in Koordinaten:

3+ regJe o 3 ml 3)+(3)-=[8

woraus sich 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten ergeben:

(1) Ag-30+ py+1=0 |(1)+(2):(4)
(2) -Ag+50+3puy+1=0])20+4u;+2=0
(3) 2Ag+40-3py+2=0] 2(2)+(3):(5)

140+3uy+4=0

3(4)-4(5): ~500-10=0 = o=~

)
= sz—B_-—; }\Gz_

[91f<)
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0G=0A+At, = G55 -5
OH = 0B - iy = H(Z 2 -3

In einem beliebigen Punkt
S der einen Ebene (z.B. E)
wird die Lotgerade 1 er-
richtet.

I schneidet die zweite Ebe-

ne (hier F) im Punkt T. ST
ist der gesuchte Abstand.

Alternative: Aus der Hesse’schen Normalenform lassen
sich die jeweiligen Abstdnde des Koordinatenursprungs
von den beiden Ebenen entnehmen.

Unter Beachtung der Lage des Nullpunktes in den Halb-
rdaumen wird dann der Abstand ermittelt.

Skalarprodukt I 201

Winkel zwischen zwei Ebenen

Der Winkel ¢ zwischen zwei
Ebenen ist kongruent zum
Winkel zwischen den zu den
Ebenen gehdrenden Normal-
vektoren.

cos ¢ (E; F) = cos @ (Ty; Tiy)

= [Ao /2
(E- und F-Daten vgl. Seite 190).

[N o0 |= = visg |55 -3~7)| = g=328°

Es sind die beim Schnittwinkel von Geraden erklirten
Regeln zu beachten (z.B. Erginzungswinkel), auRer-
dem gilt natiirlich:

ELF falls igeUp=0 bzw. 1

0. =30
Uz =0.

Winkelhalbierende Geraden und Ebenen

Die Richtungsvektoren der
winkelhalbierenden Gera-

den ergeben sich aus der = g
Summe bzw. Differenz der s
Einheitsvektoren in Rich- =

tung von g und h. h

Ele]

Wyt R=6§+G(ﬁ

0

+1y) wz:i=0‘§+r(ﬁ§—ﬁ°)

i
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w, steht senkrecht auf w,,

_E\
—( 3)e|%-{ 1 +¥(
Wip* 735 | 1) | —-1/] = V171

-5%x,-3x;,+x3+14

11)
1]0
=0,

-11x; +X;,-7X3;—-18 _
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Die Gleichungen win-
kelhalbierender Ebe-
nen erhilt man durch
Addition bzw. Sub-
traktion der HNF der
Ausgangsebenen.

S
1 (-5\ [, [ 2]
Aus HNF; ﬁ( %)c x—(_} J=
.1 (1 o(_,_(_3) _
HNF; ﬁ(_%) \Lx %‘—0 folgt

bzw. einfacher tiber die Koordinatenform:

W1/2:

-\35

V171

Projektionen und Spiegelungen
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Projektionen und Spiegelungen

Projektionen von Punkten und Vektoren

Projektion eines Punktes
auf eine Gerade —> S. 204

Projektion eines Punktes
auf eine Ebene -> S. 205

Projektion einer Punktfigur
auf eine Ebene > S.205

Projektion eines Vektors
auf einen Vektor -> S.206

Senkrechte Projektion auf eine Ebene > S. 206

Senkrechte Projektion auf einen Vektor —> S. 207

Spiegelungen

Spiegelung eines Punktes -> S. 207

Spiegelung einer Geraden an einer
Ebene —> S.209

Spiegelung einer Geraden an einem
Punkt —> S.210

Spiegelung einer Ebene an einem Punkt
> §.210

Ermittlung des Spiegelzentrums -> S. 210

Spiegelung einer Ebene an einer Ebene > S. 211
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Projektionen von Punkten und Vektoren | PROJEKTION
(Projektionsrichtung

NKTES AUF EINE.

v

P’ existiert nur dann,

¥ ns wenn bei Peg die Vek-
\ toren AP; i, und V linear
: abhanglg sind und U,

und ¥ nicht kollinear
sind. P’ ergibt sich als
Schnittpunkt der Gera-
den p durch P und der

Richtung ¥ mit der Gera- p
den g.

Damit bei P&E ein P’ existiert, ist die lineare Unab-
hingigkeit der Vektoren U, V; und V vorauszusetzen,
also det {tg, Vg, v} #0.

(2 -1 1 2\ P’ ergibt sich als Schnittpunkt der Ebene E mit der Ge-
pP=g \1 +},1(1 =\2+7\(2} i - ) o .
0 -1/ \-1/ 1 raden p, die durch P und V festgelegt ist. Es handelt
sich hier also im Kern um eine Schnittpunktbestim-
(1) ~p=-1+217 | i mung bei Gerade und Ebene.
2) p= 1+21]) =1
(2) n | o n R

(3) -p=-1+ A| . - .
Bild de1 Punl\tﬁcrur muss melst Punkt fur Punkt er-

mittelt werden. Je nach gegenseitiger Ausrichtung von
Ebene E und der zu projezierenden Figur erscheint die
Bildfigur mehr oder weniger verzerrt.

P’(1]2|-1), zufdlligerweise gilt A = P’.

Anmerkung:
Im R? gentigt bei Pég die Forderung U, +oV.
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Im allgemeinen Fall ver-
fahrt man mit der Spitze S
des Vektors b wie mit dem
Punkt P oben. Um S’ zu
erhalten, schneidet man
also die Projektionsgera-
de p durch S (Richtung V) ¢
mit der Geraden durch F p
(Richtung a).

FS’ heift Projektion des Vektors b auf @ mit der Projek-
tionsrichtung . Fiir FS’ gilt auch: b,=FS'=0d (0€R)

F’und S’ sind die ent-
sprechenden Schnitt-
punkte der Lotgera-
den auf E durch F
bzw. S, deshalb gilt:

FE' [ S

Tig

Projektionen und Spiegelungen 207

b wird senkrecht auf @
projiziert, das Bild von
b ist der Vektor FS’, fiir
den zundchst gilt:

E’=0§=Ba -

Spiegelungen

I: Lot(gerade) durch P auf E

1 schneidet E in F (senkrecht). Die Koordinatenermitt-
lung des Spiegelpunktes P’ von P erfolgt am einfachs-
ten durch die Vektorgleichung:

OP’ =0P +2-PF

Ist der Abstand d des Punktes P von E bekannt, oder
wird er ermittelt, so erhdlt man P’ auch durch
OP’'=0P-2 dﬁ;, wobei d =d(P; E) orientiert, also mit
Vorzeichen einzusetzen ist.
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Beispiele:
2X{—2X; + X3—12
E:2x;-2x,+x3-12=0 HNFg Jﬁ—%—:o

Psei P(1|0|1), damit

2
d(P; E) = 2+1—12 . H‘f=1(—%)

= P’(5]-4|3)

Fiir den R? ist das Problem
einfach zu erfassen: man
stellt die Lotgerade 1 zu g
durch P auf, gewinnt den
Schnittpunkt F von 1 und g.
Damit: OP’ = OP + 2. PF

l

Da im R® zu einer Ge-
raden keine eindeuti-
ge Lotgerade existiert,
weicht man auf eine
Lotebene L zu g aus.
Der Schnittpunkt von \

gund L sei F. Die Lot-

ebene enthalte den Punkt P. Fiir P’ gilt dann die gleiche

=0P+2.PF

(>

Formel wie oben:

Projektionen und Spiegelungen

Beispiel:

P(11]2) g %= %m(%)
e 1) T\
X

da Pel: 2+2+2+1n;=0 = ny=-6
= L:2x,+2x%,+%X;-6=0
ginL: 2(1+2N)+2(2+2AN)+(-1+A)-6=0
rn:zo_g)
9

= 9A-1=0 = A=} = F|§|Z

= @’:@)+2

Das P1oblern lasst sich
vereinfacht darstellen,
wenn man die Ebene E
genau von der Kante,
d.h. wie eine Gerade,
sieht. g’ erhdlt man
aus P’ und Q’, den
Spiegelpunkten von
Peg und Qeg, die
prinzipiell beliebig ge-
widhlt werden konnen.

Im Sonderfall der Kenntnis des Schnittpunktes S von
g und E reicht die Spiegelung eines Punktes Peg fiir
die Gewinnung von g’ aus, da S =S’ Falls gilt g| E reicht
ebenfalls die Spiegelung eines einzigen Punktes Peg,
denn zur Aufstellung von g’ kann 1, = U, verwendet
werden, da die Geradenmchtuntr in diesem Fall erhal-
ten bleibt.
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g Da g = g, reicht
die Spiegelung eines
Punktes Peg.

Fir diese Spiegelung

setzt man:

OP’ = OP +2PS, um
€ dann fiir g’ zu erhal-

ten:

g’ X = 0P + uiig

Se&E sei vorausgesetzt.
Auch hier gilt die Paralle-
litdt von E und E’. Deshalb
reicht die Ermittlung von
P’, also eines Bildpunktes,
aus. Die Richtungsvekto-
ren konnen von E iber-
nommen werden.

E: i=b_P.+}\ﬁ;‘+}le

= E’: X=0P + AT + uvg

_EI LUNG DES SPIEGE 1S In den besproche-
nen Fillen kann das Spiegelzentrum S immer dann
eindeutig bestimmt werden, wenn von einem festge-
legten Punktepaar (P; P’) ausgegangen werden darf.

Projektionen und Spiegelungen

Dann folgt aus: OP’=0P +2PS und
OP’ = OP +2(0S - OP):
0S =5 (OP +OP')

Ist eine feste Zuordnung P und P’ nicht getroffen, wer-
den also g bzw. E nur als Punktmengen gespiegelt, so
kann jeder Punkt der Mittelgeraden von (g; g’) bzw.
der Mittelebene von (E; E’) als S dienen. Umgekehrt
konnen hier dann zwei beliebige Punkte Peg (E) und
P’eg’ (E’) zur Ermittlung von S dienen.

i | X EBENE Auch hier
werden die Ebenen wieder in Ebenen gespiegelt. Die
Darstellungen erfolgen in strenger Seitenansicht.

a) Es gelte E|S.

Fir die Bestimmung von
E’ gentigt eine Spiegelung
von PeE an S (s. S. 207), da
ja auch gilt T = 0.

b) E und S schneiden
sich. E’ kann z.B. auch
mit Hilfe der Schnitt-
geraden von E und S ¢
ermittelt werden, die
auch ganz in E’ liegt.

1%

Dann bestimmt man iiber einen zu spiegelnden Punkt
die zweite Richtung von E’. Ein anderer Weg fiihrt iiber
die winkelhalbierenden Ebenen zum Ziel. S wird mit
einer der Ebenen W, oder W, gleichgesetzt.
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Flachen- und Volumenberechnung

Geradlinig begrenzte Figuren und Kérper
e Dreiecksfliche > S.213

e Rechtecksfliche > S.213

e Fliche eines Parallelogramms -> S. 213
e Trapezfliche > S.214

e Quadervolumen -> S.214

e Prisma -> S.214

e Pyramidenvolumen -> S.214

Kreis- und Kugelgleichungen
e Gleichungen von Kreis und Kugel -> S.215

e Gleichungen von Kreistangente
und Kugeltangentialebene -> S.215

Definition des Vektorprodukts -> S. 217

Anwendung des Vektorprodukts
e Bestimmung des Normalenvektors -> S.218
e Bestimmung des Flicheninhalts —> S. 218

e Bestimmung von Volumina -> S.219

Flachen- und Volumenberechnung 213 |

Geradlinig begrenzte Figuren und Korper

In der Analytischen Geometrie verwendet man meist
die Formeln der gewohnlichen Geometrie zur Berech-
nung von Flichen- und Rauminhalten, wobei Strecken-
lingen und Winkelgrofen vorzugsweise analytisch

ermittelt werden. n
Dreiecksflache

elementargeometrisch: C

1
Ar=7-8-h
analytisch geometrisch:

Ay =3+ 1AB|-1d(C; g(AB))

A g B
Rechtecksfldche
elementargeometrisch: D (e
A_=a-b s 2

analytisch geometrisch:

A_ =|AB|-|BC| B a

Flidche eines Parallelogramms

elementargeometrisch : D
A-=a-h

analytisch geometrisch:
A =I|AB|-|d(D; g(AB))| A a B
Wobei wegen der Eigenschaften des Parallelogramms auch
andere Ansatze zum richtigen Ergebnis fiihren:

A =IAB|-|d(C;g(AB))| oder

A =1BC| - |d(A; g(BC)|
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Trapezflache

elementargeometrisch: D c

| + b
AT rapez =h

analytisch geometrisch:

|AB| + |G a
2

-1d(C; g(AB)| A n

ATrapez -~

Quadervolumen

elementargeometrisch:
VQuader =a:ih =i
analytisch geometrisch:

Vouader = | AB| - |BC| - | AE]|

A a8 B

elementargeometrisch:
Vprisma=G *h

analytisch geometrisch:

Sind Grund- und Deckflache zu-

einander parallel, taucht h als Ab-
stand zweier Parallelebenen auf.

Pyramidenvolumen

elementargeometrisch: S

VPyramnde G h
mit G als Flachenlnhalt 5

des Vielecks ABCD X

und h als Pyramidenhdhe; >
analytisch geometrisch:

Hier lasst sich insbesondere

h bestimmen durch d(S; Epgc)-

Fléchen- und Volumenberechnung

Kreis- und Kugelgleichungen

.. Die Punkte einer
Krelshme bzw die Punkte einer Kugeloberfliche sind
gekennzeichnet durch die gemeinsame Eigenschaft,
von einem Punkt M (Mittelpunkt) den gleichen Ab-
stand r (Radius) zu besit-
zen. Aus

MX=r und MX=%-
folgt mit (X - m)*=r2,
im R? die vektorielle Form
der Kreisgleichung und
im R® die vektorielle Form
der Kugelgleichung. Aus
ihr gewinnt man die fol-
gende Koordinatenform:

ke (% =my)® + (x; - my,)? [+ (x5 — my)?] =12

ie obigen Gleichungen erfahren nur
eine leichte Anderung beim Ubergang zu Gleichungen
fiir die Tangente an einen Kreispunkt P bzw. fiir die
Tangentenebene an einen Kugelpunkt P:

T: (p-m)e (X-m)=r1% mit pek oder

Tt (py —my)(x; = my) + (p, — my) (x, — my)

[+ (P3 — my) (x5 = my)| =1,

Beispiel: Eine Kugel mit Radius r=V11, deren Mittel-
punkt auf der xz-Achse liegt, habe die Ebene F als Tan-
gentialebene. Der Bertihrpunkt P und der Mittelpunkt
M sind zu bestimmen.
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M(0]0|my); P(p1|p2|P3)
F: x;-%,+3%3-2=0;

1
x )i
Pz -3 3

= p1=AADP,;=-AAp;—my=3A

Da MP = ATF, folgt:

eingesetzt in F: A+A+9A+3my-2=0
= m3=—%7\+%

Die Tangentialebene T fiir M(0|0|m;) und P(p; |p2|ps)
lautet allgemein:

T :pyX; + PaXy + (P3 =~ My) X3 =~ (P3 — M3) Mz = i

Mit r=111 und den obigen Ergdnzungen der p;:
AX; - A%, + 3hx; - 3A(-HA+ 2] =11

X =X, +3X;+11A-2-31=0

Durch Vergleich mit F erhdlt man:

1A-L-2=-2
= 11A2-11=0
= MN=1; A,=-1

= erste Losung: P(1]|-1]0) und M(0|0|-3).
— 1 oy -
Probe: MP=(—%) = |MP|=vll=r
o 4 13
= zweite Losung: P(-1|1|3) und M(0[0|%})

— 1 — —
Probe: MP=( é) = |[MP|=V1il=r

Flachen- und Volumenberechnung | 217 ]

{
Definition des Vektorprodukts :
|

In der Menge der Vektoren ist noch eine weitere innere
Multiplikation erkldrt, d.h. eine Multiplikation zwei-
er Vektoren, deren Produkt wieder ein Vektor ist, das
Vektorprodukt.

a4, - [ba)
Mit @=|2| und b =|b,| gilt fir
\a3 b
= [ b aby—asb, |
V=axb=(a|x b_))= —(a;bs3-asb,)
a3/ b/ L\ a;b, —a,b,;

= (Sprechweise: 3 kreuz b*)

Der Vektor ¥ steht senkrecht auf @ und senkrecht auf b,
d.h. senkrecht aﬂuf dervon a und b aufgespannten Ebene.
(Wiren a und b zueinander kollinear, so ergibe sich
fiir v der Nullvektor).

Zu beachten ist:
ixb=-(bx3)

Fiir den Betrag von ¥ gilt:
9] = |axb| = [d]-b| sing
(0s@=n)

Anwendung des Vektorprodukts

Das Vektorprodukt wird besonders zur Ermittlung des
Normalenvektors und zur Bestimmung von Flichen
und Rauminhalten verwendet.
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Zur Ebene E gehoren die Richtungsvektoren
Ug=|-2| und vg= ;
E7 T

Hieraus entsteht durch das Vektorprodukt der Norma-
lenvektor von E:

N 1 (-1 -4-1 -5
N =|(-2|x| 1|=(-(2+1)|=|-3
1 2 1-2 -1

-5 1 = o
Probe: (—3)0(—%)=—5+6—1=0 = N LlUg

=5\ [-1 A s
und (—%)o( %)=5—3—2=0 = N lVg

@ und b spannen ein Parallelo- B P
gramm auf, dessen Flichenin-
halt A durch A=|3|-|b|-sing,
also durch A = |3 x b| gegeben
ist. Mit den obigen Vektoren er-
hélt man

ol

lE|-sin¢p

-5 -
A=‘(—3)‘=\35;

Auch fiir die Ermittlung des Flicheninhalts eines Drei-
ecks kann das Vektorprodukt herangezogen werden:

el _li=2oR
AAOAB—EAAOAPB"ilabe

Flachen- und Volumenberechnung

Volumen eines Parallelflachs

V=|3.(bx7|,
wofiir sich auch kiirzer
a;bycy|

V= a,b,c,| schreiben lisst.
A3 D3¢y

Pyramidenvolumen

Aus V=|3-(bx¢)|, ergibtsich
fiir eine dreiseitige Pyramide
die Formel:

0l

V=g-lde(bxd

s

wdhrend man fiir die vierseiti-
ge Pyramide (Grundfldche: Pa-
rallelogramm) die Formel:

V=%~[§O(B x| gewinnt.,

Beispiel: Pyramidenvolumen

Eine reguldre Pyramide sei festgelegt durch die Punkte
A(2]0/0), B(5]0[1),C(6]0]|2),D(3|0|3) und die Spitze
S4]7|1).

Die Pyramide ABCDS hat nach obiger Formel das Vo-
Iumen:

X

S PR " 3\ [
VABCDS=%|AB°(ADxAs)yz%(_(lJ)"i

8-

1 2
0 7
3 1

= %|—63 -7|= ZBQ Raumeinheiten

(eI

219
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Ableitung einer Funktion 58ff.,
75,77

Ableitungsregeln 64, 61, 96, 104

Abstand 195ff.

Asymptoten 74

B

Basis 139ff.

Beschrdnktheit einer Funktion 8

bestimmtes Integral 97ff., 103

Betragsfunktion 14f, 17, 55,
59, 63

D

Definitionsmenge einer Funktion
75 39; 71,875 111,119

Determinanten 141f, 175f.

Differenzenquotient 11, 58f.

Differenzialquotient 59

Differenzierbarkeit einer Funk-
tion 57ff.

Diskriminante 23

E

Ebenen 165ff, 169ff., 189ff.,
201

Eulersche Zahl 111, 120

Exponentialfunktionen 118ff.

Extrema einer Funktion 21f,
71,74
Extremwertaufgaben 84

F

Felder-Abstreichen 52f., 73

Flichenberechnung 213f.

Flacheninhaltsberechnung
105ft.

Flachpunkt 77ff.

Funktionenscharen 30

Funktionsbegriff 7

ganzrationale Funktionen 33, 45

gebrochenrationale Funktionen
44ff., 65, 83

G

Gegenvektor 132

Geraden 159ff., 166ff., 182, 186,
189f., 196f., 201, 209

Grenzwerte 37ff., 112,119

H

Hauptsatz der Differential- u.
Integralrechnung 101

Hesse’sche Normalenform (HNF)
bei Geraden 186f., 195

Hesse’sche Normalenform (HNF)
bei Ebenen 200

h-Methode 43,63

Hochpunkt 21, 77, 81

hohere Ableitungen einer
Funktion 75ff.

i

Integralfunktion 101ff, 110

Integration durch Substitution
128

K

Kettenregel 66ff., 128

kollinear 137ff., 151, 161, 167,
184, 204, 217

Komponenten von Vektoren
142f.

Koordinaten von Vektoren
133, 142f.

Kreis 215f.

Kriimmung eines Funktions-
graphen 75,77

Kugel 215f.

Kurvendiskussion 71ff,, 115,
119

L

I'Hospitalsche Regeln 88f,,
91,112

Lineare Ab-[Unabhingigkeit
136ff., 140, 150

lineare Funktionen 10ff.

Lineare Gleichungssysteme
175ft.

Linearfaktorzerlegung 24

Linearkombination 136ff.

logarithmische Integration 113

Logarithmusfunktionen 110ff.

Lotgeraden 191ff.

M

Maxima und Minima einer Funk-
tion 21,121

Mittelwertsatz 88, 101
Mitternachtsformel 23
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Monotonie einer Funktion 20,
27 72; 116,121

Monotoniekriterium 87

Multiplikation mit einem
Skalar 135, 181

N

natiirliche Exponentialfunktion
118ff.

nattirlicher Logarithmus 118

Normale zu einem Funktions-
graphen 59

Normalenform von Ebenen
187

Normalenform von Geraden
186

Normalenvektor 183f, 217

Nullstellen einer Funktion 17,
33

Nullsumme 136

Nullvektor 132

0

Ober- und Untersumme 99f.
Orthonormalbasis 139
Ortslinie 31f.
Ortsvektoren 143f.

p
Parallelflach 155, 219
Parameterformen 160, 167
Parametergleichungen 160
partielle Integration 126ff.
Pol(stelle) 49, 56
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Polynomdivision 45
Polynomfunktionen 33ff.
Produktregel 64ff.
Projektionen 203ff.
Pyramidenvolumen 214,219

Q

Quadratfunktion 22, 60
quadratische Funktionen 22ff.
Quotientenregel 64

R

Randverhalten 73
rationale Funktionen 44
Reihenentwicklung der
Exponentialfunktion 120

S

Sarrus, Regel von Sarrus 142

Satz von Rolle 87

Satz von Vieta 24

Schnittpunkt von Funktions-
graphen 10

Schnittwinkel von Funktions-
graphen 12ff.

Schnittwinkel von Geraden 183

Signumsfunktion 14

Skalarprodukt 179ff.

Spiegelungen 203ff.

Spurgeraden 169

Spurpunkte 168

Stammfunktion einer Funktion
94f.

Steckbriefaufgaben 81

stetige Fortsetzung einer
Funktion 56

Stetigkeit einer Funktion
53ff.

Streifenmethode 97

Symmetrie von Funktions-
graphen 17ff, 34

T

Tangente an einen Funktions-
graphen 59

Tangente an Kreis 215

Tangentenebene an Kugel 215

Terrassenpunkt 71

Tiefpunkt 21,71

trigonometrische Funktionen
90f.

triviale Nullsumme 137

u

Umbkehrbarkeit einer Funktion
87

Umkehrfunktion einer Funk-
tion 26ff.

unbestimmtes Integral 95ff.

uneigentliche Integrale 1. und 2.

Art  124f.
Unendlichkeitsstelle 49, 52

\Y
Vektor 132ff, 143ff., 148ff.
Vektorielles Beweisen 150ff.

Vektorkette 143ff.

Vektorprodukt 217

Vektorraum 139ff.

Verkniipfung von Funktionen 9,
55

Volumenberechnung 214, 219

w

Wendepunkt 77ff.
Wendetangente 78f, 116f.
Wertemenge einer Funktion 7
Winkel 201

Wurzelfunktion 29

z

Zielfunktion bei Extremwert-
aufgaben 84f.
Zwischenwertsatz 55
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