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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieses handliche Buch bietet Thnen einen Leitfaden zu allen wesent-
lichen Inhalten, die Sie im Mathematik-Abitur benotigen. Es fiihrt
Sie systematisch durch den Abiturstoff der Priifungsgebiete Analysis,
Geometrie und Stochastik und begleitet Sie somit optimal bei Threr
Abiturvorbereitung. Durch seinen klar strukturierten Aufbau eignet
sich dieses Buch besonders zur Auffrischung und Wiederholung des
Priifungsstoffs kurz vor dem Abitur.

e Definitionen und Regeln sind durch einen grauen Balken am Rand
gekennzeichnet, wichtige Begriffe sind durch Fettdruck hervorge-
hoben.

e An relevanten Stellen wird auf die Merkhilfe, die Thnen als
Erinnerungsstiitze im Abitur dient, verwiesen.

e Zahlreiche Abbildungen veranschaulichen den jeweiligen Lern-
inhalt.

e Passgenaue Beispiele verdeutlichen die Theorie. Sie sind durch
das Symbol Q gekennzeichnet.

e Zu typischen Grundaufgaben wird die Vorgehensweise Schritt fiir
Schritt beschrieben.

e Das Stichwortverzeichnis fiihrt schnell und treffsicher zum
jeweiligen Stoffinhalt.

Viel Erfolg bei der Abiturpriifung!
STARK Verlag

Ausfiihrliche Erliuterungen sowie viele Ubungsaufgaben finden Sie
in unseren Abitur-Trainingsbinden:

e Abitur-Training Analysis (Bestell-Nr. 9400218)

e Abitur-Training Analytische Geometrie (Bestell-Nr. 940051)

e Abitur-Training Stochastik (Bestell-Nr. 94009)

Die offiziellen Priifungsaufgaben der letzten Jahre mit vollstindigen
Losungen enthilt das Buch ,,Abiturpriifung Bayern, Mathematik*
(Bestell-Nr. 95001).






Analysis

1 Elementare Funktionen und ihre Eigenschaften

1.1 Ganzrationale Funktion

Unter einer ganzrationalen Funktion (oder Polynomfunktion) vom
Grad n versteht man eine reelle Funktion der Form:

f:xa,x"+a, _x" '+, +a;x+a
mit ne N, a,,a,_y,...,a;,ape Runda, #0
Definitionsmenge: Dy = R

Die Werte a,, a, _q, ..., a;, a( heiBen Koeffizienten.
Die Nullstellen einer ganzrationalen Funktion kénnen der Linear-
faktorzerlegung entnommen werden (vgl. auch Abschnitt 1.6).

f(x)=x3-2x2-x+2 |
=(x=2)(x2~1) ‘
=(x=-2)(x+D(x—=1) T
= Nullstellen bei x =2, ) jL
x=—lund x=1 — |
Spezialfiille
Lineare Funktion: f(x)=mx +t Parabel: f(x)=ax2+bx +¢
(Grad 1) (Grad 2)
y y
34+ ] 3 — HE
2 1 ‘ 21 |
‘ o

| |
Tﬁ 7?(%)‘;;5}1”
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1.2 Wurzelfunktion

Unter der n-ten Wurzelfunktion versteht man eine reelle Funktion der
Form:
1,
£: xn—)'\’/;=x" mit ne N
Definitionsmenge: Dy =R
Wertemenge: Wy =R

Eigenschaften

1. Der Graph Gy verlauft fiir je- y
des n im I. Quadranten und T
durch den Punkt P(1]1). 3t

2. Einzige Nullstelle: x=0 2+

3. Je groBer n, desto 1l
e flacher verlduft G fiir x> 1. Z

e steiler nihert sich Gy dem
Koordinatenursprung.

1.3 Betragsfunktion

Unter der Betragsfunktion von f(x) versteht man die Funktion | f(x)|.
Definitionsmenge: D= Dy

Die Wertemenge W) | umfasst den Betrag aller Elemente der Werte-
menge von f(x).

Der Graph der Betragsfunktion | f (x) | entsteht aus dem Graphen der
Funktion f(x), indem alle unterhalb der x-Achse liegenden Teile des
Graphen an der x-Achse nach oben gespiegelt werden.

y y

- i — 24 R . t + +—21 t t Jr
G G
1S P | Sl |

‘ |
3 2 1.7 1 2 8x N2 3 4 x
T A, apl L/
GL”‘ 9~
ol TPY T
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1.4 Sinus- und Kosinusfunktion
(trigonometrische Funktionen)

Unter der allgemeinen Sinus- bzw. Kosinusfunktion versteht man eine
Funktion der Form:

f: x—>a-sin(bx+c)+d bzw. f: xtr>a-cos(bx+c)+d

mit a,b,c,de R und a#0,b#0

Definitionsmenge: Dy = R

Wertemenge: Wy =[-a+d;a+d] bzw. Wy =[a+d;—-a+d]

Bedeutung der Parameter (vgl. auch Abschnitt 1.5)

a: bestimmt die Amplitude (£ ,,maximaler Ausschlag nach oben bzw.
unten um |a| *)

b: bestimmt die Periode (£ ,.eine Schwingung®), p =

2n l
b

(2]

: Verschiebung lings x-Achse (Phasenverschiebung)
d: Verschiebung lings y-Achse

Grundfunktionen sin x und cos x

| | f(x) = sinx
| T /;4‘-\'\ 1 ‘ T T 1 ) gy <MF 1
< S <. 8l
v ‘\‘Ea‘. W | | \\2‘“ ) 3n |
2" 1 g\é 3 g2n 7 é\ 9 10 X
T 1 F P e R R O

Wi =[-1;1]; a=1; p=2m

Nullstellen
Der Abstand zwischen zwei Nullstellen einer Sinus- bzw. Kosinus-
funktion entspricht einer halben Periodenlinge und es gilt:

sinx=0 & x=k-m keZ (...,—-2mn, -m, 0, m, 2m,...)
_ =X e _3p _n n 3
cosx=0 & x—2+k n, ke Z ( ST =5 5 Zn,...)

Regeln zum Rechnen mit Sinus und Kosinus konnen der Merkhilfe
entnommen werden.
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1.5 Entwicklung von Funktionen

Verschiebung von G; in y-Richtung

Der Graph der Funktion f(x) + d entsteht aus dem Graphen der Funk-
tion f(x) durch Verschiebung um | d | Lingeneinheiten in y-Richtung:
f(x) = f(x)+d: d>0 — Verschiebung nach oben

d <0 — Verschiebung nach unten

-

; = x2

\ /fd‘xr)_x +2
\

7
/
7
7

Verschiebung von G; in x-Richtung

Der Graph der Funktion f(x + ¢) entsteht aus dem Graphen der Funk-
tion f(x) durch Verschiebung um | c| Lingeneinheiten in x-Richtung:
f(x) = f(x+c): ¢>0 — Verschiebung nach links

¢ <0 — Verschiebung nach rechts

f(x)=‘(x+2)2 f(x)=x2 Y | f(x_)_=r(x':¢})2




1 Elementare Funktionen und ihre Eigenschaften ¢ 5

Streckung/Stauchung von G; in y-Richtung

Der Graph der Funktion a - f(x) entsteht aus dem Graphen der Funktion
f(x) durch vertikale Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor | a |:
f(x)—a-f(x) mit a>0: a>1 — Streckung

0O<a<1 — Stauchung

f(x)—>—a-f(x): zusitzliche Spiegelung an der x-Achse
y ‘ ‘
22— E= - —f(x)=2-sinx
11— = < *""'-.;f R (x) = sinx
/”’—‘—*_--‘\‘\
Ar~~~a | X

f(x)=—4-sinx

T — I

Anderung der Amplitude

E %
]
\
|

=T

o1

Streckung/Stauchung von G; in x-Richtung

Der Graph der Funktion f(b - x) entsteht aus dem Graphen der Funktion
f(x) durch horizontale Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor | b|:
f(x)—f(b-x) mit b>0: b>1 — Stauchung

0<b<1 — Streckung

f(x) > f(-b-x): zusitzliche Spiegelung an der y-Achse
y I
14 ) .
f(x)=cosx
X
NN T et
W ‘f(x)= cos(2x)
D) r o | ~ Anderung der Periode (Phasenverschiebung)
| |

Durch Kombination der verschiedenen Anderungen erhilt man aus
den Grundfunktionen zahlreiche neue Funktionen.
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1.6 Vielfachheit von Nullstellen

Nulistellen ungerader Ordnung

e Eine Funktion f(x) hat an der Stelle X, eine Nullstelle ungerader
Ordnung, wenn der zugehérige Linearfaktor (x — Xg) in der Linear-
faktorzerlegung von f(x) eine ungerade Potenz (1, 3, 5, ...) besitzt.

e Der Graph G; weist bei X einen Vorzeichenwechsel (VZW) auf.

Nullstellen gerader Ordnung

e Eine Funktion f(x) hat an der Stelle x, eine Nullstelle gerader Ord-
nung, wenn der zugehorige Linearfaktor (x —x) in der Linearfaktor-
zerlegung von f(x) eine gerade Potenz (2, 4, 6, ...) besitzt.

¢ Der Graph G; weist bei X keinen Vorzeichenwechsel (VZW) auf.

einfache Nullstelle bei x = 1 doppelte Nullstelle bei x =1
y
1) =15x115 L W3t J |
Hya =i\ |/ |
| HENNYE
8 2 ) "l alz 3 x
._2.. ‘. F— 1
| NN
Nullstelle mit VZW; Nullstelle ohne VZW;
G schneidet die x-Achse. Gq beriihrt die x-Achse.
dreifache Nullstelle bei x=0 vierfache Nullstelle bei x =—1

Nullstelle mit VZW; Nullstelle ohne VZW;
G; verlduft durch die x-Achse. Gg beriihrt die x-Achse.
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Nullstellen mit Vielfachheiten der Funktion f(x) = %a(x +3)2(x-2):
x =0: fiinffache Nullstelle (VZW)

x =—3: doppelte Nullstelle (kein VZW)

x =2: einfache Nullstelle (VZW)

1.7 Symmetrie (bzgl. des Koordinatensystems)

Der Graph einer reellen Funktion ist

(1) achsensymmetrisch (bzgl. der y-Achse), wenn gilt:
f(—x)=f(x) fiir alle xe D¢

(2) punktsymmetrisch (bzgl. des Ursprungs), wenn gilt:
f(—x)=—f(x) fiir alle xe D¢

(1) Y L
M) | 4l Lt |
- /: 2 /\GLL
U i,,.,;;,_,,,l, i ,l
x| L x |
424 | 12 4 x
/| R ul
i ‘ ; L \ —+
mmmm

Rechnerisch iiberpriift man eine Funktion auf Symmetrie, indem man
(—x) statt x in den Funktionsterm einsetzt.

Q Symmetrieuntersuchung der Funktion f (x) = —%xz (x2-9):

f(—x) =5 (-X)2(-%)?~9) =—35x2 (x2-9) = (x)

= Ggist achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse.

Merkregel: Eine ganzrationale Funktion ist

e achsensymmetrisch, wenn die x-Terme nur in geraden Potenzen im
Funktionsterm vorkommen.

e punktsymmetrisch, wenn die x-Terme nur in ungeraden Potenzen im
Funktionsterm vorkommen und f(x) kein konstantes Glied enthiilt.
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2 Gebrochen-rationale Funktionen

2.1 Nulistellen und Polstellen

Eine gebrochen-rationale Funktion f ist der Quotient zweier ganz-
rationaler Funktionen u(x) und v(x):

<02 mit Dy =R \{Nullstellen des Nenners v(x)}

Nullstellen des Nenners v(x) sind Definitionsliicken und mdgliche
Polstellen der Funktion f.
Nullstellen des Zihlers u(x) sind mégliche Nullstellen der Funktion f.

f:xm—

Eine Nullstelle des Zihlers ist nur dann Nullstelle der Funktion f,
wenn sie nicht zugleich Nullstelle des Nenners ist.

Eine Definitionsliicke x;, (Nullstelle des Nenners) heift Polstelle, falls

e x keine Nullstelle des Zihlers ist oder

® X, zugleich Nullstelle des Zihlers und die Vielfachheit der Nullstelle
im Nenner groBer als die Vielfachheit der Nullstelle im Zihler ist.

Andernfalls ist x;, eine (be)hebbare Definitionsliicke.

Analog zu Nullstellen betrachtet man Polstellen mit ihrer Vielfachheit.

Geben Sie den Definitionsbereich und die Nullstellen der Funktion f
sowie die Art der Definitionsliicken an.

x —1

_ Ly

L. f(X)_()<+2)(x—3)3 ] 47

V(X)=(x+2)(x=3)2 =0 RN ;Z:

& x=-2 oder x=3 | L4t
= D;=R\{-2:3} — |

48l

u(x)=x-1=0 ‘_1

& x=1 ' M

=3

Die Funktion f besitzt

e bei x=1 eine einfache Nullstelle,

e bei x=-2 eine einfache Polstelle
und

e bei x =3 eine doppelte Polstelle.
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_x2—3x_x(x—3) || 1Y L]
2 f0=7=% =269 i Jﬁ T
v(x)=2(x-3)=0 BEENEEELEZE
& x=3 L L | -
= D;=R\{3} R TR T
u(x)=x(x-3)=0 2 ol I P O 1
& x=0 oder x=3(¢ D;) RN } |

Die Funktion f besitzt
e bei x=0 eine einfache Nullstelle
und
e bei x =3 eine (be)hebbare Definitionsliicke.
Fiir x # 3 kann man im Funktionsterm kiirzen:

X
2

5

=X fiirx#3

f(x)= 3

i

2.2 Grenzwerte und Asymptoten

Allgemein unterscheidet man zwei Arten von Grenzwerten:
e Verhalten im Unendlichen
Iim f(x)

X — too
e Verhalten in der Nihe einer Definitionsliicke, wenn man sich von
links (x — x) bzw. von rechts (x — xg) nihert

lim f(x); xo¢& Dy
X = Xg

Verhalten in der Nahe einer Polstelle, senkrechte Asymptoten

Ziel dieser Grenzwertbetrachtung ist es, das Verhalten einer Funktion
in der Umgebung einer Polstelle zu untersuchen. An einer Polstelle
besitzt der Graph der Funktion eine senkrechte Asymptote. Bei der
Anniiherung an diese Asymptote werden die Funktionswerte beliebig
groB bzw. klein. Als Grenzwert ergibt sich hier also +eo oder —eo.
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5

Bestimmen Sie das Verhalten des Graphen der Funktion f(x) ==X~

. 2(x-2)
in der Nihe der Polstelle.

vix)=2(x—-2)=0 & x=2 L
= D;=R\{2}) ‘;‘,f
=> Die Funktion f hat bei x =2 eine ein- G| [ |

fache Polstelle. Der Graph G; besitzt
dort eine senkrechte Asymptote.

Anniherung von links:

. 2 72 “ “
lim =—2*—= = 4

{
= = — =— 1 I

xos2- 2D W B2-D) w0 31 6x

Anniherung von rechts: T
. 2 92 n 4 [

llm —X® - 2t = 4 _ + —T 1"

x>t 2X=2)  ,22=2) .0t o I

T

AuBerdem hat die Funktion bei x=0
eine doppelte Nullstelle.

Verhalten im Unendlichen, waagrechte Asymptoten

Das Verhalten einer gebrochen-rationalen Funktion im Unendlichen
wird untersucht, um festzustellen, ob eine waagrechte Asymptote vor-
liegt oder nicht. Eine waagrechte Asymptote ist eine zur x-Achse paral-
lele Gerade y =a, ae R, an die sich der Graph einer Funktion beliebig
genau annihert, aber diese nie erreicht. Es gilt dann . E)nloo f(x)=a.

Es gibt drei verschiedene Fiille, die bei dieser Grenzwertbetrachtung
auftreten konnen. Diese werden bestimmt durch den Grad des Zihler-
und Nennerpolynoms, dabei bezeichnet im Folgenden Grad Z die
hochste Potenz von x im Ziahler (Zihlergrad) und Grad N die hichste
Potenz von x im Nenner (Nennergrad). In allen drei Fillen wird zur
Berechnung des Limes das x mit der héchsten Potenz im Nenner
sowohl im Zihler als auch im Nenner ausgeklammert.

1. Fall: Grad Z=Grad N

Entsprechen sich bei einer gebrochen-rationalen Funktion der Zihler-
und der Nennergrad, besitzt der Graph der Funktion eine waagrechte
Asymptote, die sich aus den Koeffizienten der hochsten Potenz ergibt:

a,x"+...+a, a,
=" 0 aagr sym =
f(x) T T—— = waagrechte Asymptote y b
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2x3-3x
Q fix)= 5x3+2x +1

-0
. 2x3-3 . x(2-% . 2-3
lim —5———= lim ——%—= lim — =%
x—):toosx +2x+1 x—)ioo)({(5+—:+7) X e S+ 5+ 5
S0 o
= y=% 2 jst waagrechte Asymptote.
y | I
\
) | 1
Y I I I
\
-4 B8 2 - 2 3 4x
N b
|
Y') | N |
| | Rz I |

2. Fall: Grad Z<Grad N
Ist bei einer gebrochen-rationalen Funktion der Zihlergrad kleiner als
der Nennergrad, ist die x-Achse waagrechte Asymptote des Graphen:

my ... “
f(x):u mitm<n => waagrechte Asymptote y =0
b,x"+...+bg

-3x
Q f(x)= 5x3+2x+l

2x2-3x _ l )(‘/(%_%) _ l %‘—% _0_
3 = 7,y um 2 . 1 _E—O
X > oo IX7+2x +1 x—»iw)("((5+x—z+7) X > teo S+ 5+ 57

= y=0 (x-Achse) ist waagrechte Asymptote.
y
| |

i
|

i
T
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3. Fall: Grad Z > Grad N
Ist bei einer gebrochen-rationalen Funktion der Zihlergrad groBer als
der Nennergrad, besitzt der Graph keine waagrechte Asymptote:

f(x)= a,x"+...+a,
byx™+...+by

2x4—3x
Qf(x) Sx3+2x+1

mitm<n = keine waagrechte Asymptote

, e

lim 2x4-3x _ i ( Y lim 2"_% _2'(:t°°)“_+°°

—)+m5x +2x+1 x—)+ec)({(5 +‘—) x_>im5+x%+% » 5 -
S0 3o

Schrige Asymptoten

Besitzt der Graph einer gebrochen-rationalen Funktion keine waag-
rechte Asymptote, so kann es dennoch sein, dass sich der Graph im
Unendlichen einer beliebigen Geraden y = mx + t annihert. Man
spricht in diesem Fall von einer schrigen Asymptote. Dieser Fall tritt
ein, wenn der Zihlergrad der Funktion genau um 1 gréBer ist als der

Nennergrad, denn dann lésst sich der Funktionsterm auch schreiben als:
u(x)
v(x)

Aus dieser Darstellung kann die Gleichung der schriigen Asymptote
y =mx +t abgelesen werden, denn es gilt:

lin; f(x)—(mx+1t))=0

f(X)=mx+t+ mit Grad u <Grad v
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. £(x) =3x —4+—1— besitzt die schrige Asymptote y =3x—4, denn:

x2+2

: e S B L

i (0 -Cx—y= iy =0
. g(x)=- x2x—l —x +1 besitzt die schriige Asymptote y=—x+ 1, denn:
li —(—x+1)= 1 -——%*—1=0

i @0-Cx )= lim (-2)
. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion h(x)=x -1+ = 1_1 .

— 1 _(x=D-(x=D+1 _ x2-2x+2
h(x)=x l-l-x—l_- x =1 - x=1

vix)=x-1=0 & x=1 = D,=R\{l}

u(x)=x2-2x+2=0 fiir keinxe R

(Losungsformel fiir quadratische Gleichungen; vgl. Merkhilfe)
= keine Nullstellen

Die Funktion h hat bei x =1 eine einfache Polstelle. Der Graph Gy,
besitzt dort eine senkrechte Asymptote. AuBerdem ist die Gerade
y=x-—1 schrige Asymptote des Graphen.
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3 Naturliche Exponential- und Logarithmusfunktion

3.1 Eigenschaften und Rechenregeln

Natiirliche Exponentialfunktion
e Die natiirliche Exponentialfunktion lautet f: x > eX.
e Definitionsmenge: D¢ =R
Wertemenge: Wy =R* (e* >0 fiir alle xe R)
e Die e-Funktion hat keine Nullstellen.

e Wichtige Grenzwerte: lim e*=0" lim eX=+oo
X — —oo X — +oo

Natiirliche Logarithmusfunktion
e Die natiirliche Logarithmusfunktion lautet f: x > In x.
e Definitionsmenge: Dy =R*
Wertemenge: Wy =R
e Die In-Funktion hat eine Nullstelle bei x = 1.

e Wichtige Grenzwerte: lim Inx =—oo lim Inx =+eo
x —0* X = +oo
d [ y | | | [
6"f(x)'=e“ ! 2+ | | ! | |

[ f(x)=Inx!

RN

-4 -3 2 -1 12 x T

Die natiirliche Exponential- und die natiirliche Logarithmusfunktion
sind Umkehrfunktionen voneinander (vgl. Abschnitt 5.4); es gilt:
elMX=x: IneX=x

el=1; In1=0

Weitere Grenzwerte sowie Rechenregeln fiir Exponential- und Loga-
rithmusfunktion kénnen der Merkhilfe entnommen werden.
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Q 1. Bestimmen Sie die Nullstelle der Funktion f(x)=(x+1)-e*;xe R.

f(x)=0
& (x+1)-eX=0
= x+1=0 daeX>O0fiirallexe R
= x=-1

2. Gegeben ist die Funktion f(x) = : ixex mit Dy =R.

Berechnen Sie den Funktionswert an der Stelle In 2 und bestimmen
Sie das Verhalten an den Rindern des Definitionsbereichs.

f(n2)=—"2 =2 =2

1+eln2 1+2 3
lim f(x)= lim _ 2 fim L= 1L
X — +oo x—)+w?’((l+e¢) x—)+ml+cl. 5 1407
lim f(x)= 1 ex - 0 "_q+
i e ®) _,m eX+1 ,,0%+1 °

3. Bestimmen Sie das Verhalten von f(x) = ln( I) an den Rindern
des Definitionsbereichs.

Die In-Funktion ist nur fiir positive Argumente definiert:

L->0 & x-1>0 & x>1 = De=]li+e]

lim f(x)—,,ln( )“=,.ln(0%)“=,,ln(+oo)"=+oo

x -1t -1

lim f(x)—,,ln( 1 )“=,,ln(+%c)“=,,ln(0+)“=_oo

X — +oo =1
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3.2 Exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall

Exponentielle Wachstumsfunktion: N(x) = N -etk x
Exponentielle Zerfallsfunktion: N(x)=Nj-ekx
Bedeutung der Parameter bzw. Werte:

Ng:  Startwert fiir x=0; N, >0

b3 Zeit ab einem bestimmten Startpunkt; x >0

k: Wachstums- bzw. Zerfallskonstante; k>0

N(x): Wert nach der Zeit x

Q Eine Tomatenstaude hat zum Zeitpunkt des Auspflanzens eine Hohe
von 8 cm. Nach 30 Tagen ist sie schon 14 cm hoch.
Das Wachstum der Staude lésst sich in den ersten zwei Monaten niihe-
rungsweise durch eine Exponentialfunktion mit einem Term der Form
N(x)=Ng-ek* (xin Tagen, N(x) in Zentimetern) beschreiben.
Bestimmen Sie N, und k.

Informationen aus dem Text:
N(0)=8, N(30)=14

Berechnung von N;:
N(0)=Ngy-ek0=N;, = N, =8
Berechnung von k:
N(30)=8-ek30

= 8-ek30=14

= ek'-“’:% [1n

e k-30=In(4)

PN k=2 1n( ) 0,0187

Die Wachstumsfunktion lautet: N(x)=8-e0.0187-x
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4 Ableitung und Newton-Verfahren

4.1 Die Ableitung

Die Ableitung einer Funktion entspricht in jedem Punkt der Steigung
der Tangente an den Graphen der Funktion und wird deshalb als Grenz-
wert der Sekantensteigung bestimmt.

f(x)—f(xq)

Der Differenzenquotient —— gibt die Steigung einer Sekante
0

durch den Punkt P(xg | f(x()) und einen weiteren Punkt des Graphen
der Funktion f(x) an.

Der Grenzwert des Differenzenquotienten bei Anniherung der beiden
Punkte heiBt Differenzialquotient und gibt die Steigung der Tangente
im Punkt P an den Graphen von f(x) bzw. die Ableitung der Funktion
an der Stelle x( an:
f(x)—f(xq)

x (momentane Anderungsrate)
— A0

f'(xg)= lim
X —)XO

Eine Funktion f heiBt ableitbar bzw. differenzierbar an der Stelle xo,
wenn dieser Grenzwert existiert und nicht unendlich ist.

Ableitungen der Grundfunktionen (vgl. Merkhilfe)
Es gilt die Potenzregel:
f(x)=x" mit re R = f'(x)=r-x""!

Bestimmen Sie jeweils die Ableitung der Funktion.
1. f(x)=x4
f'(x)=4-x4"1=4.x3

h'(x)=(=1)-x"1-l=—x2=-1L
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Weitere Grundfunktionen:

f(x)=c mit ce R = f'(x)=0
f(x)=sinx = f'(x)=cosx
f(x)=cosx = f'(x)=-sinx
f(x)=e* = f'(x)=eX
f(x)=Inx = f'(x)=4

X

Ableitungsregeln (vgl. Merkhilfe)

Zum Ableiten komplexerer Funktionen benétigt man weitere Regeln.
Faktorregel

f(x)=a-u(x) mt aecR = f'(x)=a-u'(x)

Summenregel
f(x)=ux)+v(x) = f'(x)=u'(x)+Vv'(x)

Produktregel

f(x)=u(x) - v(x) = f'(x)=u'(x)-v(x)+u(x) v'(x)
Quotientenregel

f(x):“(x)

v(x)

u'(x)-v(x)—u(x)-v'(x)
(v(x))?

= f'(x)=

Kettenregel
f(x)=u(v(x)) = f'(x)=u'(v(x)) v'(x)

Q Faktorregel
f(x)=5-cosx
f'(x)=5-(-sinx)=-=5-sinx
Summenregel
f(x)=Inx +Vx
fx)y=~1+-1-

2Jx
Produktregel
f(x)=x-eX

f'(x)=1-eX+x-eX=eX(1+x)
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Quotientenregel
_4-x
f(x)= 2x —1
£'(x) = 2x-(2x =D —(4-x2)-2 _ —4x2+2x -8+2x> _ —2x>+2x -8
(2x—1)2 (2x —1)? (2x-1)?
Kettenregel

f(x) =sin(x2 -3x)
f'(x) =cos(x2—=3x)-(2x —3)

4.2 Newton-Verfahren

Mithilfe des Newton-Verfahrens kann man die Nullstelle einer Funk-
tion f niherungsweise bestimmen. Die Iterationsformel dafiir lautet:

Xp+1=Xpn— ff((’;':‘)) (vgl. Merkhilfe)

Vorgehensweise
Schritt 1: Startwert X, in der Nihe der Nullstelle wiihlen (oft gegeben!)
Schritt 2: 1. Ableitung von f ermitteln

Schrirt 3: Tterationsformel anwenden (je nach Vorgabe mehrfach)
f(xq)
f'(xq)

X1=Xo— usw.

Gegeben ist die Funktion f(x)=e™* —%x. & T
Thr Graph Gy ist in der nebenstehenden 5
(Gr
1.

Abbildung skizziert. Fiihren Sie den e
ersten Schritt des Newton-Verfahrens T
zur niherungsweisen Bestimmung der | i | l
Nullstelle von f durch. T .0 1 \%\-’\L"
Schritt 1:
z.B. xy=1 (aus Abbildung ablesen)
Schritt 2:
fi(x)=e*:(-1)-f=—7% —%
Schritt 3:

fay _, e'-gl

1=l=Fg =1=

'~ —e”!

=1+ 513
[
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5 Elemente der Kurvendiskussion,
Anwendungen der Ableitung

Mithilfe der Ableitung konnen Funktionen auf bestimmte Eigenschaften
untersucht und Riickschliisse auf den Verlauf des Funktionsgraphen
gezogen werden. Die 1. Ableitung bestimmt dabei die Steigung der
Funktion, die 2. Ableitung ihre Kriimmung.

5.1 Monotonieverhalten, Extrem- und Terrassenpunkte
Die Monotonie beschreibt das Steigungsverhalten einer Funktion.

Monotoniekriterium (vgl. Merkhilfe)
f'(x)<0im IntervallI = Der Graph G; fillt streng monoton in 1.
f'(x)>0im Intervall I = Der Graph G steigt streng monoton in I.

Extremstellen und Terrassenstellen sind Stellen (x-Werte), an denen
der Graph einer Funktion die Steigung null und damit eine waagrechte
Tangente besitzt. Andert sich an dieser Stelle das Monotonieverhalten
(von steigend zu fallend oder umgekehrt), liegt ein Extrempunkt vor,
andernfalls ein Terrassenpunkt.

Art von Extremwerten

Ist f'(xp) =0 und wechselt f' an der Stelle x das Vorzeichen, so hat
der Graph Gy an dieser Stelle einen Extrempunkt.

VZW von — nach +: relatives Minimum bei x, (Tiefpunkt)
VZW von + nach —: relatives Maximum bei x, (Hochpunkt)
kein VZW: Terrassenpunkt

Bemerkung: Ist eine Funktion nur auf einem Teilbereich von R defi-
niert, kann der maximale bzw. minimale Wert auch am Rand dieses
Bereichs angenommen werden (Randextremum). Da dies keine Hoch-
bzw. Tiefpunkte im eigentlichen Sinne sind, werden sie nicht durch
das obige Kriterium erfasst. Dies muss insbesondere bei Extremwert-
problemen beriicksichtigt werden.
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VZW f' von VZW f' von
kein VZW f' + nach — - nach +
Terrassenpunkt y Hochpunkt Tiefpunkt

.
f'(x)>0 f'(x)>0 f'(x)<0 f'(x)>0
G; steigt streng G; steigt streng G, féllt streng  G; steigt streng
monoton in monoton in monoton in monoton in
]—o0; =3[. 1-3: 3[. 13; 9[. 19; +oo[.

Bestimmung des Monotonieverhaltens und der Extrempunkte
mithilfe einer Monotonietabelle

Vorgehensweise
Schritt 1: 1. Ableitung von f bestimmen

Schritt 2: Nullstellen der 1. Ableitung berechnen, d. h. Losen der
Gleichung f'(x)=0

Schritt 3: Fiir jede Nullstelle x, der 1. Ableitung iiberpriifen, ob f'(x)
beim Fortschreiten von links nach rechts iiber die Nullstelle hinweg
das Vorzeichen wechselt

— nach +: relatives Minimum bei x,,

+ nach —: relatives Maximum bei x,,

kein VZW: Terrassenpunkt
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f(x)=x-Inx; Dy=R*

Schritt 1:
f'(x)=1-1
Schritt 2:
f'(x)=0
1 _
& 1- A= 0
& 1= % | <X
= x=1
Schritt 3:
Monotonietabelle
x=1
‘ O0<x<1 ‘ x>1
f'(x) - +
Gy fallt steigt
\ /
Minimum

f fallt streng monoton in ]0; 1[ und steigt streng monoton in ] 1; +oo[.
= Gy hat den Tiefpunkt (1|f(1)) =1][1).

Bestimmung der Extrempunkte mithilfe der 2. Ableitung

Alternativ kann die Art der Extrempunkte mithilfe der 2. Ableitung be-
stimmt werden. Allerdings lisst sich bei diesem Vorgehen kein direkter
Riickschluss auf einen Terrassenpunkt ziehen.

Art von Extremwerten (alternatives Kriterium)

Ist f'(x(p) =0 und f"(x() >0, so hat der Graph G; an der Stelle X ein
relatives Minimum (Tiefpunkt).

Ist f'(x() =0 und f"(x() <0, so hat der Graph G an der Stelle x;, ein
relatives Maximum (Hochpunkt).
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Vorgehensweise

Schritt 1: 1. und 2. Ableitung von f bestimmen

Schritt 2: Nullstellen der 1. Ableitung berechnen, d. h. Losen der
Gleichung f'(x)=0

Schritt 3: Fiir jede Nullstelle x der 1. Ableitung den Funktionswert
f"(x,,) berechnen und das Ergebnis auswerten

f"(xy)>0: relatives Minimum bei x,

f"(xy) <0: relatives Maximum bei x,

f"(xy)=0: Terrassenpunkt mdglich

f(x)=x-Inx; Dy=R"*

Schritt 1:

f'(x)=1-1=1-x"1

f'(x)=0-(-1)-x2=-L
X

Schritt 2:

f'(x)=0 & 1-1=0 & x=1 (vgl.S.22)

Schritt 3:

f"(1) =]l2 =1>0 = relatives Minimum bei x=1

= Gy hat den Tiefpunkt (1| (1)) =(1]1).

5.2 Krimmungsverhalten, Wendepunkte

Graphenkriimmung (vgl. Merkhilfe)
f"(x)<0im Intervall I = Der Graph Gg ist in I rechtsgekriimmt.
f"(x)>0im Intervall I = Der Graph Gg ist in I linksgekriimmt.

Wendestellen sind Stellen (x-Werte), an denen der Graph einer Funk-
tion seine Kriimmung wechselt (von einer Links- in eine Rechtskurve
oder umgekehrt).

Wendepunkte (vgl. Merkhilfe)
Ist f"(xp)=0 und wechselt f" an der Stelle x das Vorzeichen, so hat
der Graph Gy an dieser Stelle einen Wendepunkt.
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Ein Terrassenpunkt ist ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente
(vgl. Abschnitt 5.1).

VZW f"
Wendepunkt VZWw f" VZW f"
(Terrassenpunkt) Wendepunkt Wendepunkt
| Y4
.
| e411
6 |
|

|
I
|
I
|
|
|

+ + +

|
|
|
: 1' = T —
SR L2 4
| l | 2 ' |
/ | { | { {
| ‘ I
A S 7 I
I
1| -
| |
! -6+ 1
f*(x)<0 f'(x)>0 f*(x)<0 f'(x)>0
Gy istin Gy istin Gy istin Gyistin
]-o0; =3[ 1-3;0,6[ 10,6; 6,8[ 16,8; +oo[
rechts- links- rechts- links-
gekrimmt. gekrimmt. gekrimmt. gekrimmt.

Bestimmung des Krimmungsverhaltens und der Wende-
punkte mithilfe einer Krimmungstabelle

Vorgehensweise
Schritt 1: 1. und 2. Ableitung von f bestimmen

Schritt 2: Nullstellen der 2. Ableitung berechnen, d. h. Losen der
Gleichung f"(x)=0

Schritt 3: Fir jede Nullstelle x(, der 2. Ableitung iiberpriifen, ob f"(x)
beim Fortschreiten von links nach rechts iiber die Nullstelle hinweg
das Vorzeichen wechselt

bei VZW: Wendepunkt

kein VZW: kein Wendepunkt
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Q f(x)=x-e*; D;=R
Schritt 1:
f'(x)=1-eX+x-eX*=eX*(1+x)
f'"(x)=eX-(I1+x)+eX-1=eX*(2+x)

Schritt 2:

f"(x)=0
< eX(2+x)=0
= 24+4x=0 daeX >0 fiiralle xe R
= x=-2
Schritt 3:
Kriimmungstabelle

x=-2
x<=2 x>-2
ex + -
2+x = +
£"(x) - +
Gy rechtsgekriimmt linksgekriimmt
Wendepunkt

Gy ist in ] —oo; —2[ rechtsgekriimmt und in ]—2; +oo[ linksgekriimmt.
= Gy hat den Wendepunkt (=2 |f(-2)) = (-2|-2e72).

Bestimmung der Wendepunkte mithilfe der 3. Ableitung

Alternativ kann die Bestimmung der Wendepunkte mithilfe der 3. Ab-
leitung erfolgen. Allerdings lisst sich bei diesem Vorgehen das Kriim-
mungsverhalten nicht angeben.

Wendepunkte (alternatives Kriterium)
Ist f"(xp) =0und f"(x() # 0, so hat der Graph G¢ an der Stelle x,
einen Wendepunkt.
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Vorgehensweise

Schritt 1: 1., 2. und 3. Ableitung von f bestimmen

Schritt 2: Nullstellen der 2. Ableitung berechnen, d. h. Losen der
Gleichung f"(x)=0

Schritt 3: Fiir jede Nullstelle x,, der 2. Ableitung den Funktionswert
£"'(x() berechnen und das Ergebnis auswerten

f"(xy)#0: Wendepunkt

£"(xy)=0: keine Aussage moglich

Q f(x)=x-e*; Dy=R
Schritt 1:
f'(x)=1-e*+x-eX=eX(1+x)
f"(x)=e*-(1+x)+eX - 1=eX(2+x)
f"(x)=eX- (2+x)+eX-1=eX(3+x)

Schritt 2:
f'"(x)=0 & eX2+x)=0 & x=-2 (vgl.S.25)

Schritt 3:
f"(-2)=e2(3-2)=e220
= Gy hat den Wendepunkt (-2 |f(-2)) = (=2|—2e2).

5.3 Extremwertaufgaben

Bei Extremwertaufgaben geht es darum, die Voraussetzungen, unter
denen eine bestimmte GrofBe extrem, d. h. maximal oder minimal wird,
zu ermitteln. Meist wird zudem die Berechnung dieses groBten bzw.
kleinsten Werts gefordert.

Vorgehensweise

Schritt 1: GroBe, fiir die ein Extremwert berechnet werden soll, als
Funktion in Abhingigkeit der relevanten Variablen aufstellen

(£ Zielfunktion)
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Schritt 2: Tm Aufgabentext nach Nebenbedingungen suchen und Zu-
sammenhiinge zwischen den in der Zielfunktion enthaltenen Variablen
herstellen, um die Zielfunktion in Abhingigkeit von nur einer Variab-
len zu erhalten. (Falls die in Schritt 1 aufgestellte Funktion bereits von
nur einer Variablen abhiingig ist, wird keine Nebenbedingung benotigt
und Schritt 2 kann ausgelassen werden.)

Schritt 3: Eine bzgl. der Fragestellung sinnvolle Definitionsmenge fiir
die Zielfunktion festlegen

Schritt 4: Mit den iiblichen Mitteln das Maximum bzw. Minimum der
Zielfunktion berechnen

Fiir den Quader im Bild rechts soll ein Kan- .
tenmodell aus Draht gebastelt werden. Da- !
fiir steht ein Drahtstiick der Linge 84 cm i
zur Verfiigung, das vollstindig verbraucht B M-
werden soll.

Bestimmen Sie die Maf3e des Quaders, fiir
die sein Volumen maximal wird, und geben
Sie dieses Volumen an.

Schritt 1:
Die Zielfunktion gibt das Volumen des Quaders an:

V(a,h)=3a-a-h=3a2h
Schritt 2:

Als Nebenbedingung betrigt die Summe aller Kantenldngen 84 cm:
4-3a+4-a+4-h=284

=4 16a+4h =84
= 4h =84 —16a
= h=21-4a (%)

Einsetzen in die Zielfunktion:
V(a)=3a2(21—4a)=63a2—-12a3

Schritt 3:

Da a und h Lingen sind, gilt a>0 und h>0. Aus Letzterem und der
Nebenbedingung (*) folgt: h=21-4a>0 < 21>4a < a<$5,25
Eine sinnvolle Definitionsmenge fiir die Zielfunktion V(a) ist also:
Dy =10; 5,25[
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Schritt 4:
Das Maximum der Zielfunktion ergibt sich wie in Abschnitt 5.1 be-
schrieben:
V'(a)=126a—36a2=0

< a-(126-36a)=0

< a=0(Dy) oder a=3,5
V'(a)>0 fir0<a<3,5
V'(a)<O0 fiira>3,5
Fiir den Wert a=3,5 wird das Volumen des Quaders maximal.
Der Quader ist dann 3,5 cm breit, 10,5 cm lang und 7 cm hoch.
Das maximale Volumen betriigt V(3,5) = 257,25 cm?3.

} = Maximum

5.4 Umkehrfunktion

Bedingung fiir Umkehrbarkeit

Eine Funktion f ist auf ihrem Definitionsbereich bzw. einem Teilinter-
vall des Definitionsbereichs umkehrbar, wenn sie dort entweder nur
streng monoton steigt oder nur streng monoton fillt.

Der Term der Umkehrfunktion f~! einer Funktion f ergibt sich durch
Vertauschen der x- und y-Werte, ihr Graph durch Spiegelung des
Graphen von f an der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten.

1(=2]-2)

S
- 7
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Vorgehensweise zur Berechnung der Umkehrfunktion
Schritt 1: Funktionsterm y =f(x) nach x auflosen
Schritt 2: x und y vertauschen

Schritt 3: Term der Umkehrfunktion f~!(x) mit Definitionsmenge
angeben; es gilt: D, =W (und W;_; =Dy)

Bestimmen Sie die Umkehrfunktion der Funktion f(x) = JX +2 mit
D¢ =[-2;00[, Wy =R{.
Schritt 1:
y=Vx+2
o yl=x+2
& x=y?-2
Schritt 2:
y=x2-2
Schritt 3:
f-1(x)=x2-2 mit Dy, =W =R}
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6 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

6.1 Stammfunktion

Eine Funktion F ist Stammfunktion der Funktion f, wenn gilt:
F'(x)=1(x)

1. Bestimmen Sie eine Stammfunktion F von f(x) = 4x3 — 2x.
F(x)=x%-x2, denn F'(x) =4x3 - 2x =f(x)

2. Die folgende Abbildung zeigt den Graphen G; der Funktion f.
Zeichnen Sie den Graphen Gy, einer Stammfunktion F von f.

VaWvanfx) Es bestehen folgende

Zusammenhinge:

e Vorzeichen von f
= Steigung von F

e Nullstellen von f
mit VZW
= Extrema von F

Extremstelle
{von‘ f(x)

I

|
I
|
|
+
|
I
|
|

e Extremstellen von f
= Wendestellen
von F

f(x)>0 f(x)<0 f(x)>0
F steigt streng F fallt streng F steigt streng
monoton in monoton in monoton in
]—o0; —2[. 1-2;4[. 14; +o[.

Bemerkung: Eine Verschiebung von Gy nach oben oder unten hat
keinen Einfluss auf den Verlauf des Graphen G (konstantes Glied
fillt beim Ableiten weg). Es sind also unendlich viele Stammfunk-
tionen moglich.



6 Stammfunktion und unbestimmtes Integral ¢ 31

6.2 Unbestimmtes Integral

Das unbestimmte Integral einer Funktion f ist die Menge aller
Stammfunktionen dieser Funktion:

jf(x)dx=1:(x)+c; CeR
Dabei gilt stets: F'(x)=f(x)

Wichtige unbestimmte Integrale (vgl. Merkhilfe)
Elementare Stammfunktionen:

jxfdx=’:'++;+C; r#—1 I%dx=1n|x|+C
Isinxdx=—cosx+C Icosxdx=sinx+C
Iexdxzex+C jlnxdx=—x+x~lnx+C
Integrationsregeln:

(1) .[ f”(:)) dx=In|f(x)|+C (logarithmische Integration)

) J'f'(x).eﬂx)dx =ef(®)+C

3) If(ax +b) dx =%- F(ax +b)+C, wobei F Stammfunktion von f ist.

(lineare Substitution)

1. I(5x3—3x +sinx) dx =5"‘TJ—3-"—22+(—cosx)+C

_5,4_3,2_
=X 5 X cosx +C

2.j 2 _dx=In|2x-7|+C

2x -7
Regel (1) mit f(x) =2x—7 und f'(x) =2
3. fcos(—zx +5) dx = L -sin(-2x +5) + C=—Lsin(~2x+5)+ C
Regel (3) mit f(x)=cos x, F(x)=sinx und a=-2,b=35
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7 Bestimmtes Integral und Flachenberechnung

7.1 Bestimmtes Integral

Das bestimmte Integral ist eine Zahl. Sie driickt die Fliichenbilanz
der Fldchen aus, die der Graph Gy einer Funktion f im Intervall [a; b]
mit der x-Achse einschlief3t.

b

If(x) dx = [F(x)]: =F(b)—F(a), wobei F Stammfunktion von f ist.
a

(vgl. Merkhilfe)

Gilt fiir die Integrationsgrenzen a <b, dann gehen Flichen oberhalb

der x-Achse positiv in die Bilanz ein und Flichen unterhalb der
x-Achse negativ:

o

o) ) SRl

&
o T mp
o
x

Fliachenbilanz

@ >0O: bestimmtes Integral >0
@ =0: bestimmtes Integral =0
® < ©: bestimmtes Integral <0

Eigenschaften des bestimmten Integrals

1. jf(x)dxzo
a

b a
p jf(x)dx =—j'f(x)dx
a b
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b
3, k-f(x)dx:k~jf(x)dx, wobei ke R

a

4.

L T P T

b b
(fOEg(0)dx= [f(x)dxx [emxax

5.

c b
f(x)dx = If(x)dx+ If(x)dx, wobei a<c<b
a C

R Se—

7.2 Flachenberechnung

Berechnung des Flicheninhalts zwischen Graph und x-Achse

Zur Berechnung des Inhalts der vom Graphen der Funktion f und der
x-Achse im Intervall [a; b] eingeschlossenen Fliche muss in diesem
Bereich iiber f(x) integriert werden. Dabei miissen die Teilflichen
ober- und unterhalb der x-Achse getrennt betrachtet werden.

Vorgehensweise

Schrirt 1: Nullstellen x|, X5, ..., X, von f im Intervall [a; b] berechnen:
f(x)=0 mit a<x<b

Schritt 2: Tnhalt A der Fliche zwischen G; und x-Achse 2 Summe der
Betriige der Einzelintegrale iiber f(x)

X X, b
A= If(x)dx + If(x)dx +...+ f(x)dx
a n

X)

X

y
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Berechnung des Flacheninhalts zwischen zwei Graphen

Zur Berechnung des Inhalts der von den Graphen zweier Funktionen f
und g im Intervall [a; b] eingeschlossenen Fliche muss iiber die Diffe-
renz von f(x) und g(x) integriert werden. Dabei ist es egal, ob die ein-
geschlossene Fliche ober- bzw. unterhalb der x-Achse liegt, allerdings
miissen hier die Teilflichen zwischen den Schnittstellen der beiden
Graphen getrennt betrachtet werden.

Vorgehensweise
Schritt 1: Schnittstellen Xy, X3, «+y X von G und G, im Intervall [a; b]
berechnen: f(x)=g(x) mit a<x<b
Schritt 2: Inhalt A der Fliche zwischen Gy und G £ Summe der Be-
tridge der Einzelintegrale iiber die Differenz f(x)— g(x)
X3
f(f(x)—g(x)) dx [+ [(Fe0-g(0))dx [+...
a

X

b
j (f)-g())d

Xn

Dabei spielt es keine Rolle, ob der Graph G oberhalb des Graphen Gy
liegt oder umgekehrt.
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Gegeben sind die Funktionen y l
f(x)=sinx und g(x)=cos x. 14~—+
Thre Graphen G; und Gg sind !
in der nebenstehenden Abbil- N
dung skizziert. r

Berechnen Sie den Inhalt der i
grau getonten Fléche.

V/w/'
W
o]

[9)
['=}
x

2}

|
N
T
|
N
5
| W=
| %
A
|
]
\

Rechte Integrationsgrenze:
b=3n (siehe Skizze)

Linke Integrationsgrenze:
Entspricht der Schnittstelle von G;und G im Intervall ]0; %n[.
f(x)=g(x) & sinx=cosx

o sinx=l
COS X

& tanx =1

4

= X=

(Zur Berechnung Taschenrechner auf RAD stellen!)

Die linke Integrationsgrenze lautet also a = 7}.
Fldcheninhalt:

3
;n
|

A= I (sinx —cosx ) dx =I [-cosx —sinx]
4

()T (4T 45|
:‘ %\/5—%\/5+%\/§+%\/5|
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8 Integralfunktion

Eine Funktion der Form
X

o= [fod
a

mit einer festen unteren Grenze ae Dy und einer variablen oberen
Grenze heift Integralfunktion von f. Es gilt:

X
I,(x)= J.f(t) dt =F(x)—F(a), wobei F Stammfunktion von f ist.
a

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
Jede Integralfunktion I, (x) von f ist eine (durch a festgelegte) Stamm-

funktion aus der Menge I f(x)dx =F(x)+C aller Stammfunktionen
von f, denn es gilt: I} (x) =F'(x) =f(x)

Wichtige Eigenschaften

Auch ohne die Integralfunktion integralfrei darzustellen, kann man
bereits einige wichtige Eigenschaften angeben.

1. I, (x) hat mindestens eine Nullstelle, nimlich bei x =a:

@)= [f(d=0

2. I;(x)=f(x) = Nullstellen von f(x) £ Extremstellen oder Terras-
senstellen von I, (x)

3. I} (x)=f'(x) = Extremstellen von f(x) £ Wendestellen von I, (x)

Vergleich

j.f(x) dx: Unbestimmtes Integral; keine Grenzen; eine Menge von
Funktionen: F(x) +C

X

If'(l) dt: Integralfunktion; feste untere Grenze a; eine Funktion:
a F(x)—F(a)

b

J. f(x) dx: Bestimmtes Integral; zwei Grenzen a und b; eine Zahl:
a F(b)—-F(a)
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X
1. Gegeben ist die Integralfunktion I, (x) = I(—t +2) dt. Berechnen
Sie eine integralfreie Darstellung. 1

1,(x)=xj(—t+2) de=[-1t2+2t]
1
=—%x2+2x—(—%-]' +2~1)=—%x2+2x—%

X
1

2. Die Skizze zeigt den Graphen einer linearen Funktion f.

N T Y Y 4 A Y
T T G
T \# A |
I B I I

+ = BN

B Ber e | | [ 23| e
Feebatlr el | | 11

L J‘nch}s_na‘ch links,‘ 1 ,i‘,

Bestimmen Sie ohne Rechnung alle Nullstellen der Integralfunk-

X
tion I, (x) = J'f(t) dt.

2
Erste Nullstelle:  x;=2 (untere Integrationsgrenze)
Zweite Nullstelle: x,=-6  (Flichenbilanz von I, (x) ist an

dieser Stelle 0, vgl. Skizze)
Begriindung:
I,(x) 2 bestimmtes Integral der Funktion f von 2 bis x
2 Flichenbilanz zwischen Gy und x-Achse im Intervall ]2; x|

Integration von x =2 nach rechts: nur positiver Beitrag zur
Flichenbilanz = keine weiteren Nullstellen

Integration von x =2 nach links: zuerst negativer Beitrag zur
Fldchenbilanz bis x=-2, ab dann positiver Beitrag

= bei x=-6 ist die Flichenbilanz 0

= X, =-—06 zweite Nullstelle

= keine weiteren Nullstellen
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Geometrie

1 Vektoren

Ein Vektor 4 ist durch seine Linge und seine Richtung festgelegt und
kann anschaulich als Pfeil dargestellt werden.

Einen Vektor, der den Ursprung mit einem Punkt A verbindet, nennt
man Ortsvektor; Bezeichnung: A

Den Pfeil, der die Verschiebung von A nach B angibt, nennt man auch
Verbindungsvektor; Bezeichnung: AB

1.1 Rechnen mit Vektoren

Addition und Subtraktion
Zwei Vektoren a und b werden addiert bzw. subtrahiert, indem die
einzelnen Koordinaten der Vektoren addiert bzw. subtrahiert werden:

I b, a; +b, - (a b, a;—b
a+b=|a, |+|b, |=|a,+b,| bzw. d—b= a, |[—|[by |=|a;—b,
aj by aj +by a, by a;—b;

Skalare Multiplikation
Ein Vektor @ wird mit einem Skalar re R multipliziert, indem jede
Koordinate von @ mit r multipliziert wird:

= a, I8y
r-a=r-ja, |=|r-a,
aj r-as

Spezialfall: —1-a=-a Gegenvektor von a
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Mithilfe der Vektorrechnung lassen sich die Koordinaten des Mittel-
punktes einer Strecke und des Schwerpunktes eines Dreiecks ermitteln.

Mittelpunkt einer Strecke
Fiir den Ortsvektor des Mittelpunktes M der Strecke [AB] gilt:

M=L1.(A+B)  (vgl Merkhilfe)

Schwerpunkt eines Dreiecks

Fiir den Ortsvektor des Schwerpunktes S des Dreiecks ABC gilt:
S=1.(A+B+C) (vgl Merkhilfe)

1.2 Lineare (Un-)Abhangigkeit von Vektoren

Die Vektoren @y, ..., d, sind voneinander linear abhingig, wenn sich
mindestens einer dieser Vektoren als Linearkombination der anderen
schreiben lidsst. Andernfalls heifen die Vektoren linear unabhingig.

Zwei Vektoren i und b sind

e linear abhingig, wenn a ein skalares Vielfaches von b ist bzw.
d und b parallel sind, d. h.:
i=k-bmit ke R bzw. dlb

e linear unabhingig, wenn 4 #k -b mit ke R bzw. @ }f b.

Drei Vektoren &, b und ¢ sind

e linear abhingig, wenn sie alle in einer Ebene liegen.

e linear unabhiingig, wenn sie den Raum R3 aufspannen.

Schema zur rechnerischen Uberpriifung dreier Vektoren auf lineare
(Un-)Abhingigkeit:
Priife, ob a=k-b+¢-¢ fiir k, £ R

3,b, ¢ sind linear abhangig. Priife, ob b=r-¢ fiir reR
a,b, € sind linear abhangig. a,b, ¢ sind linear unabhéangig.

Bemerkung: Mehr als 3 Vektoren im R3 sind immer linear abhiingig.
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1.3 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt @ b zweier Vektoren & und b ist eine Zahl und
wird folgendermalfien berechnet:

s b
dob =[§L]o[b‘,] =a\b;+asb,y+asby  (vgl. Merkhilfe)

a3 ) \b;

Mithilfe des Skalarprodukts ldsst sich (vgl. Merkhilfe)
e die Lidnge (der Betrag) eines Vektors a berechnen:

la|=vdoa = a+a3+aj
e priifen, ob zwei Vektoren @ und b senkrecht zueinander sind:
ilb & dob=0 (@#6,b#0)
e der Winkel y zwischen zwei Vektoren 4 und b berechnen:
dob

[al-[b]

(3 #06,b#0)

cosy=

Linge der Vektoren:

lal=\22+(-4)2+42 =36 =6
|5|=1/52+32 +(=1)2 =+/35

Skalarprodukt:
- 2 5 -
5ob=[—4]0[ 3]=2~5+(—4)-3+4A(—1)=—6¢0 = a/Lb
4 -
Winkel:
ey — 0 =__L = 1oL = @
et s S b o

1.4 Vektor- bzw. Kreuzprodukt

Das Vektor- oder Kreuzprodukt @ xb zweier Vektoren 4 und b ist
wieder ein Vektor und wird folgendermafien berechnet:

. fa b, asby—asb, ;
zixb:[az)x b, |=|asb, —a;by | (vgl. Merkhilfe)

a3 by ajb, —asb,
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Mithilfe des Vektorprodukts ldsst sich (vgl. Merkhilfe)

e cin zu zwei Vektoren a und b senkrecht stehender Vektor ¢ ermitteln:
¢=dxb mit ¢ Ld und ¢ Lb

e der Flicheninhalt eines Parallelogramms
oder Dreiecks berechnen:

A Parallelogramm — | ixb |

ADreieck =%'|5Xb|

e das Volumen eines Spats oder einer
dreiseitigen Pyramide berechnen:
Vspar =l30(6x0)|

L E e
Vdreiseitige Pyramide = ¢ ldo(bxo)l

Die Reihenfolge der Vektoren spielt

dabei keine Rolle.
2) . 5
Qw354

4 -1

Vektorprodukt:
2 5 —4.(-1)-4-3 -8 -

é:[—4Jx[ 3]=[ 4.5 - 2-(-1)]=[22] = c¢laundclb
4) (1 2-3-(-4)-5 26

Flicheninhalt:

Apamuenogramm=|5x6|= (—8)2+222+262 =./1224 =34,99
ADreieck =% |axb|=1 /1224 =17,49

- L (-1
Volumen des Spats, der von @, bund d = 0] aufgespannt wird:
4
-1 2 5
0lo||-4[x| 3
4 4) (-1
=|| 0|of 22
4 26

=|(~1)-(-8)+0-22+4-26|=112

V=|do@xb)|=
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2 Geraden und Ebenen

2.1 Geraden

Eine Gerade kann beschrieben werden durch eine Gleichung der Form:
g X=A+A-i; he R (Parameterform)
Dabei heiit A Aufpunkt und G Richtungsvektor der Geraden.

Eine Gerade g wird eindeutig bestimmt durch

e zwei Punkte A und B: AB 5 g
g X=A+XA-AB; Le R A

e cinen Punkt A und einen Vektor u: _u
g X=A+A-i; Ae R ,_7\._—6——*’"/9

Q Die Gerade g sei durch die Punkte A(~1|6]2) und B(5|0]5) festgelegt.
Untersuchen Sie, ob der Punkt P(11|-6]|8) auf der Geraden g liegt.

Aufstellen der Geradengleichung:
g X=A+A-AB; AeR

o[ [{H (3] Goen

Oder mit vereinfachtem Richtungsvektor:

-1 2
6]+},1-[—2]]; pe R

g X=

2
Ortsvektor von P in die Gleichung von g einsetzen (Punktprobe):
11 ~1 2
-3
8 2 1

II=-1+21 & 12=2u4 = u=6
= -6=6-21 & -12=-2u = u=6
8=2+p = n=6

= Peg (P liegt auf der Geraden g.)
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Lage einer Geraden g im Koordinatensystem
Um die Lage einer Geraden im Koordinatensystem zu beschreiben,
betrachtet man den Richtungsvektor der Geraden.

Die Gerade g: X =A +A-ii; Ae R verliuft
e parallel zur x;-Achse, wenn die X,- und die x;-Koordinate von u
null sind, d. h., wenn gilt:

1
u =a~[0} mitae R
0
e parallel zur X,-Achse, wenn die x,- und die x;-Koordinate von u
null sind, d. h., wenn gilt:
0
i=a-| 1|/ mitaeR
0
e parallel zur X5-Achse, wenn die x,- und die x,-Koordinate von u
null sind, d. h., wenn gilt:
0
u =a-[0] mitae R
1

e parallel zur x,x,-Ebene, wenn die x5-Koordinate von @ null ist.
e parallel zur x,x5-Ebene, wenn die x,-Koordinate von u null ist.
parallel zur x,X5-Ebene, wenn die x;-Koordinate von u null ist.

@ s x=({)r{ e

Die x,- und die x,-Koordinate von u sind null und es gilt:

(1=

= g, |[x3-Achse

X=(1 3 R
X = 1|+p|3];
g2 3H0H€

)
Die x5-Koordinate von u = [3] ist null.
0

= g, | x;x,-Ebene
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2.2 Parameterform einer Ebene

Eine Ebene kann beschrieben werden durch eine Gleichung der Form
E: X=A+A-li+u-v; A, e R (Parameterform),
wobei i und v nicht parallel, also linear unabhingig sind.

Dabei heifit A Stiitzpunkt der Ebene und i und v heiBen Spannvektoren
der Ebene.

Eine Ebene E wird eindeutig bestimmt durch
e drei Punkte A, B und C:

c E
E: X=A+A-AB+u-AC; A,pe R LB
A AB
v

e cinen Punkt A und zwei linear
unabhingige Vektoren u und v: y’
E: X=A+A-G+p-v; A,ueR

e cine Gerade g: X=A +A-ii und

einen Punkt B¢ g:
E: X=A+A-U+U-AB; A,pe R

in
AB B
e zwei sich schneidende Geraden g E
g:X=A+A-iiund h: X= B+u-v: ;_ Af-,
— v
E: X=A+MA-i+p-V; A,pe R s "
E
/&h

<l

e zwei echt parallele Geraden
g X=A+A-iund h: X = B+u-

E: X=A+A-Ui+u-AB; A,pe R

<1
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2.3 Normalenform einer Ebene

Ein Vektor 1, der senkrecht auf einer Ebene E steht, hei3t Normalen-
vektor der Ebene E. Damit ldsst sich die Gleichung der Ebene in der
sog. Normalenform schreiben:

E:iio(X-A)=0 bzw. E: n;X;+n5X,+n3x3+ny=0

n
mit i = {n;] als Normalenvektor von E und einem Punkt A der Ebene.
3

Die Zahl n;, in der Normalenform ergibt sich entweder durch Einsetzen
der Koordinaten von A in die Gleichung n;x;+n,x, +n3x3=-ng

oder durch Berechnung des Skalarprodukts —(1i o A)= ng.

Lage einer Ebene E im Koordinatensystem

Um die Lage einer Ebene im Koordinatensystem zu beschreiben, be-
trachtet man den Normalenvektor der Ebene. Dazu wandelt man die
Ebene gegebenenfalls in Normalenform um.

Die Ebene E: fio (X —A) =0 liegt
e parallel zur x,x3-Ebene, wenn die x,- und die x3-Koordinate von 1i
null sind, d. h., wenn gilt:
1
n =a~[0] mitae R
0
e parallel zur x,x3-Ebene, wenn die x,- und die x5-Koordinate von n
null sind, d. h., wenn gilt:
0
ﬁza{lj mitae R
0
e parallel zur x;x,-Ebene, wenn die x,- und die x,-Koordinate von n
null sind, d. h., wenn gilt:

0
n =av[0] mitae R
1
e parallel zur x,-Achse, wenn die x,-Koordinate von ni null ist.

e parallel zur x,-Achse, wenn die x,-Koordinate von fi null ist.
e parallel zur x3-Achse, wenn die x;-Koordinate von i null ist.
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0
Q El:X2—4=0 = ﬁEI=£(I)]

Die x;- und die x;-Koordinate von fig, sind null.
= E, | x;x3-Ebene
R 0
Ep: 2x7-3x3+5=0 = ng =| 2
= (-3
Die x;-Koordinate von fig_ ist null.

= E, || x;-Achse

2.4 Umwandlung: Parameterform <> Normalenform

Parameterform — Normalenform

Schritt 1: Normalenvektor der Ebene mithilfe des Vektorprodukts der
Richtungsvektoren ermitteln: i =4 XV

Schritt 2: Normalenform der Ebene mithilfe des Aufpunkts A (aus der
Parameterform der Ebene) und des Normalenvektors angeben:

E:iio(X—A)=0 bzw. E: nX;+nsX,+n3x3+ng=0

_ (2 -3 0
Q E: X=[—1]+k~[ 1]+u-(0]; Apne R
0 0 1

Schritt 1:

RN

Schritt 2:

= ({-
= ({1 -

E:1-x1+3:x54+0-x3—(1-24+3-(-1)+0-0)=0
E: x{+3x,+1=0
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Normalenform — Parameterform
Schritt 1: Normalenform nach einer Koordinate auflésen, z. B. x5
Schritt 2: Die zwei freien Koordinaten mit Parametern besetzen, z. B.:
x;=A und x,=; A, pe R
Schritt 3: Gleichung der Ebene E in Parameterform schreiben:
= X —
E: X=(x]2]=A+7L~ﬁ+p.-\7; Aue R
X3
E: 7x;+4x,—x3+11=0
Schritt 1:
Tx1+4x,—x3+11=0
& x3=11+7x;+4x,
Schritt 2:
X|=A, Xo=[ mit A,pe R
= x3=11+7A+4pn

Schritt 3:

— [(x A 0+ A+ O
E: X=|x,|= K|=| 0+ 0+ M
X3 11+7A+4p 11+ 7A+4p

0 1 0
:( o]+k-[0]+u-[1]; A ue R
1 7 4
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3 Lagebeziehungen zwischen geometrischen
Objekten

3.1 Lage zweier Geraden

Fiir die gegenseitige Lage zweier Geraden

g X=A+A-i; he R und h: X=B+u-v; neR
gibt es vier verschiedene Moglichkeiten:

e g und h schneiden sich in einem Punkt.

e g und h verlaufen (echt) parallel.

e g und h sind identisch.

e g und h verlaufen windschief zueinander.

Schema zur rechnerischen Untersuchung dieser Lagebeziehungen:
Priife, ob U=k -V firk e R

glih gith
Priife, ob A € h (Punktprobe) Priife, ob sich g und h schneiden
y W" (Gleichsetzen Xg = Xn)
g und h sind g und h sind
identisch. echt parallel. g und h schneiden sich g und h sind
(ggf. Schnittpunkt ermitteln). windschief.

Q Untersuchen Sie die Lagebeziechung der beiden Geraden

= 2 1 — -8 3

g X=[1]+k~{—z]; Ae R und h: Xz[ 1}+u-[ 4]; pe R
5 1 3 |
und bestimmen Sie gegebenenfalls den Schnittpunkt S.
Schritt 1: Priifen, ob die beiden Geraden parallel sind, also ob
i=k-V firein ke R
1=3k = k=1

aly - 8 21

Widerspruch
1 -1

L
2

I=—-k = k=-I
= g }th (gund h sind nicht parallel.)
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Schritt 2: Priifen, ob g und h einen Schnittpunkt besitzen
(allgemeine Ortsvektoren der Geraden gleichsetzen und das resultie-
rende lineare Gleichungssystem auf Losbarkeit untersuchen)

= s 2 1 (-8 3
Xg=Xn & [1}”»-[-2]:[ ]Jﬂl{ 4}

5 1 3 -1

I 2+A=-8+43u = A=-10+3u (¥

= I 1-2A=1+4pn

I S5+A=3-p
() in III: 5-1043u=3-pu = 4u=8 = u=2
u=2in(*): A=-10+6=-4
BeidesinIl: 1-2-(-4)=1+4-2 & 9=9 wahre Aussage
= g und h schneiden sich.

Schritt 3: Berechnen der Koordinaten des Schnittpunktes S
Einsetzen von A=—4 in die Gleichung von g (oder p=2 in h):

. (2 1 -2
S=[1}—4-[—2]={ 9] = S(-2]9]1)
5 1 1

3.2 Lage einer Geraden zu einer Ebene

Fiir die gegensemge Lage einer Geraden g: X=A+\A-i; Ae R und
einer Ebene E: fio (X—B)=0 gibt es drei verschiedene Moglichkeiten:
e g und E schneiden sich in einem Punkt.

e g und E verlaufen (echt) parallel.

e ¢ liegt (vollstindig) in der Ebene E.

Schema zur rechnerischen Untersuchung dieser Lagebeziehungen:
Priife, ob i L 4, also obnieti=0

gllE g und E schneiden sich
(ggf. Schnittpunkt ermitteln).

Prife, ob A e E (Punktprobe)

g liegtin E. g verlauft echt parallel zu E.
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Gegeben sind die Ebene E: x; —2x, —2 =0 sowie die Gerade

2 6
—4J+k~[ 3]; re R.
2 =5

g X=

Untersuchen Sie die Lagebeziehung der Geraden g zur Ebene E und
ermitteln Sie gegebenenfalls den Schnittpunkt S.

Schritt 1: Priifen, ob die Gerade und die Ebene parallel sind, d. h., ob
der Normalenvektor von E und der Richtungsvektor von g senkrecht
zueinander stehen, also ob et =0

I 6

ol :[—2}0[ 3}:6~6+0=0 = g||E
0) (-5

Schritt 2: Priifen, ob g und E echt parallel sind oder g in E liegt

Einsetzen der Koordinaten des Aufpunkts von g in die Gleichung von E:

2-2:(-4)-2=0 < 8=0 Widerspruch

= gund E verlaufen echt parallel zueinander.

3.3 Lage zweier Ebenen

Fiir die gegenseitige Lage zweier Ebenen

E: ;(=§+A;~ﬁ+p~v; A pne R oder E: ﬁO(§—§)=0
F: mo(X-B)=0 F-mo(X-B)=0
gibt es drei verschiedene Méglichkeiten:

e E und F schneiden sich in einer Geraden.

e E und F verlaufen (echt) parallel.
e E und F sind identisch.

Schema zur rechnerischen Untersuchung dieser Lagebeziehungen:
Priife, ob meti=0 und moV =0 oder Priife, ob =k -m fiirk e R

E|F E und F schneiden sich
(ggf. Schnittgerade bestimmen).

Priife, ob A e F (Punktprobe)
Ja Wn

E und F sind identisch. E und F sind echt parallel.
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Untersuchen Sie die Lagebeziehung der beiden Ebenen

—~ (3 -1 1
E: X:[—1]+X~[ 4]+u-[-2]; A pne R und F: 4x;+3x,—x3+1=0
4 -1

und bestimmen Sie gegebenenfalls die Schnittgerade s.
Schritt 1: Priifen, ob die beiden Ebenen parallel sind, d. h., ob der Nor-

malenvektor von F senkrecht auf den Richtungsvektoren von E steht,
alsoob moti =0 und mov=0
4) (-1
fnoﬁ:[ 3]0[ 4]:—4+12+1=9¢0
-1) (-1
= E}F (E und F sind nicht parallel.)
= E und F schneiden sich in einer Geraden.
Schritt 2: Ermitteln der Gleichung der Schnittgeraden s
Einsetzen der einzelnen Koordinaten von E in die Gleichung von F:
— [x 3—- A+ p)
E: X =[x2]=[—1+4x-2pJ in F:dx;+3x,-x3+1=0
X3 4—- A-5u
4-B-A+W)+3-(-1+4A-20) - (4-A-51)+1=0
12— 4A+4pu—3+12A -6 —4+A+5u+1=0

6+9A+3u=0
3u=—6-9A
p=-2-3A

Einsetzen von i = -2 —3A in die Gleichung von E:

s X =[—i]+k[}]+(—2_31),[:,21}
(P (333

1 -4
=[ 3]+x-[ 10]; Are R
14 14

+
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3.4 Schnittwinkel

Ist der Schnittwinkel o zweier geometrischer Objekte gesucht, so ist der
spitze Winkel, den diese beiden Objekte einschlieBen, zu berechnen.

Schnittwinkel zwischen zwei Geraden
Der Schnittwinkel oo zweier Geraden ent-
spricht dem spitzen Winkel zwischen ihren
Richtungsvektoren t und Vv:

cosoL = la. vl (0°< 0. <90°)

lal-[v]
Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene
Der Schnittwinkel o zwischen einer Geraden
und einer Ebene entspricht dem Komplemen-
tarwinkel des spitzen Winkels zwischen Nor-
malenvektor i1 und Richtungsvektor u:

[fiodl

cosp= — und 0.=90°—-¢
lal-[al
E
oder sinoc=||f" |u'||
ni-fu

Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen
Der Schnittwinkel o. zweier Ebenen ent-
spricht dem spitzen Winkel zwischen

ihren Normalenvektoren ri und m: E
cos o =—|fi > ﬁf_l
[l [m]

Q Bestimmen Sie den Schnittwinkel o der Ebene E: x; —2x, —2 =0 mit

- 2 0
der Geraden g: X =[—4J+l-[2]; Ae R.
1

2
)0
[4)
und o0 =90°—@=53,13°

oder sinocz% = 0=53,13°

[0-4+0] 4 0
= = = ¢=36,87
’[‘Z’]l J24+(=2)2+0% - \Jo2 422412 5 ¢

1

cosp =
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4 Abstande zwischen geometrischen Objekten

4.1 Abstand zu einer Ebene

Abstand Punkt—-Ebene

Der Abstand des Punktes P(p; | p, | p3) P
zur Ebene E: n|x;+n,x,+n3x3+np=0 d! i
betrigt: :\ =

d(P:E) = [n;p; + “:Plzr;"i n3py+ng |

Die Berechnung des Abstands einer Geraden zu einer parallel verlau-
fenden Ebene bzw. zweier paralleler Ebenen lisst sich jeweils zuriick-
fithren auf die Berechnung des Abstands eines Punktes zu einer Ebene.

Abstand Gerade - Ebene

Der Abstand einer zur Ebene E parallel
verlaufenden Geraden g zur Ebene E ent- d
spricht dem Abstand eines beliebigen

Punktes P der Geraden zur Ebene: :‘B--
d(g; E)=d(P; E) mit Pe g beliebig &

Abstand Ebene — Ebene

Der Abstand einer zur Ebene E parallel
verlaufenden Ebene F zur Ebene E ent-
spricht dem Abstand eines beliebigen
Punktes P der Ebene F zur Ebene E:
d(F; E)=d(P; E) mit Pe F beliebig B

Berechnen Sie den Abstand der beiden parallelen Ebenen

- (1 1 2
E;: 2x,+2x,+x3+9=0 und E,: X=[2J+k~[0}+u-[ 3]; AueR.
4 2 -2

Der Abstand der parallelen Ebenen entspricht dem Abstand des Auf-
punkts P(1]2|4) der Ebene E, zur Ebene E:

. X |-2-14+2-2+1-4+9| _|15]
d(E,;E)=d(P;E)) = ===
(Ezi By} =d(P:Ey) J=2)2+22412 9

o

=5

w|
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4.2 Abstand eines Punktes zu einer Geraden

Der Abstand eines Punktes P zu einer Geraden g entspricht der Linge
des Lotes, das von P auf die Gerade gefillt wird. Zur Bestimmung
dieses Abstands ermittelt man den Lotfu3punkt.

Vorgehensweise 1

Schritt 1: Gleichung einer Hilfsebene H
aufstellen, die den Punkt P enthélt und
senkrecht auf der Geraden g steht
H:iio(X-P)=0

Schritt 2: LotfuBpunkt L als Schnittpunkt
von g und H berechnen

Schritt 3: Abstand von P zu g als Abstand
von P zu L berechnen (Linge des Lotes)
d(P; g)=d(P; L) =|PL|

H

Vorgehensweise 2

Schritt 1: Verbindungsvektor PL aufstellen, P

wobei L zunichst ein allgemeiner Geraden-

punkt von g ist (in Abhéngigkeit von A) d

Schritt 2: Parameter A aus der Bedingung

PLoii =0 bestimmen und Koordinaten des : g
LotfuBpunktes L durch Einsetzen von A in

die Gleichung von g berechnen

Schritt 3: Abstand von P zu g als Abstand von P zu L berechnen
d(P;g)=d(P;L)= | ﬁ| (Ldnge des Lotes)
Q Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P(-=6|2|5) zur Geraden
= 0 2
g X =[%J+k~[—2}; A€ R.
2 1
Vorgehensweise 1
Schritt 1:

2 — -6
H: [—2]0(X—[ 2D=0 bzw. H:2x;—-2x,+x3+11=0
1 5



4 Abstiande zwischen geometrischen Objekten ¢ 55

Schritt 2: Einsetzen der einzelnen Koordinaten von g in H:
2:(0420)=2-(2-2M)+(2+A)+11=0
AN—4+40+2+A+11=0

9A=-9
A=-1
—~ (0 2) (-2
= L:[z +(_1).[_2]=[ 4] = L(-2]4|D
2 1 1
Schritt 3:
— -2 -6 4
d(P;g)=\pLI=H 4]-[ 2J =‘[ 2] =42+ 225(—4)7 =36 =6
1 5 =4
Vorgehensweise 2
Schritt 1:
—  (0+2)) (-6) (6+2A
PL=[2-2A]—[ 2]={ —2?»]
2+ A 5 -3+A
Schritt 2: o
PLoti=0
6+21 2
= [ —21]0[—2]=0
-34+A 1
S 12+4A+40-3+A1=0
P IA=-9
= A=-1

Die weitere Rechnung erfolgt analog zu Vorgehensweise 1.

Abstand paralleler Geraden

Die Berechnung des Abstands zweier paralleler Geraden ldsst sich zu-
riickfiihren auf die Berechnung des Abstands eines Punktes zu einer
Geraden.

Der Abstand zweier parallel verlaufender v P .
Geraden g und h entspricht dem Abstand L/

eines beliebigen Punktes P der Geraden h d

zur Geraden g: o)
d(h; g) =d(P; g) mit Pe h beliebig L A G 9
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4.3 Abstand zweier windschiefer Geraden

Die Berechnung des Abstands zweier windschiefer Geraden g und h
lasst sich zuriickfiihren auf die Berechnung des Abstands eines belie-
bigen Punktes der einen Geraden zu einer Hilfsebene.

Vorgehensweise

Schritt 1: Gleichung einer Hilfsebene H,
die die Gerade h enthélt und parallel zur
Geraden g liegt, in Normalenform auf-
stellen

H: (iixV)o(X-B)=0

(mit 4 und v als Richtungsvektoren
von g und h und B als Aufpunkt von h)
Schritt 2: Abstand von g zu h als Ab-
stand eines Punktes der Geraden g zur
Ebene H berechnen (vgl. Abschnitt 4.1)
d(g;h)=d(A; H) mit A e g beliebig

Q Bestimmen Sie den Abstand der beiden windschiefen Geraden

— (4 -2 . (5 2
g X:[I]+k~[ 2] und h: X:[—l]+u-[—3]; A nE R.
3 -1 0 2

Schritt 1:
i=| 2|x|-3|=|-2-(-4|=|2
-1 2 6-4 2

N |[= (5

H: [%]{X—[—lﬂ:O bzw. H: x;+2x,+2x3-3=0
0

Schritt 2:

Mit dem Aufpunkt A(4|1]3) von g gilt:

d(g:h)=d(A;Hy=2x 2142331 _Dl_9 3

J12 422422 Jo 3
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5 Die Kugel

Eine Kugel enthilt alle Punkte des Raums, die zu einem bestimmten
Punkt M (Mittelpunkt) dieselbe Entfernung r (Radius) besitzen.

Eine Kugel mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r kann beschrie-
ben werden durch eine Gleichung der Form

K: (X-M)2=r2

oder in Koordinatendarstellung:

K: (x;=m;)2+(x5—my)2+(x3-m3)2=r2 (vgl. Merkhilfe)

5.1 Lage eines Punktes zu einer Kugel

Die Lage eines Punktes P zu einer Kugel K wird durch den Abstand

von P zum Mittelpunkt M der Kugel bestimmt. Es sind drei Fille

moglich:

(1) P liegt innerhalb der Kugel K.
d(P;M)=|MP|<r

(2) P liegt auf der Kugel K.
d(P;M)=|MP|=r

(3) P liegt auBBerhalb der Kugel K.
d(P; M) =|MP|>r
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5.2 Lage einer Ebene zu einer Kugel

Die Lage einer Ebene E zu einer Kugel K wird durch den Abstand des
Mittelpunktes M der Kugel zur Ebene bestimmt. Dieser Abstand kann
wie in Abschnitt 4.1 beschrieben ermittelt werden. Es sind drei Fille
moglich:

(1) Kugel und Ebene schneiden
sich in einem Schnittkreis.
d(M;E)<r

(2) Kugel und Ebene beriihren
sich in einem Punkt.
dM:E)=r

(3) Kugel und Ebene haben
keine gemeinsamen Punkte.
dM;E)>r
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5.3 Lage zweier Kugeln

Die gegenseitige Lage zweier Kugeln K, und K, wird durch den Ab-
stand ihrer beiden Mittelpunkte M; und M, bestimmt. Hier gibt es fiinf
mogliche Fille:

(1) Die Kugeln haben keine
gemeinsamen Punkte.
dM;;M,)>1+1,

(2) Die Kugeln beriihren sich
von aullen in einem Punkt. K,
d(Ml, M2)=r1 +1

(3) Die Kugeln schneiden sich
in einem Schnittkreis.
[rl—r2|<d(Ml;M2)<rl+r2

(4) Die Kugeln beriihren sich
von innen in einem Punkt.
d(M; M2)=|I'1 —l'2|

(5) Die Kugeln liegen ineinander.
dM;: M) <[ -1,




Stochastik

1 Ereignisse

Ergebnisraum und Ereignisse

Der Ergebnisraum £ umfasst alle moglichen Ausginge (Ergebnisse)
eines Zufallsexperiments. Die Anzahl der Elemente von Q wird als
Michtigkeit | Q | bezeichnet.

Jede Teilmenge des Ergebnisraums beschreibt ein Ereignis. € selbst
heift sicheres Ereignis (tritt auf jeden Fall ein), die leere Menge { }
unmogliches Ereignis (tritt nie ein). Ein einzelnes Ergebnis wird auch
als Elementarereignis bezeichnet.

Durch Verkniipfung einzelner Ereignisse — z. B. durch Bildung der
Schnitt- oder Vereinigungsmenge — entstehen neue Ereignisse als Teil-
mengen des Ergebnisraums.

Ausgehend von zwei Ereignissen A und B als Teilmengen eines Er-
gebnisraums € ergeben sich u. a. folgende weitere Ereignisse:

Gegenereignis O
A=Q\A

,,Alle Elemente aus €2, die nicht zu
Ereignis A gehoren.*

Schnittmenge Q

ANB
,Alle Elemente aus €2, die sowohl zu
Ereignis A als auch zu Ereignis B gehoren.*

Bemerkung: Die beiden Ereignisse A und B
heiflen unvereinbar, wenn A "B = {} gilt.

Vereinigungsmenge Q

AUB
,Alle Elemente aus €, die zu Ereignis A
oder zu Ereignis B oder zu beiden gehoren.*




A\B=ANB
-Alle Elemente aus €, die zu Ereignis A,
aber nicht zu Ereignis B gehoren.*

A\B UB\A=(ANnB)U(BNA)
,Alle Elemente aus Q, die entweder zu
Ereignis A oder zu Ereignis B gehéren.*

ANB=AUB

Gegenereignis zu A UB

»Alle Elemente aus Q, die weder zu
Ereignis A noch zu Ereignis B gehoren.*

AUB=ANB

Gegenereignis zu AN B

,»Alle Elemente aus €, die nicht zugleich
zu Ereignis A und Ereignis B gehoren.*

Q £ Bevélkerung von Deutschland
A: ,,Die Person ist ein Mann.*
B: ,,Die Person ist blond.*

A: Die Person ist kein Mann.

oder: Die Person ist eine Frau.

1 Ereignisse ¢ 61

sl€lElie

ANB: Die Person ist ein blonder Mann.

A UB: Die Person ist ein Mann oder blond (oder beides).
A\B: Die Person ist ein Mann, aber nicht blond.
A\BUB\A: Die Person ist entweder ein Mann oder blond.
ANB: Die Person ist weder ein Mann noch blond.

AUB: Die Person ist kein blonder Mann.
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2 Wahrscheinlichkeitsberechnungen

2.1 Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

Den einzelnen Elementen eines Ergebnisraums lassen sich Wahrschein-
lichkeiten zuordnen. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A wird
mit P(A) bezeichnet.

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit

e 0<P(A)<I1 fiir jedes Ereignis A € Q

e P(Q)=1 und P({})=0

e P(A)=1-P(A)

e P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB) (Additionssatz)

Q Bei der Produktion eines Spielzeugs fiir Kinder konnen zwei Fehler
auftreten. 10 % der produzierten Spielzeuge haben einen Funktions-
fehler (F,), 20 % haben einen Farbfehler (F,). 25 % aller Spielzeuge
haben mindestens einen Fehler. Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Spielzeug beide Fehler aufweist.

Gegeben: P(F|)=0,1 P(F,)=0,2 P(F, UF,)=0,25
Gesucht: P(F) nF,)

Nach dem Additionssatz gilt:

P(F, UE,) =P(F))+P(F,)-P(F| nF,)

= P(F,nE,)=P(F))+P(F,)-P(F, UE,)
P(F;nE,)=0,1+0,2-0,25=0,05

FyUF,
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2.2 Laplace-Experimente, Laplace-Wahrscheinlichkeit

Ein Zufallsexperiment, bei dem alle Ergebnisse (Elementarereignisse)
aus Q gleich wahrscheinlich sind, heif3t Laplace-Experiment.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A erhilt man in diesem Fall,
indem man die Méchtigkeit von A durch die Michtigkeit von Q teilt:
P(A) = | A| _ Anzahl der giinstigen Fiille

|Q| ~ Anzahl der méglichen Fille

Zwei verschiedene Gliicksriader werden je einmal gedreht. Geben Sie
jeweils den Ergebnisraum € an und entscheiden Sie, ob ein Laplace-
Experiment vorliegt. Berechnen Sie in diesem Fall die Wahrschein-
lichkeit, dass der Pfeil auf einer geraden Zahl stehen bleibt.

Gliicksrad 1

an Q={1;2;3;4;56) |Q|=6
Laplace-Experiment, da die einzelnen Sektoren des

VAv Rades gleich groB sind und damit gilt:
P({1)=P({2))=...=P({6}) =+
A: ,.Der Pfeil zeigt auf eine gerade Zahl.*
A={246} |A|=3
ron=1Al=3 -4
Gliicksrad 2

v’ Q={1;2:3;4;5;6) |Q|=6
A kein Laplace-Experiment, da die einzelnen Sektoren
VA des Rades nicht gleich grof3 sind
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2.3 Baumdiagramme und Vierfeldertafeln

Baumdiagramm

Ein Baumdiagramm eignet sich zur Bestimmung von Wahrscheinlich-
keiten mehrstufiger bzw. zusammengesetzter Zufallsexperimente.

Verzweigungsregel

Bei einem vollstindigen Baumdiagramm betrigt die Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller Aste, die von einem Verzweigungspunkt
ausgehen, stets 1.

1. Pfadregel (Produktregel)
Die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Ergebnisses ist das Produkt der
Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades, der zu diesem Ergebnis fiihrt.

2. Pfadregel (Summenregel)
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der Pfade, die zu diesem Ereignis gehoren.

Q Die Tennisabteilung eines Vereins besteht zu 60 % aus ménnlichen
Mitgliedern, von denen 20 % Linkshénder sind. 10 % aller Mitglieder
sind weiblich und Rechtshinder. Zeichnen Sie ein vollstindiges
Baumdiagramm und ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein
beliebiges Mitglied des Vereins Linkshénder ist.

M: , Mitglied ist ein Mann.” L: , Mitglied ist Linkshéinder.*

Die fett gedruckten Werte im Baumdiagramm sind gegeben, die iibrigen
ergeben sich mithilfe der Verzweigungsregel bzw. der 1. Pfadregel:

1. Pfadregel:
0,4.-x=0,1
= x=0,25

0,1

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhidlt man mithilfe der 2. Pfadregel:
P(L)=0,6-0,2+0,4-0,75=0,42
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Eine Vierfeldertafel eignet sich zur Bestimmung von Wahrscheinlich-
keiten der Verkniipfungen zweier Ereignisse A und B. Sie ist folgen-
dermaf3en aufgebaut:

A A
B | P(ANB) | P(AnB) | P(B)
B | P(ANB) | P(AnB) | P(B)
P(A) P(A) 1

Die Randwerte ergeben sich dabei jeweils durch Summenbildung.

Bemerkung: In den Feldern kénnen auch absolute Hiufigkeiten stehen.

Die Angaben aus dem vorherigen Beispiel lassen sich auch in einer
Vierfeldertafel darstellen.

Gegeben: P(M)=0,6 P(MNL)=0,6-0,2=0,12 P(MAL)=0,1

Diese Werte sind in der Vierfeldertafel fett gedruckt; die iibrigen
Werte ergeben sich entsprechend als Summen bzw. Differenzen:

M M
L 012 0,3 0,42
L 0,48 0,1 0,58
0,6 0.4 1

Die zuvor mithilfe der 2. Pfadregel berechnete Wahrscheinlichkeit
P(L)=0,42 lasst sich aus der Vierfeldertafel direkt ablesen.
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2.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und stochastische
Unabhéngigkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Bei einem Zufallsexperiment mit den moglichen Ereignissen A und B
heiBt die Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt unter der Voraussetzung,
dass A bereits eingetreten ist, die durch A bedingte Wahrscheinlich-
keit von B. Fiir diese Wahrscheinlichkeit gilt:

Py(B)="0 0 (vgl. Merkhilfe)

Stochastische Unabhiingigkeit

Zwei Ereignisse A und B heiflen stochastisch unabhingig, wenn das
Eintreten von A keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit von B hat
und umgekehrt, d. h., wenn P, (B) =P(B) und Pg(A)=P(A). Dies
ist genau dann der Fall, wenn gilt:

P(AnB)=P(A)-P(B) (vgl. Merkhilfe)

Andernfalls heien A und B stochastisch abhidngig.

Bemerkung: Die stochastische Unabhingigkeit zweier Ereignisse ist
nicht zu verwechseln mit der Unvereinbarkeit zweier Ereignisse A
und B. Fiir letztere gilt: P(ANB)=P({})=0 (vgl. Seite 60)

Die stochastische Unabhingigkeit zweier Ereignisse A und B lédsst
sich gut anhand einer Vierfeldertafel tiberpriifen.

Mithilfe von bedingten Wahrscheinlichkeiten lésst sich das vollstindige
Baumdiagramm fiir ein zusammengesetztes bzw. mehrstufiges Zufalls-
experiment mit den beiden Ereignissen A und B wie folgt angeben:

P(ANB) P(A ~B) P(ANB) P(ANB)
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Bei der Produktion eines Spielzeugs fiir Kinder konnen zwei Fehler
auftreten. 10 % der produzierten Spielzeuge haben einen Funktions-
fehler (F,), 20 % haben einen Farbfehler (F,). 25 % aller Spielzeuge
haben mindestens einen Fehler (siehe auch Seite 62).

e Stellen Sie die zugehorige Vierfeldertafel auf und iiberpriifen Sie
die Ereignisse F, und F, auf stochastische Unabhingigkeit.

Gegeben: P(F)=0,1 P(F,)=0,2 P(F,UF,)=0,25
Es gilt: P(F;, NF,)=1-P(F, UF,)=1-0,25=0,75
Damit ldsst sich eine vollstindige Vierfeldertafel angeben:
Fy F
F, | 005 0,15 0,2

E, | 005 0,75 0,8

0,1 0,9 1

P(F; nF,)=0,05 P(F,)-P(F,)=0,1-0,2=0,02
Also: P(F| "F,)=0,05%0,02=P(F))-P(F,)

= Die Ereignisse F; und F, sind stochastisch abhiingig.

e Ein Spielzeug funktioniert einwandfrei. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit hat das Spielzeug einen Farbfehler?

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit PF—I (F,). Es gilt:

- _PF0F) _045_ 1 _
PFl (Fz)_——P(F_,) 09 =6 16,67 %

e Stellen Sie das zugehorige vollstindige Baumdiagramm auf.
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3 Urnenmodelle

Mehrstufige Zufallsexperimente lassen sich gut mithilfe von Urnen-
modellen veranschaulichen. Dabei werden unterscheidbare Kugeln aus
einer Urne gezogen. Je nach Modell wird mit oder ohne Zuriicklegen
gezogen. Aullerdem ist zu beachten, ob die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln eine Rolle spielt.

Ist nach der Anzahl der Moglichkeiten gefragt, so ist die Antwort eine
natiirliche Zahl. Ist nach einer Wahrscheinlichkeit gefragt, so ist die
Antwort eine reelle Zahl zwischen O und 1.

3.1 Anzahl der Méglichkeiten

Um die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A in einem Laplace-
Experiment zu ermitteln, ist es notwendig, die Michtigkeiten des
Ergebnisraums und des Ereignisses zu kennen (vgl. Abschnitt 2.2).
Insbesondere wenn es eine grole Anzahl von Moglichkeiten gibt,
lassen sich diese Michtigkeiten nicht mehr durch Notieren aller mog-
lichen Ergebnisse und Abzihlen bestimmen. Bezogen auf das jeweilige
Urnenmodell gibt es aber geeignete Berechnungsformeln, die auf dem
allgemeinen Zihlprinzip basieren:

Anzahl der Moglichkeiten

e Aus einer Urne mit n Kugeln wird k-mal mit Zuriicklegen unter
Beachtung der Reihenfolge gezogen:
nk Moglichkeiten

e Aus einer Urne mit n Kugeln wird k-mal ohne Zuriicklegen unter
Beachtung der Reihenfolge gezogen:
n-(n—1)-...-(n—k+1) Moglichkeiten

e Aus einer Urne mit n Kugeln werden k Kugeln ohne Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge (bzw. mit einem Griff) ge-

zogen:
n\_ n! s e y
(k) = =D Moglichkeiten

Dieser Ausdruck hei3t Binomialkoeffizient (vgl. Merkhilfe).
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Im Sportunterricht werden 6 verschiedene Mannschaften gebildet.
e Auf wie viele verschiedene Arten kénnen Anna, Bernd und Christian
auf die Teams verteilt werden?

-6 - 6 =63=216
Anna Bernd Christian

e Wie viele Moglichkeiten der Verteilung gibt es, wenn jeder der drei
zu einem anderen Team gehoren soll?
5 - 4 =120

Anna Bernd Christian
e Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es fiir die Zusammen-
stellung eines 5er-Teams, wenn die Klasse aus 30 Schiilern besteht?

(%0)=142506

3.2 Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Ziehen ohne Zuriicklegen

Beim Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen dndern sich bei jedem
Zug die Wahrscheinlichkeiten. Spielt dabei die Reihenfolge der gezo-
genen Kugeln keine Rolle, entspricht dies dem Ziehen mit einem Griff.

Zieht man aus einer Urne mit N Kugeln, von denen K schwarz sind,
n Kugeln ohne Zuriicklegen, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, genau
k schwarze Kugeln zu ziehen:

K).[N=-K
P(,.genau k schwarze Kugeln®) = %l (vgl. Merkhilfe)
In einer Lieferung von 50 Dioden befinden sich 4 defekte. Bei einer

Kontrolle werden 6 Dioden zufillig ausgewihlt und tiberpriift.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man genau 2 defekte?

Die Lieferung besteht aus N =50 Dioden.

Darunter befinden sich K=4 defekte, also N—K=(50—-4)=46 ein-
wandfreie Dioden.

Es werden n=6 Dioden ausgewihlt und iiberpriift.

4) . (50-4 4) (46
P(,,genau 2 defekte Dioden®) = M = M =6,2%

GG
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Ziehen mit Zuriicklegen

Beim Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen bleiben die Wahrschein-
lichkeiten bei jedem Zug gleich.

Zieht man aus einer Urne mit einem bestimmten Anteil p schwarzer
Kugeln n Kugeln mit Zuriicklegen, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit,
genau k schwarze Kugeln zu ziehen:

P(,.genau k schwarze Kugeln®) = (2] pX-(1-p)"~k  (vgl. Merkhilfe)

Spielt die Reihenfolge der gezogenen Kugeln eine Rolle, kann die For-
mel nicht direkt angewendet werden (vgl. Ereignisse C und D unten).

Q Ein Tetraeder (vierseitiger Wiirfel mit den Augenzahlen 1, 2, 3 und 4)
wird fiinfmal geworfen. Notiert wird die Augenzahl der Fliiche, auf
die das Tetraeder fillt.

Fiir jeden der n=5 Wiirfe gilt:
P({1})=P({2})=P({3}) =P({4}) =% und P({ungerade Zahl})=

1
2
A: ,,Genau bei 3 Wiirfen fillt die Augenzahl 2.

P(A) =P(,,genau 3 Zweier*) = (2) : (%)3. (%)5_3: 8.79 %

B: ,,Es wird immer eine ungerade Augenzahl geworfen.*
P(B) = P(,,genau 5 ungerade Zahlen*)

(A Q) @) =
C: ,.Es wird nur im ersten, zweiten und letzten Wurf eine 2 gewiirfelt.*

PO= 4 - 4 - 3 -3 -+ =) () -0ss%

L. Wurf 2. Wurf 3. Wurf 4. Wurf 5. Wurf
D: ,,Es wird genau dreimal hintereinander eine 2 gewiirfelt.*
Mogliche Fille sind: 2 2 2

3 2
Fiir jeden dieser Fille ist die Wahrscheinlichkeit (%) (%) .

= P(D)= 3~(§)3- (%)2= 2,64 %
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4 ZufallsgréBen

4.1 ZufallsgréBen und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung

Eine ZufallsgroBe oder Zufallsvariable ordnet jedem Ergebnis eines
Zufallsexperiments eine reelle Zahl zu. Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung einer ZufallsgroBe X gibt an, mit welchen Wahrscheinlichkei-
ten py, py, ..., p, die ZufallsgroBe die moglichen Werte x|, x,, ..., X
annimmt; in Tabellenform:

n

X ‘X]}Xz‘...\xn

PX=X) | P1 | P2 | - | Pn

Dabei muss die Summe der Wahrscheinlichkeiten stets 1 ergeben:
pi+pa+...+p,=1 (Normierungsbedingung)

Die Veranschaulichung der Wahrscheinlichkeitsverteilung kann durch
ein Stabdiagramm oder ein Histogramm erfolgen.

Vorgehensweise
Schritt 1: Werte, die die ZufallsgroBe X annehmen kann, auflisten

Schritt 2: Zugehorige Wahrscheinlichkeiten berechnen
Schritt 3: Tabelle und ggf. Stabdiagramm bzw. Histogramm erstellen

Bei einem gezinkten Wiirfel wird die Augenzahl 6 mit einer Wahr-

scheinlichkeit von 0,3 geworfen. Ermitteln Sie die Wahrscheinlich-

keitsverteilung der Zufallsgrofe X, die die Anzahl der Sechser beim
zweimaligen Werfen dieses Wiirfels angibt.

Schritt 1:

Die ZufallsgroBe X kann folgende Werte annehmen:

x1=0; x,=1; x3=2

Schritt 2:

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Werte von X konnen
mithilfe der Formel von Seite 70 ermittelt werden:

P(X =x,) =P(X =0) = P(,.keine 6“) = 2]-0,30-0,72=0,72=0,49
1 0

PX=D=(2)03"07'=042  P(X=2)=(2]:0,32.0,7=0,09
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Schritt 3: P(X=x)
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X: 05—
X | o | 1 | 2 04 T
03— ———
P(X=x) | 049 | 042 | 0,09
02+—
0,11+——

4.2 Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung

Erwartungswert
Der Erwartungswert einer Zufallsgroe X gibt an, welcher Mittelwert
bei oftmaliger Wiederholung des Zufallsexperiments zu erwarten ist.

n
p=EX)= Z Xi"Pj=X|"Py+...+X,-py, (vgl. Merkhilfe)
i=1
Varianz und Standardabweichung
Die Varianz und die Standardabweichung einer Zufallsgrofe X
erfassen die Streuung der Werte um den Erwartungswert von X.

n
Var(X)= D (x; =2 p; = (x; —)2 - py+...+(x, )2 - p,

i=1

o(X)=+/Var(x) (vgl. Merkhilfe)

Bemerkungen:

e Der Erwartungswert | einer ZufallsgroBe X ist hdufig kein Wert,
den die ZufallsgroBe tatsdchlich annimmt.

e Ein Spiel ist fair, wenn der Erwartungswert des Gewinns fiir jeden
Spieler gleich null ist.

Q Ein Englischlehrer stellt fiir die Notenverteilung der nichsten Schul-
aufgabe zwei mogliche Szenarien gegeniiber.

Szenario A
Notex | 1 | 2| 3] 4|5 |
P(X=x) | 0.1 |0,5| 05| 02| 0 |005
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Szenario B
Notey | 1 | 2 | 3 | 4|5 |6
P(Y=y) | 02 | 025025005015/ 0,1

Erwartungswert (Notendurchschnitt) bei beiden Szenarien:
E(X)=1-0,1+2-0,15+3-0,5+4-0,24+5-0+6-0,05=3
E(Y)=1-0,2+2-0,25+3-0,25+4-0,05+5-0,154+6-0,1=3
In beiden Fillen ergiébe sich derselbe Notendurchschnitt.

Varianz/Streuung um den Notendurchschnitt:

Var(X)=(1-3)2-0,1+(2-3)2-0,15+(3-3)2-0,5+(4—-3)2.0,2
+(5-3)2:0+(6-3)2-0,05=1,2

Var(Y)=(1-3)2-0,2+(2-3)2-0,25+(3-3)2-0,25+(4—-3)2.0,05
+(5-3)%2-0,15+(6-3)2-0,1=2,6

= Var(X) < Var(Y)

Die Streuung der Noten um den Notendurchschnitt wire bei Szenario B

groBer als bei Szenario A.

Dies wird auch an den Stabdiagrammen deutlich:

Szenario A Szenario B
P(X=x) P(Y=y)

05+ — R o5+—- —
041 - e — 0,4 1
03—+ 03— ——
02+—m 1 : 024+ —— -
01+ — T — — 0,1 B

T | T S

1 2 3 4 5 6 X 1 2 3 4 5 6Y

Szenario A: Sehr gute und sehr schlechte Noten treten selten auf.
=> Die Noten streuen nur wenig um den Erwartungswert.

Szenario B: Die Noten sind recht gleichmiBig verteilt.
= Die Noten streuen stark um den Erwartungswert.
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4.3 Binomialverteilte ZufallsgréoBen

Bernoulli-Experiment

Ein Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ergebnissen (Treffer
und Niete) hei3t Bernoulli-Experiment. Die Trefferwahrscheinlichkeit
bezeichnet man mit p, die Wahrscheinlichkeit fiir eine Niete mit q=1-p.
Die n-fache unabhingige Wiederholung eines Bernoulli-Experiments
heilt Bernoulli-Kette der Linge n. Die Trefferwahrscheinlichkeit p
bleibt dabei konstant.

Binomialverteilte Zufallsgrofie

Fiir die ZufallsgroBe X, die die Anzahl der Treffer bei einer Bernoulli-
Kette der Linge n mit Trefferwahrscheinlichkeit p angibt, gilt:

P2 (X =k)=B(n:p:k)=(E)-pk (1-p)"~k (0<k<n)

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung heif3t Binomialverteilung und X
binomialverteilt nach B(n; p) (vgl. Merkhilfe).

Die kumulative Verteilungsfunktion einer B(n; p)-verteilten Zufalls-
grofe ist gegeben durch:

k
El(k)=PJ(X<k)= ) B(n;p;i)

i=0

Fiir eine B(n; p)-verteilte Zufallsgrofe X gilt (vgl. Merkhilfe):
e Erwartungswert: u=E(X)=n-p

e Varianz: Var(X)=n-p-(1-p)

e Standardabweichung: ¢(X)=\/n-p-(1-p)

Bemerkung: Die Binomialverteilung lisst sich durch das Urnenmodell
.Ziehen mit Zuriicklegen* (vgl. S. 70) veranschaulichen.
Beispielhaftes Histogramm fiir n=10 und p=0,3 (mit E(X)=3):

0.30 }P(X=k)

0,251
0,20 +
0,151
0,10+
0,05 +




4 ZufallsgréBen ¢ 75

Die Werte fiir bestimmte Binomialverteilungen und ihre kumulativen
Verteilungen konnen einem Tafelwerk entnommen werden.

Ubersicht iiber typische Fragestellungen und Riickfiihrung auf die
kumulative Verteilungsfunktion:

e genau k Treffer: P(X=k)=B(n;p; k)= [E)-pk ‘(1-p)n-k
e hochstens k Treffer: P(X <k)
e weniger als k Treffer: P(X<k)=P(X<k-1)
e mindestens k Treffer: P(X>k)=1-P(X<k-1)
e mehr als k Treffer: P(X>k)=P(X2k+1)=1-P(X<k)
e mindestens k, aber
hochstens h Treffer: P(k<X<h)=P(X<h)-P(X<k-1)

Eine Sportartikelfirma stellt FuBbille her. Aus langjihriger Erfahrung
weill man, dass 10 % aller produzierten Biille fehlerhaft sind. In der
Endkontrolle werden 10 Biille zufillig ausgewiihlt und kontrolliert.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit

(1) sind genau drei Bille fehlerhaft?

(2) sind hochstens vier Biille fehlerhaft?

(3) sind mehr als drei Biille fehlerhaft?

(4) sind mindestens zwei, aber weniger als fiinf Biille fehlerhaft?

Die ZufallsgroBe X gibt die Anzahl der fehlerhaften Bille bei der
Endkontrolle an. X ist binomialverteilt mit p=0,1 und n=10.

(1) PY}(X=3)=B(10;0,1;3)=(10)-0,13-0,97 ~0,0574=5,74 %

4
(2) p(l)g (X<4)= Z B(10;0,1;1) =0,99837 = 99,84 %
i=0 (Tafelwerk: kumulative Tabelle)

(3) Pg,g(x>3)=1—1>(§f}(xs3)

3
=1-" B(10;0,1;i)
i=0
=1-0,98720 (Tafelwerk: kumulative Tabelle)
=0,0128=1,28 %
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@) P(2<X<5=Pf(2<X<4)
=Pl (X<4)-PY(X<1)

4 1
=3 B(10;0,1;i)— Y B(10;0,1;1)
i=0 i=0

=0,99837-0,73610 (Tafelwerk:
kumulative Tabelle)
=0,26227 = 26,23 %

Wie viele Bille miisste man mindestens kontrollieren, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % wenigstens einen fehler-
haften Ball zu finden? (,,3-Mindestens-Aufgabe“)

Nun ist X binomialverteilt mit p=0,1 und unbekanntem n.
Es soll gelten:
Pg (X21) 20,95
1-P§(X=0) 20,95
Pg(X=0) < 0,05
[3j~0,10~0,9n <0,05
0,9" <0,05
In0,9" < In0,05
n-1n0,9 < In0,05 [:1n0,9 (<01

In 0,05
> . =
23009 28,43

Man miisste also mindestens 29 Bille kontrollieren.



5 Testen von Hypothesen ¢ 77

5 Testen von Hypothesen

Einseitiger Signifikanztest

. Bei einem Hypothesentest stellt man eine Vermutung (Nullhypo-

~ these Hy) iiber eine Wahrscheinlichkeit auf und testet diese anhand

~ einer Stichprobe. Aufgrund des Ergebnisses des Tests wird entschie-
den, ob die Vermutung angenommen oder abgelehnt wird. Dabei
konnen zwei Fehlentscheidungen getroffen werden:

'~ Fehler 1. Art: Hj wird irrtiimlich abgelehnt.

Fehler 2. Art: H, wird irrtiimlich angenommen bzw. nicht abgelehnt.
Es ist wiinschenswert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler

1. Art moglichst klein ist. Deshalb wird diese Irrtumswahrscheinlich-
keit durch das Signifikanzniveau o beschriinkt.

Man unterscheidet links- und rechtsseitige Signifikanztests, je nachdem,
ob die Vermutung Hy,: p=p,, oder Hy: p<pj lautet.

Vorgehensweise
Schritt 1: ZufallsgroBe und Nullhypothese festlegen
Schritt 2: Ubersichtstabelle aufstellen

Schritt 3: Je nach Aufgabentyp kritischen Wert berechnen und Ent-
scheidungsregel angeben oder Irrtumswahrscheinlichkeit berechnen

Linksseitiger Signifikanztest
Aufgabentyp 1
Gegeben: Hy: p2p,,

Aufgabentyp 2
Gegeben: Hy: p=p,

n (Stichprobenlinge)
k (kritischer Wert bzw.
Entscheidungsregel)

Gesucht: Irrtumswahrscheinlichkeit

gegen Hy
0;..;k

fﬁ]’Ho
k+1;...;n

n (Stichprobenlinge)

o (Signifikanzniveau)
Gesucht: kritischer Wert bzw.

Entscheidungsregel

gegen Hy |  fiir Hy
0;..;k | k+1;...;n

Ho:p2po| (7)) |

Pfl;() (X £k) berechnen

Ho: p2po| |

k ermitteln aus der Bedingung
P;‘o(X <k)<a
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Rechtsseitiger Signifikanztest
Aufgabentyp 1
Gegeben: Hy: p<p,
n (Stichprobenlinge)
k (kritischer Wert bzw.

Aufgabentyp 2

Gegeben: Hy: p<p,
n (Stichprobenlinge)
o. (Signifikanzniveau)

Entscheidungsregel) Gesucht: kritischer Wert bzw.
Gesucht: Irrtumswahrscheinlichkeit Entscheidungsregel
fiir Hy gegen Hy fir Hy | gegen Hy
0;...:;k | k+1;...5n 0;...:k | k+1;...;n
Hy: p<po| | D Ho: p<po| |
Pgo(X >k+1)=1— Pgo (X<k) k ermitteln aus der Bedingung
berechnen Py (Xzk+D) <o

n
= I—Ppo(Xsk)Sa

n
= PPO(XSk)Zl—(x

Q Der Hersteller eines Beruhigungsmittels behauptet, dass sein Mittel in
mindestens 90 % der Fiille erfolgreich wirkt. Dazu werden 100 Benut-
zer des Mittels befragt. Die Nullhypothese ,.in mindestens 90 % der
Fille wirkt das Mittel*“ wird auf dem Signifikanzniveau o.=35 % ge-
testet. Bestimmen Sie die zugehorige Entscheidungsregel.

Schritt 1:
X: Anzahl der Benutzer, bei denen das Mittel wirkt; B(100, p)-verteilt
Hy: p=0,9 (in mindestens 90 % der Fille) ~ o=0,05

Schritt 2: Ubersichtstabelle:
gegen Hy
0; ...k
Hy: p20,9 }

Schritt 3: Berechnen von k:
PIPV(X<k)<0,05 = k=84 (Tafelwerk: kumulative Tabelle)
= Ablehnungsbereich: {0; ...; 84} Annahmebereich: {85;...; 100}

fiir Ho
k+1;...; 100 Benutzer, bei denen das Mittel wirkt

Entscheidungsregel: Geben hichstens 84 Benutzer bei der Befragung
an, dass das Mittel bei ihnen wirkt, wird die Nullhypothese abgelehnt.
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