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Vorwort

Mit diesem Buch wollen die Autoren den Studierenden in den Masterstudiengéngen fiir
Mathematik, Natur- und Ingenieurwissenschaften ein solides mathematisches Wissen
zur Theorie und Numerik dynamischer Systeme vermitteln. Viele Prozesse in Physik,
Chemie, Biologie, Medizin und in den Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften werden
durch parameterabhéngige nichtlineare Differenzialgleichungen beschrieben. Deshalb sind
Differenzialgleichungen und dynamische Systeme als zentrale Gebiete der Mathematik
auch weiterhin in stdndiger Entwicklung begriffen. Die Idee zu diesem Buch entstand aus
unserer langjahrigen Vorlesungstétigkeit flir Studierende der Mathematik, der Techni-
schen Physik, des Maschinenbaus, der Elektrotechnik und der Informatik, sowie auf der
Basis unserer wissenschaftlichen Kooperation mit Ingenieuren an der TU Ilmenau.

An die aktuelle Mathematik in den Natur- und Ingenieurwissenschaften werden Fragen
von grofler Komplexitét gestellt, die nur durch das Ineinandergreifen sehr unterschiedli-
cher Gebiete erfolgreich in Angriff genommen werden kénnen. Dies fiihrt in wachsendem
Mafle zum Zusammenfiihren von reiner und angewandter Mathematik. Diese Entwick-
lungstendenzen werden sich auch auf Grund des Auftretens neuer Ideen und Methoden
in Zukunft fortsetzen. Wir halten es deshalb fiir unabdingbar, wesentliche Begriffe und
Denkweisen der Funktionalanalysis einerseits und der Numerischen Analysis andererseits
einzufiihren, um den Einsatz moderner mathematischer Verfahren des Wissenschaftli-
chen Rechnens zu unterstiitzen.

In der Stoffauswahl und -anordnung haben wir auf ausfiihrliche Motivation und Erlau-
terung der Grundideen, auf leichte Fasslichkeit, Anschaulichkeit und Ubersichtlichkeit
Wert gelegt. Der mit der Thematik bereits vertraute Leser moge Verstandnis aufbringen,
wenn an geeigneter Stelle ihm bekannte Grundbegriffe und -aussagen definiert werden.
Damit wollen wir erreichen, dass das miihevolle Zusammensuchen von Begriffen und
Aussagen weitgehend entféllt und fiir alle Leser des Buches gleiche Bedingungen geboten
werden, um den Einstieg in das umfangreiche Gebiet zu erleichtern. Wo es die Stoff-
auswahl zulésst, wird auch ein Praxisbezug hergestellt. Wir werden allerdings nicht in
jedem Kapitel erlautern, wofiir ein mathematischer Begriff oder Sachverhalt ,niitzlich*
ist, denn erst das Zusammenspiel der verschiedenen Begriffsbildungen und der daraus
resultierenden Sétze fithrt zu sinnvollen Anwendungen. Von der Behandlung chaotischer
Losungen und Attraktoren fraktaler Dimension mussten wir in Anbetracht des Buchum-
fanges Abstand nehmen, zumal sich das erforderliche mathematische Instrumentarium
teilweise stark vom tibrigen Buch unterscheidet und deshalb gesondert vorgestellt werden
soll.

Das Buch ist so aufgebaut, dass zunichst im ersten Kapitel einige Grundtatsachen aus
dem Gebiet der Funktionalanalysis aufgeschrieben sind. Die gesamte moderne Analysis



Vi

basiert heute auf der Funktionalanalysis. Sie stellt als elegante mathematische Theorie
allgemeine Hilfsmittel bereit, um mathematische Aufgabenstellungen, wie gewohnliche
und partielle Differenzialgleichungen, Integralgleichungen und Extremalprobleme in iiber-
sichtlicher und einheitlicher Weise zu 16sen. Gemeinsame Merkmale, die bei der Losung
dieser Aufgabenstellungen auftreten, werden auf allgemein giiltige Prinzipien zuriickge-
fiihrt. Dariiber hinaus kann man die Struktur und Konvergenz von Naherungsverfahren
in einheitlicher Weise untersuchen. Der Mehraufwand zur Einarbeitung in dieses Kapitel
wird dadurch abgegolten, dass scheinbar sehr unterschiedliche Aufgabenstellungen, wie
sie in der Praxis auftreten, mit Hilfe der gleichen abstrakten mathematischen Methode
gelost werden konnen.

Das zweite Kapitel beschaftigt sich weniger mit Methoden der Berechnung der Losungen
von Differenzialgleichungen, sondern mehr mit strukturellen und qualitativen Aussagen.
Wir haben dieser Sichtweise den Vorzug gegeniiber der traditionellen, an Losungstechni-
ken und der linearen Theorie ausgerichteten Betrachtungsweise gegeben. Dieser Aspekt
erscheint wichtig, um numerische und grafische Lésungsapproximationen beurteilen zu
kénnen.

Im Kapitel 8 wird der Leser an den Begriff der Loésungsbifurkation bei Differenzial-
gleichungen behutsam herangefiihrt. Dieser Abschnitt beschreibt die ersten Schritte in
Richtung einer zeitgemaflen Fortfithrung der elementaren Theorie autonomer Systeme.
Es werden die drei Grundtypen Sattel-Knoten-Bifurkation, transkritische Bifurkation
und die Pitchfork-Bifurkation behandelt. Den Abschluss bilden die Resultate {iber die
Verzweigung von Ruhelagen und geschlossenen Orbits (Hopf-Bifurkation).

Das Kapitel j iiber analytische Bifurkationstheorie kann als Briicke zwischen der elemen-
taren Theorie gewohnlicher Differenzialgleichungen und den Anfingen der so genannten
nichtlinearen Dynamik verstanden werden. Neben verschiedenen Themen der klassischen
statischen Bifurkationstheorie haben wir auf unterschiedlichem mathematischen Niveau
einige grundlegende Probleme der modernen dynamischen Verzweigungstheorie vorge-
stellt, die in den iiblichen Biichern iiber Differenzialgleichungen in dieser Form nicht
behandelt werden. Die Gewinnung der Aussagen in diesem Abschnitt erfolgt wieder vor-
wiegend auf der Basis der in Kapitel 1 dargelegten Funktionalanalysis.

Die Numerik nimmt — beginnend mit Kapitel 5 — bei der Entwicklung und Analyse
leistungsfahiger Naherungsverfahren einen relativ grofen Umfang ein. Wegen der Nicht-
linearitat der mathematischen Modelle konnen dynamische Systeme aus der Praxis ohne
leistungsfahige numerische Verfahren zukiinftig nicht erfolgreich analysiert werden. Des-
halb sind Naturwissenschaftler und Ingenieure auf effiziente Algorithmen und Computer
bei der Erforschung der Modelle ihres Fachgebietes angewiesen. Fiir umfangreiche Com-
putersimulationen realer Prozesse werden schnelle und zuverlassige numerische Verfahren
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bendétigt, deren grundlegendes Verstiandnis und Einordnung in zunehmendem Mafle Be-
standteil der mathematischen Ausbildung werden sollte. Das Wissenschaftliche Rechnen
(Scientific Computing) in Mathematik, Natur- und Ingenieurwissenschaften nutzt effi-
ziente analytische und numerische Verfahren besonders fiir nichtlineare und grofdimen-
sionale Probleme. Deshalb werden in den Kapiteln 5 und 6 aktuelle Naherungsverfahren
zur Losungsverfolgung von Gleichgewichtslagen und periodischen Schwingungen ein-
schliellich ihrer programmierbaren Algorithmen vorgestellt und beispielhaft durch die
Verzweigungsanalyse eines 9-dimensionalen Modells aus der Ingenieurspraxis illustriert.

Das Kapitel 7 ist quasi-periodischen Bewegungen mit mehreren Basisfrequenzen ge-
widmet. Diese multifrequentiellen Schwingungen treten insbesondere bei gekoppelten
DGL-Systemen, z.B. in elektrischen Dreiphasen-Systemen der Energietechnik auf und
bilden ein kompliziertes und sensitives Studienobjekt. Invariante Tori als Tréger dieser
quasi-periodischen Bewegungen kénnen jedoch durch die vorgestellten aktuellen nume-
rischen Zugénge (Finite-Differenzen-Verfahren, Fourier-Galerkin-Verfahren) als Lésung
der sie beschreibenden partiellen Differenzialgleichungen approximiert und untersucht
werden. Konkrete Anwendungen demonstrieren den erfolgreichen Einsatz dieser Verfah-
ren.

Die Darstellung des Stoffes ist weit davon entfernt, eine blole Sammlung von ,Kochre-
zepten“ zu sein. Gerade die mathematisch strenge Herleitung zentraler Ideen und durch-
gehend prazise Formulierungen und Darstellungen fordern entscheidend Verstdndnis und
Durchblick und geben so erst die gewiinschte Sicherheit bei den Anwendungen. Falls uns
ein vollstdndiger Beweis nicht ratsam erschien, wird in der Regel ein Literaturverweis
angegeben. Unseren Beitrag sehen wir darin, durch Klarheit, Transparenz und Konzen-
tration auf das Wesentliche, den Leser auch an die moderneren Inhalte der Mathematik
heranzufithren. Es ist uns ein Anliegen zu demonstrieren, dass die Mathematik nicht
nur Eleganz und innere Schonheit besitzt, sondern auch effektive Methoden zur Lésung
konkreter Fragestellungen zur Verfiigung stellt. Wir wollen uns bemiihen, mit diesem
Buch ein solides Fundament zu legen, das dem Leser spater auch bei weitergehender
Beschéaftigung mit Mathematik und deren Anwendung zu gute kommt.

Schlieflich mochten wir die Aufmerksamkeit auch auf die Ubungsaufgaben richten, die
am Schluf eines jeden Kapitels zu finden sind. Die Beschéftigung mit diesen Aufgaben ist
eine wichtige Voraussetzung fiir ein vertiefendes Verstindnis des Stoffes. Die Darstellung
der numerischen Verfahren als Algorithmen im Pseudocode bietet Musterlosungen fiir
eigene Verfahrensentwicklungen der Leser und soll zu einer kritischen Bewertung der
Néaherungsverfahren anleiten. Sdmtliche mit dem Computer gerechneten Anwendungs-
beispiele benutzen automatisch die im wissenschaftlichen Bereich international iibliche
Notation von Gleitpunktzahlen mittels des Dezimalpunktes. Wir haben uns entschlossen,
die Dezimalpunkt-Darstellung durchgehend zu verwenden, zumal damit die Lesbarkeit
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von Zahlenfolgen und -vektoren verbessert wird. Fiir sehr héufig wiederkehrende mathe-
matische Begriffe wie ,Differenzialgleichung“ werden allgemein iibliche Abkiirzungen wie
»2DGL“ an entsprechender Stelle eingefiihrt und undekliniert im gesamten Text benutzt.

Zwar ist das Buch primér an Studenten im Master-Studium der Mathematik, der Natur-
und Ingenieurwissenschaften und Informatik gerichtet, kann aber auch von Doktoranden
mit Gewinn genutzt werden. Auch Forschungsingenieuren und Anwendern diirfte das
Buch neue Elemente der Mathematik bieten. Die vorgestellten Anwendungen wurden
groftenteils mit Computerprogrammen gerechnet, die von Studierenden und Doktoran-
den gemeinsam mit den Autoren an der TU Ilmenau entwickelt wurden. Deshalb gilt
unser Dank Frau Dr. K. Bernet und den Herren Dr. F. Schilder, Dr. S. Schreiber, Dr.
D. Peterseim und Dipl.-Math. M. Ernst, die mit ihrer zeitaufwéndigen Leistung zum
Gelingen des Buches beigetragen haben.

Als jederzeit kompetente und freundlich nachsichtige Ansprechpartner standen uns sei-
tens des Spektrum-Verlages Herr Dr. Andreas Riidinger und Frau Sabine Bartels stets
hilfreich zur Seite. Die Autoren danken ihnen insbesondere fiir die wertvolle Unterstiit-
zung wahrend der gesamten Fertigstellung des Buches.

Ilmenau, im September 2010 Bernd Marx
Werner Vogt
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1 Funktionalanalytische Grundlagen

Ubersicht

1.1 Einfilhrung . ... . 2
1.2 Lineare Operatoren . . ... .. ...ttt e 17
1.3 Fréchet- und Gateaux-Ableitung........... ... ... ... .. . . . 54
1.4 Nemytski-Operator ... .. ... e 58
1.5  Implizites Funktionentheorem . ....... .. ... ... ... . . . . . . ... 59
1.6 Aufgaben . ........ .. 61

Alle Beziehungen zwischen Zahlen, Funktionen und Operatoren werden erst dann durch-
sichtig, verallgemeinerungsfahig und wirklich fruchtbar, wenn sie von ihren besonderen
Objekten losgelost und auf allgemeine begriffliche Zusammenhénge zuriickgefiihrt wer-
den. Diesem Anspruch versucht die Funktionalanalysis gerecht zu werden.

Wir beschéaftigen uns u. a. mit Begriffsbildungen wie Banach-Raum, Hilbert-Raum und
linearen, stetigen, kompakten und differenzierbaren Operatoren — definiert auf diesen
Réaumen — und demonstrieren, wie dadurch die Theorie der linearen und nichtlinearen
Gleichungen erheblich an Klarheit und Ubersichtlichkeit gewinnt.

Die behandelten Begriffe haben sich in einem Zeitraum von rund 100 Jahren heraus-
kristallisiert. Die meisten dieser neuen Ergebnisse sind in Rdumen gewonnen worden,
die neben der metrischen Eigenschaft eine Vektorraumstruktur besitzen und man hat
erkannt, dass sich der Abstand zweier Elemente x und y aus der Differenz x — y ableitet.
Dies hat zu dem wichtigen Begriff des normierten Raumes gefiihrt. Er verkniipft den
Abstandsbegriff (Metrik) und den linearen Aspekt (Vektorraum). Als Spezialfall ergibt
sich der Prdhilbert-Raum. Es handelt sich dabei grob gesprochen um eine Gesamtheit von
(beliebigen) Objekten (z. B. Zahlen, Funktionen, Systeme von Zahlen und Funktionen),
zwischen denen Relationen festgesetzt werden, die diesen oder jenen rédumlichen Bezie-
hungen entsprechen. Diese beiden Raumbegriffe haben sich fiir die weitere Entwicklung
der Funktionalanalysis als auflerordentlich fruchtbar erwiesen. Charakteristisch fiir einen
Prahilbert-Raum ist die zusétzliche Einbeziehung der Eigenschaft der Orthogonalitét
zweier Elemente vermoge eines Skalarprodukts, wie es von einem endlichdimensionalen

B. Marx, W. Vogt, Dynamische Systeme,
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2 1 Funktionalanalytische Grundlagen

euklidischen Vektorraum bekannt ist. Dadurch kann man die unendlichdimensionalen
Prahilbert-Raume als eine mogliche Verallgemeinerung des endlichdimensionalen eukli-
dischen Raumes ansehen.

David Hilbert' ist der Vater der modernen axiomatischen Methode, wonach eine ma-
thematische Disziplin auf wenigen Grundbegriffen aufgebaut ist, die nicht weiter erklért
werden. Diese Begriffe stiitzen sich auf einige Grundtatsachen, die als wahr angenommen
und Axiome genannt werden.

Ein vertieftes Verstandnis fiir die Bedeutung und die Notwendigkeit dieser Begriffe kann
nur aus einer Vertrautheit mit der Funktionalanalysis erwachsen. Diesem Anspruch kann
dieses Kapitel nicht Rechnung tragen. Das mag auch die Liickenhaftigkeit unserer Dar-
stellung entschuldigen. Auch auf Beweise muss vielfach verzichtet werden. Der Leser ist
deshalb auf weiterfithrende Literatur angewiesen. Die in diesem Kapitel gelegten Grund-
lagen reichen jedoch fiir das Verstéandnis der weiteren Kapitel aus.

1.1 Einfiihrung

Der Begriff des metrischen Raumes wird nur deshalb kurz aufgegriffen, da er das Wesen
des Abstandes herausarbeitet. Der hier dargelegte Begriff des normierten Raumes ist
von Stefan Banach? um 1920 eingefithrt worden. Dass unter den normierten Riumen
jene von besonderer Bedeutung sind, deren Norm aus einem Skalarprodukt (auch inneres
Produkt genannt) entspringt, wurde schon durch David Hilberts Untersuchungen iiber
unendlichdimensionale quadratische Formen deutlich.

Mathematische Notationen

Die Begriffe Raum, Glied, Variable, Element und Menge sind fiir ein organisiertes Denken
in der Mathematik grundlegend. Dem Leser sollte die tragende Rolle des Mengenbegrif-
fes klar sein. Ein weiterer Vorteil beim Lesen des Buches ist die Vertrautheit mit den
gebrauchlichen mathematischen Schriftzeichen, mit deren Hilfe {iber Mengen, Elemente
von Mengen oder iiber Relationen zwischen Elementen und Mengen gesprochen wird.
Mengen werden mit Grobuchstaben, Elemente eines (metrischen, normierten, ...) Raum-
es werden beispielsweise mit z,y,a,b,... und Folgen in solchen Raumen mit (zg),...,
manchmal auch mit (zx)gen, - .. bezeichnet. Im R™ werden, um Verwechslungen vorzu-
beugen, fiir Folgen gelegentlich hochgestellte Indizes verwendet, also (zr) mit (zx) =

(zh,... zk).

1David Hilbert (1862-1943) wirkte in Gé&ttingen. Er formulierte 1900 auf dem internationalen
Mathematiker-Kongress in Paris die beriihmten 23 Probleme, die die Mathematik bis zum heutigen
Tag beeinflussen.

2Stefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker, einer der Begriinder der Funktionalana-
lysis.
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Wir beginnen mit einer Zusammenstellung von Definitionen und (mathematischen) Re-
deweisen.

1.1.1 Metrischer Raum

Hier werden wichtige Dinge iiber metrische Rdume genannt, die in den néchsten Ab-
schnitten bené6tigt werden.

Definition 1.1 (Metrischer Raum)

Es sei X eine Menge, deren Elemente im folgenden auch Punkte genannt werden kénnen.
Ferner sei je zwei Punkten z,y € X eine reelle Zahl d(x,y) zugeordnet, so dass fiir
beliebige z,y, z € X gilt:

(M1) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <& x=y (Definitheit)
(M2) d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) < d(z,z)+d(zy) (Dreiecksungleichung)

Eine solche Funktion d : X x X — R wird als eine Metrik auf X, die Zahl d(z,y) als
Abstand zwischen den Punkten z und y und die mit dieser Metrik versehene Menge X
als metrischer Raum (X, d) bezeichnet.

Offensichtlich stimmen die aufgezédhlten Bedingungen vollig mit unseren Vorstellungen
iiber den Abstandsbegriff {iberein: Der Abstand ist stets nichtnegativ; nur von zusam-
menfallenden Punkten ist der Abstand Null und umgekehrt; beide Punkte sind bei der
Abstandsbestimmung gleichberechtigt und schliellich bringt das Dreiecksaxiom grob ge-
sprochen zum Ausdruck, dass die Strecke von x nach y nicht linger sein kann als der
Streckenzug von x nach y iiber einen dritten Punkt z.

Beispiel 1.2
1. Im n-dimensionalen euklidischen Vektorraum R™ (reell) bzw. C™ (komplex) definiert
man die Entfernung zweier Vektoren durch die Formel

da,y) = o = yllz = (3 loi — wil?)
i=1

(Hier bezeichnet ||-||2 den euklidischen Abstand.) Fiir n = 1 sind die Verhéltnisse einfach:
R! = R bzw. C!' = C bezeichnen nichts anderes als die Gesamtheit aller reellen bzw.

1/2

komplexen Zahlen mit dem Abstand d(z,y) = |z — y|.
2. Unter einem Vektor mit unendlich vielen Koordinaten versteht man eine unendliche
Folge reeller Zahlen (a1, a2, ..., an,...). Wie iiblich bezeichnet man den Vektor mit einem

Buchstaben und schreibt: a = (a1, a2,...,an,...). Es ist auch gerechtfertigt, dass man
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die Glieder a;, i = 1,2,..., der Folge Koordinaten des Vektors a nennen kann. Man
wahlt aus dieser Menge von Vektoren, wovon jeder einzelne aus einer unendlichen Folge
reeller Zahlen besteht, eine Teilmenge aus, fiir deren Elemente

Z\ai|p<+oo, peER, p>1
i=1
gilt. Die so entstehende Menge wird mit
P .= {a = (a1,a2,...,an,...) | Z |ai|p < 400, p > 1}
i=1

bezeichnet. Fiihrt man in dieser Menge die iiblichen Operationen ,+¢ (beziiglich der
Addition der Elemente) und ,,-* (beziiglich der skalaren Multiplikation in R oder C) ein,
dann ist [P ein Vektorraum. Er ldsst sich auch mit einer Metrik ausstatten. Fiir beliebige

Elemente a = (an) und b = (bn) setzt man
d(a7 b) = (Z |ai - bl|p) p: p Z 1
i=1

und weist mit Hilfe der Minkowskischen Ungleichung fiir unendliche Summen (siehe Wal-
ter (1995)) die Dreiecksungleichung (M3) nach. (M1) und (M2) sind trivial. |

Wir beginnen damit, die wichtigsten metrischen Grundbegriffe einzufithren. Fiir das
Verstéandnis lasse sich der Leser von dem folgenden Ubertragungsprinzip leiten: Alle bis-
herigen, auf dem Abstand zweier Punkte in R oder R™ basierenden Begriffe werden fiir
den metrischen Raum formuliert, wobei lediglich der Abstand |z — y| durch d(z,y) zu
ersetzen ist.

Kugel, Sphire, Umgebung

Die offene Kugel K (a;r) mit dem Mittelpunkt a € X und dem Radius r > 0 ist die
Menge aller Punkte € X mit d(z,a) < r. Entsprechend ist die abgeschlossene Kugel
Kla;r] durch d(z,a) < r und die Sphdre S(a;r) (Kugeloberfliche) durch d(x,a) = r
definiert. Jede Menge U = U(a) C X, zu der es ein € > 0 mit K(a;e) C U gibt, heifit
eine Umgebung von a. Die Kugel K (a;¢) ist eine spezielle Umgebung, die sogenannte
e-Umgebung von a.

Offene und abgeschlossene Mengen

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heiit offen, wenn sie nur aus inneren
Punkten besteht, d. h. wenn es zu jedem Punkt € A ein € > 0 mit K(z;¢) C A gibt.
Die Menge A heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X\ A offen ist.

Achtung: Die Begriffe offen“ und ,abgeschlossen“ sind keine logischen Gegensétze.
Eine Menge A kann sehr wohl weder offen als auch abgeschlossen (Beispiel: A := Q
in X := R) oder auch sowohl offen als auch abgeschlossenen sein (Beispiel: A := R in

X :=R).
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Beispiel 1.3

1. Jede offene Kugel ist eine offene Menge. Dies sieht man so: Es sei € K(a;r) und g :=
r—d(a,z) > 0. Dann gilt K(z;0) C K(a;r), was man mit Hilfe der Dreiecksungleichung
bestatigt. Ahnlich zeigt man, dass jede abgeschlossene Kugel K|a;r] abgeschlossen ist.
2. Die leere Menge @) sowie der ganze Raum X sind sowohl offen als auch abgeschlossen.
3. Jede einpunktige Menge A = {a} ist abgeschlossen. Ist x # a und r = d(z, a) so liegt
K (z;7) im Komplement X\ A. Also ist jedes x # a innerer Punkt von X\ A, d. h. X\ A
ist offen, bzw. A ist abgeschlossen. |

Folge, Konvergenz, Beschrianktheit, Cauchy-Folge und Vollstandigkeit
Zunéchst erklaren wir den Begriff der Folge. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Abbil-
dung

f:N—=X ne—f(n)eX

heifit Folge , ., := f(n) heifit das n-te Glied der Folge. Als Symbol fiir diesen Sachverhalt
verwenden wir

(n), (Tn)nen oder (z1,x2,23,...).

Ist X := K, dann heilen die Folgen Zahlenfolgen, genauer: (z, ) heifit reelle bzw. komplexe
Zahlenfolge, falls K = R bzw. K = C gilt. Sie heifit konvergent mit dem Limes a € X (a
heifit auch Grenzwert), falls die Abstéande d(zn, a) gegen 0 streben fiir n — oco. Symbol:

a= lim z, oder =z, — a fir n — co.
n—oo

Eine Folge heifit beschrdnkt, falls ihre Wertemenge beschrénkt ist, d. h. falls es eine Kugel
Klzo;r], zo € X, r > 0 mit (x,) C KJ[zo;7] gibt. Schliefllich ist (z,) eine Cauchy?®-
Folge (auch Fundamental-Folge genannt), wenn zu jedem & > 0 ein Index no(e) € N mit
d(xn,zm) < e fir alle n,m > no(e) existiert. Es gelten dann die folgenden einfachen
Aussagen:

i. Jede konvergente Folge hat nur genau einen Grenzwert.

ii. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

iii. Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

iv. Aus z,, — z, yn — y folgt d(zn,yn) — d(z,y), d. h. die Metrik ist eine stetige
Funktion ihrer beiden Argumente.

Aus den Aussagen ii. und iii. folgt fiir Folgen (z,) die Implikation
(zn) konvergent = (zn) Cauchy-Folge = (xn) beschrinkt.

3 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) entwickelte die von G. W. Leibniz und I. Newton aufgestellte
Analysis weiter. Insbesondere in der Funktionentheorie stammen viele zentrale Sdtze von ihm. Er
deckte im Groflen und Ganzen die komplette Bandbreite der damaligen Mathematik ab.
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Im R™ ist bekanntlich auch die Umkehrung von ii. richtig: Jede Cauchy-Folge ist kon-
vergent. Dies ist der wesentliche Teil des Cauchyschen Konvergenzkriteriums im R"™. Die
Aussage ist nicht fiir alle metrischen Raume richtig. Deshalb definiert man:

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X einen Grenz-
wert, besitzt.

Beispiel 1.4

1. Der R™ und die I’-R&dume mit den entsprechenden Metriken versehen, sind vollstandige
metrische Raume.

2. Die Rédume X := Q (Raum der rationalen Zahlen) oder X := [0, 1) (halboffenes reelles
Intervall) mit dem iiblichen Abstand sind nicht vollstandig. |

Fiir die Charakterisierung von abgeschlossenen Mengen ist der Begriff des Haufungspunk-
tes erforderlich.

Definition 1.5 (Haufungspunkt)

Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Ein Punkt o € X heifit Haufungspunkt
der Menge A, falls eine Folge (z,) C A mit z, # xo, n = 1,2,... und limy,— o0 Tn = Zo
existiert.

Die Menge A, die aus A durch Hinzunahme aller Hiufungspunkte entsteht, nennt man
Abschluss (auch abgeschlossene Hiille) von A. Nun kann man zeigen, dass A genau dann
abgeschlossen ist, wenn A = A ist. Der Durchschnitt beliebig vieler und die Vereini-
gung einer endlichen Anzahl abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Mittels der De
Morganschen® Formeln ergibt sich eine entsprechende Aussage fiir offene Mengen: Die
Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt einer endlichen Anzahl offener Mengen
ist offen.

Ein weiterer wichtiger Begriff fiir den Aufbau der Funktionalanalysis ist die Kompaktheit
einer Menge.

Definition 1.6 (Kompaktheit)
Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heiit kompakt, wenn jede Folge
(zn) aus A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A enthélt. Eine Menge A heift

relativ kompakt, wenn jede Folge (z,) C A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in
X enthalt.

Die Bezeichnung ,kompakt“ ist in der Literatur nicht einheitlich. Man verwendet fiir
kompakt auch kompakt in sich und fiir relativ kompakt auch prakompakt.

Zu der Kompaktheitsdefinition ist noch die folgende Aussage dquivalent: Jede offene
Uberdeckung von A enthilt eine endliche Teiliberdeckung. Ein allgemeines Kompakt-

4 Augustus De Morgan (1806-1871), englischer Mathematiker. Er war Mitbegriinder und erster
Prasident der London Mathematical Society.
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heitskriterium in einem metrischen Raum lautet:

Satz 1.7
Es sei M C X und X ein vollstdndiger metrischer Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i. M ist relativ kompakt.
ii. M hat ein endliches e-Netz, d. h. zu jedem € > 0 existieren endlich viele Punkte
V1,...,Vge) € M, so dass ming<j<p(e) d(u,v;) < e, Vu € M.

Im euklidischen Raum R™ ist Kompaktheit einer Teilmenge A C R™ dquivalent dazu, dass
A beschriinkt und abgeschlossen ist. Somit kann also aus jeder offenen Uberdeckung von
A eine endliche Teiliiberdeckung ausgewihlt werden. Dieses Uberdeckungsprinzip wurde
von H. Heine® und E. Borel® begriindet.

1.1.2 Normierter Raum und Banach-Raum

Es seien R die reellen und C die komplexen Zahlen und X ein Vektorraum iiber dem
Koérper K = R (reeller Vektorraum) oder K = C (komplexer Vektorraum). Die Elemente
des Vektorraumes heiflen Vektoren, die Elemente des Korpers Skalare. Man beachte, dass
sowohl der Nullvektor als auch die skalare Null mit 0 bezeichnet werden.

Definition 1.8 (Norm, normierter Raum)
Sei || - || : X — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften (x,y,z € X und A € K):

(N1) |zl >0 und ||z =0 < z=0 (Definitheit),

(N2) |[Az|| = |A] ]|zl (Homogenitat)

(N3) Mz +yll < llzll + llyll (Dreiecksungleichung).
Eine solche Funktion || - || heilt Norm auf X und der damit ausgestattete Vektorraum
X wird mit (X, | - ||) bezeichnet und reeller oder komplexer normierter Raum genannt.

Die Norm auf X erzeugt eine Metrik

d(z,y) = [z =yl

5Heinrich Eduard Heine (1821-1881), deutscher Mathematiker, fiijhrte u. a. als Erster den Begriff
gleichméBige Stetigkeit ein.

6Emile Borel (1871-1958), franzosischer Mathematiker, lieferte Beitridge zur Analysis und Wahr-
scheinlichkeitstheorie.
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die X zu einem metrischen Raum (X, d) macht. Die eingefiihrten metrischen Begriffe
beziehen sich immer auf diese ,kanonische“ Metrik. Die Forderung der Vollstédndigkeit
fithrt auf einen zentralen Raumbegriff der Funktionalanalysis.

Definition 1.9 (Banach-Raum)
Ein (beziiglich der kanonischen Metrik) vollstindiger normierter Raum heif3t Banach-
Raum.

Fiir das Weitere sind folgende Eigenschaften niitzlich:

@zl =Nyl < llz =yl

(i) aus xn, — x folgt ||zn| — ||z

Beispiel 1.10

1. Der Raum R". Die Normaxiome (N1)-(N3) sind identisch mit den Eigenschaften des
euklidischen Abstandes, die zugehorige kanonische Metrik ist gerade die euklidische Me-
trik. Wegen der Giiltigkeit des Cauchyschen Konvergenzkriteriums ist der R™ ein Banach-
Raum.

2. Der Raum R™ lasst sich auf vielfdltige Weise normieren, etwa fiir 1 < p < oo durch

lzlly = (lz1]” + ... + |za")/? (1 <p<o0) p-Norm

lZlloo := max{|z1|,...,|zn|} Maximumnorm.
Der Grund fiir die Bezeichnungsweise ||z||cc ist in der Beziehung ||z|p, — ||z| e fiir
p — oo zu sehen. Fir p = 1 wird ||z||1 auch Betragssummennorm genannt.

Die Normeigenschaften (N1) und (N2) sind leicht zu verifizieren. Die Dreiecksungleichung
(N3) ist im Fall der p-Norm identisch mit der Minkowskischen Ungleichung

1/p

(g;bci +yi|p>1/p < (ilaxﬂ)l/pr (g}l%”) : (1.1)

3. Der Raum C". Die Menge C™ aller geordneten n-Tupel z = (z1, ..., zn) mit komplexen

Koordinaten z; bildet einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum. Durch

n 1/2
2
2l = (Z )
=1

wird auf C™ eine Norm erkldrt. Die Zuordnung
z2=(21,...,2n) & 2" =(Rezi,Imz1,...,Rezn,Imzy)

ist eine Isometrie (bijektive Abbildung, die die Absténde invariant lasst; sieche Abschnitt
1.2.1) zwischen C™ und R*™. Es ist ||z|| = ||2*||. Konvergenzuntersuchungen im C™ lassen
sich also auf den R?" zuriickfithren. Der C™ ist somit vollsténdig, also ein komplexer
Banach-Raum.
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4. Der Raum [P, 1 < p < oo. Mit der Norm

o 1/p
RO 12

ist [P ein normierter Raum. Man erkennt, dass es sich hierbei um eine direkte Verall-
gemeinerung des R™ mit der p-Norm auf den unendlichdimensionalen normierten Raum
[P handelt. Dem Leser sei empfohlen, den Beweis der Vollstdndigkeit der [P-Raume zu
fiihren.

5. Der Raum C°[a,b]. Darunter versteht man die Menge aller stetigen Funktionen
f i [a,b] — R oder C auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b], ausgestattet mit der
Maximumnorm

1f1] := max{|f(£)| | t € [a,b]}.
In dieser Norm ist die Konvergenz einer Funktionenfolge dquivalent zur gleichméafigen
Konvergenz dieser Folge. C°[a, b] ist vollstindig, denn der Grenzwert eciner gleichméfig
konvergenten Folge von stetigen Funktionen ist wieder stetig. Damit hat man das wichtige
Ergebnis: Der Raum C°[a,b] ist ein Banach-Raum. |

1.1.3 Skalarproduktraum und Hilbert-Raum

Das Skalarprodukt zweier Vektoren x := (21,...,2Zn), ¥ := (y1,...,Yn) im K" ist dem
Leser schon aus der Linearen Algebra vertraut. Es wird definiert durch

(z,y) = szyz oder durch  (z,y) := Zwiﬁ, (1.3)
i=1 i=1

je nach dem, ob es sich um den R™ oder C" handelt. Es bezeichnet 7; die konjugiert kom-
plexe Zahl zu y;. Allgemein wird das Skalarprodukt durch die folgenden Eigenschaften
erklart.

Definition 1.11 (Skalarprodukt, Skalarproduktraum, Prahilbert-Raum)
Es sei X ein Vektorraum iiber dem Korper K = R oder C und es gebe eine Funktion
(,) : X x X — K mit den folgenden Eigenschaften (z,y,z € X und A\, u € K):

(H1) (x,z) >0 fiir alle = # 0,
(H2) (A +py, 2) = Mz, 2) + 1y, 2),

(H3) (y,z) = (z,y). ((z,y) konjugiert komplexe Zahl zu (z,y).)

Eine solche Funktion (-, -) heifit ein Skalarprodukt (oder Innenprodukt) auf X x X. Der
damit versehene Vektorraum X heifit ein Skalarproduktraum oder Prdhilbert-Raum.
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Geméf (H1) ist (x,z) auch im komplexen Fall reell und im reellen Fall lautet (H3)
(y,z) = (z,y). Aus (H2) und (H3) ergibt sich die Rechenregel

(T, \y + pz) = X(x,y) + fi{z, 2).

Wegen (H3) folgt (0,z) = (z,0). AuBerdem ergibt sich aus (H2) mit A = g = 0 und
z = :(0,z) = 0. Somit hat man

(0,2) = (x,0) =0 = (z,0) = (x,0) fir allex € X.

Jetzt wird gezeigt, dass jeder Prahilbert-Raum ein normierter Raum ist, wenn die Norm
durch

(V) ]l = v/, )

definiert wird. Die Axiome (N1) und (N2) ergeben sich aus (H1)-(H3). Zum Nach-
weis der Dreiecksungleichung bendtigt man eine nach Cauchy und Schwarz” benannte
Ungleichung: Fir z,y € X gilt

Kz, y)| < |lz|lllyll (Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung). (1.4)

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x und y linear abhéngig sind. Der Beweis dieser
Ungleichung ist einfach: Sind z,y linear abhingig, so ist y = 0 oder x = Ay und es
besteht die Gleichheit. Andernfalls gilt fiir jedes A € C

0 < [lz = Myl|* = (& = Ay, = Ay) = [|=]|* — @A — ax+ [A |yl

mit o := (x,7). Setzt man \ := «/||y||? so ergibt sich die Behauptung |a| < ||z| ||y]|-
Mit diesem Resultat erhélt man nun die Dreiecksungleichung

lz+yl>=(@+y,z+y) = o>+ (2,9) + ¥, ) + ||yl*
2 2
<lzll + 2llll lyll + llyll” = Uzl + [yl

in quadrierter Form. Dies zeigt, dass (N) eine Norm ist.

Sind (xr) und (y») Folgen in X mit x, — z, yn — v, so folgt aus der Tatsache, dass jede
konvergente Folge beschréankt ist, etwa ||y, | < K fiir alle n € N und der Abschitzung

<z — 2K+ 2] lyn =yl =0 (n — o0)

die Aussage:
Aus zn, — x, yn — y folgt (Tn,yn) — (z,y).

"Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), Professor u. a. in Géttingen und Berlin, Schiiler von
Karl Weierstraf.
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Das ist die Stetigkeit des Skalarprodukts analog der Stetigkeitsaussage fiir die Norm.
Da im Prahilbert-Raum ein Skalarprodukt zur Verfiigung steht lésst sich der Begriff der
Orthogonalitét einfiihren

Definition 1.12 (Orthogonalitit)

Zwei Vektoren z,y € X heiflen orthogonal, in Zeichen x Ly, wenn (z,y) = 0 ist. Eine
Menge {zo € X | @ € I}, I beliebige Indexmenge, heifit ein Orthogonalsystem, wenn
dessen Vektoren paarweise orthogonal sind, bzw. ein Orthonormalsystem (ONS), wenn
zudem jeder Vektor die Lange 1 hat, also ||z || = 1 fiir alle a € I gilt.

Fiir orthogonale Vektoren gilt der Satz von Pythagoras:
lz + 9l = llz[|* + lyll*, falls zLy.
Die Behauptung folgt aus der Beziehung
lz+yl* = (@ +y.x+y) = (&,2) + (@,9) + (y, ) + (y,9) = |z + Iyl

Nun folgt die Definition des Hilbert-Raumes und im Anschluss daran Beispiele von
Hilbert-Raumen.

Definition 1.13 (Hilbert-Raum)
Ein Préhilbert-Raum, der als normierter Raum vollstandig ist, heifit Hilbert- Raum.

Beispiel 1.14

1. Der n-dimensionale euklidische Raum K". Das in tiblicher Weise in (1.3) definierte
Skalarprodukt z -y = (z,y) ist ein Skalarprodukt auf dem K". Die dadurch erzeugte
Norm geméf (N) ist gerade die euklidische Norm. Dieser Raum ist vollstidndig, also ein
Hilbert-Raum.

2. Der Raum C[a,b] der auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b], —co < a < b < oo,
stetigen reellwertigen Funktionen wird durch die Festsetzung

(f.g) = / F(t)g(t) dt

zu einem Prahilbert-Raum, der jedoch nicht vollstandig ist. Fiir den Nachweis, dass der

Raum nicht vollsténdig ist, kann man auf [a, b] = [—1, 1] die Funktionenfolge
0 ¢t<0
fn)i=q nt 0<t<i | te[-1,1]

I n=12...
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betrachten. Der Leser iiberlege sich, dass (fn) eine Cauchy-Folge ist, die jedoch gegen
die nicht stetige ,,Grenzfunktion

0, t<0
g(t) == - tel-1,1]
1, t>0

konvergiert und somit nicht zum Raum C°[a, b] gehort. Darin besteht der Widerspruch.

3. Der Hilbertsche Folgenraum [%. Geméf der Definition der [P-Riume (siche Beispiel
1.10, 4.) ist jetzt p = 2, d. h. es wird der Raum der reellen Zahlenfolgen z = (xx)ken mit
konvergenter Quadratsumme »7° | x3 < oo betrachtet. In diesem Folgenraum 12 wird
durch

(@,y) =) wiyi
=1

ein Skalarprodukt definiert, das die Norm

lell = /o a) = (ix)/

i=1
erzeugt. Wegen der Giiltigkeit der Schwarzschen Ungleichung
oo 2 oo oo
(szyz) < (ZwQ) (sz)
i=1 i=1 i=1
(folgt sofort aus Ungleichung (1.4)) existiert das Skalarprodukt (z,y), da die Reihe

Y i, xiyi sogar absolut konvergiert, also fiir =,y € 12 immer definiert ist. Mittels Min-
kowskischer Ungleichung

0 1/2 00 1/2 o 1/2
(meu?) g(zxf) +(zy3)
i=1 i=1 i=1
(siche Walter (1995) ebenda) folgt aus z,y € I* auch = + y € I?. Der Nachweis, dass 1>

ein Prihilbert-Raum ist, bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr. Der Raum [? erweist
sich sogar als ein Hilbert-Raum. Der Leser sollte den Beweis durchfiihren. |

Jeder Hilbert-Raum ist ein Banach-Raum aber nicht umgekehrt. Ein Banach-Raum
(X,] - ||) ist genau dann ein Hilbert-Raum, wenn die Norm auf X die so genannte
Parallelogrammgleichung

lz = yl1* + llz + ylI* = 2(lll* + ly1*), =,y € X (#)

erfiillt. Ausgehend von der in X gegebenen Norm muss daher das Skalarprodukt notwen-
dig die Form

1
(@) = 7 (lz+yll* = llz — yll*)

besitzen. Ist die Gleichung (#) erfiillt, so existiert auf X ein Skalarprodukt (z, y) fir das
die Gleichung ||z|| = v/{z,z), z € X, gilt.
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1.1.4 Orthogonalreihen in Hilbert-Raumen

Die klassischen Fourier-Reihen werden jetzt in ihrer Verallgemeinerung als Orthogonal-
reihen betrachtet. Sie sind das Ergebnis eines langen und miihevollen Erkenntnisprozesses
bis sie sich als elegantes funktionalanalytisches Resultat présentieren konnten. Eine sehr
schone Anwendung findet der Leser in dem Abschnitt iiber die Hopf-Bifurkation 4.3.
Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion. Dann lautet die zugehorige klassische
Fourier-Reihe:

fz) ~ % + ;(ak cos kx + b sin kx) (1.5)

mit den so genannten Fourier-Koeffizienten

sz::l f(z)coskxdx, by ::l f(x)sinkzdz, k=0,1,2,....
T T

Aus physikalischer Sicht vermittelt uns die Relation (1.5), dass eine 2w-periodische ,,Os-
zillation“ als Superposition einfacher ,harmonischer Oszillationen“, bestehend aus cos kz
und sin kx (k € N) der Periode 27”, k=1,2,..., reprasentiert werden kann. Im 19. Jahr-
hundert studierten viele Mathematiker im Detail die Konvergenz der Fourier-Reihen. Erst
im Jahr 1876 erhielt du Bois-Reymond das iiberraschende Resultat, dass es stetige Funk-
tionen f gibt, deren Fourier-Reihe nicht in jedem Punkt x € R gegen f(x) konvergiert.
Dieses Gegenbeispiel zeigt, dass die klassische Konvergenz der unendlichen Reihen nicht
das richtige Konzept zur Losung des fundamentalen Konvergenzproblems fiir Fourier-
Reihen ist. Im Jahr 1907 bewiesen Fischer und Riesz unabhéngig voneinander, dass eine
natiirliche Antwort auf das Konvergenzproblem (1.5) im Hilbert-Raum L?(—, ) gege-
ben werden kann. Der Leser, der mit dem Raum der im Lebesgueschen Sinn quadratisch
integrierbaren Funktionen L? nicht vertraut ist, findet einen sehr schénen Zugang in dem
Buch von Heuser (1980), Teil 2. Eine kurze Darstellung und damit ein schneller Einstieg
in dieses Thema ist in Hoffmann et al. (2006) nachzulesen.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass dieses spezielle Konvergenzproblem (1.5) ein
Spezialfall eines abstrakten Resultates fiir vollstandige Orthonormalsysteme in Hilbert-
Réaumen ist. Mit anderen Worten: Es stellt sich heraus, dass fiir jede Funktion f &
L?(—m, ) die Fourier-Reihe (1.5) im Hilbert-Raum L?(—m, ) konvergiert, d. h. es gilt

n
lim ||f —sn|]|=0 mit s,(z):= C;—O —+ Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

und || - || bezeichnet die Norm im L?(—n, 7). Explizit heifit dies

s

Jim [ (f(x) — sn(z))*dz = 0.

Wir beginnen mit folgender Annahme:
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(H) Sei X ein Hilbert-Raum iiber K = R oder C und sei {uo, w1, u2,...} ein endliches
oder abzdhlbares Orthonormalsystem (ONS),

1, k=
(Uky Um) = Okm, = ™ fiir alle k,m € NU{0}. (1.6)
0, k#m

Ziel ist es, die Konvergenz der abstrakten Fourier-Reihe ) >° (f,un)un (wegen dem
ONS {un} auch Orthogonalreihe genannt)

oo

F= {fun)un (1.7)
n=0
zu studieren. Wir setzen s, := > " (f,ug)ur. Die Zahlen (f,uy) heiflen Fourier-

Koeffizienten von f. Bei der Entwicklung von Funktionen in Orthogonalreihen ist
wesentlich, dass das vorliegende ONS umfangreich genug ist, um alle Elemente des
Hilbert-Raumes approximieren zu konnen. Zum Beispiel bildet das System {w1, u2} mit
u1 = (1,0,0), uz = (0,1,0) zwar ein ONS im (reellen) Hilbert-Raum R*. Der Vektor
xzo = (1,1,1) hat jedoch von allen Linearkombinationen 23:1 cju; = clul + cauz =
(c1,c2,0) einen Abstand

2
lwo =Y ecjuil® =1 —c)’ +(1—e2)®* +12>1
j=1

und kann somit durch das gegebene ONS {w1,u2} nicht beliebig genau approximiert
werden. Die entscheidende Eigenschaft eines ONS, die eine solche Approximierbarkeit
gewidhrleistet, ist die sogenannte Vollstandigkeit des ONS.

Definition 1.15 (Vollstéindiges Orthonormalsystem)
Es gelte (H). Das endliche ONS {uo, u1,. .., un} heiBit vollstindig in X, falls

n

i = Z(f,uka fir alle f e X
k=0
gilt. Das abzdhlbare ONS {ug, w1, u2,...} heiBt vollstindig in X, falls die unendliche
Reihe (1.7) fur alle f € X konvergiert, d. h. es gilt f = limm— oo Sm.-

Bemerkung 1.16

1. Jedes endliche ONS {ug, u1, ..., un} ist vollstdndig im Hilbert-Raum X iiber K genau
dann, wenn es eine Basis von X ist.

2. Sei {un} ein abzéhlbares ONS im Hilbert-Raum X und es sei angenommen, dass die
unendliche Reihe > %7 chun, cn € K gegen ein festes f € X konvergiert. Dann gilt fiir

n=0
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alle n € NU{0} : ¢n = (f, un). Dieser Sachverhalt wird klar, wenn man (1.6) und die
Stetigkeit des Skalarproduktes benutzt:

(fruw) = <icnun7uk> = <mli_r)nooicnun,uk>

n=0 n=0
m m
= lim < E cnun,uk> = lim E enlUun,ug) = ck. [ |
m—00 m— 00
n=0 n=0

Eine weitere Motivation fiir den Ansatz (1.7) ergibt sich aus dem Problem, f durch eine
Summe > yruk, vx € C, beliebig vorgegeben und festem m € N moglichst gut zu
approximieren. Es besteht dann die folgende Approximationsformel

1F = mu]|* = (F =D wun, £ =Y )
k=0 k=0 k=0

= (.- Z’Vk<f7uk) - Z’Yk<uk,f> +Z’Yk’7k
k=0 k=0

k=0
= 112 = S 1) P+ S ) — el (L8)
k=0 k=0

Mit ¢ = (f,ug) und ¢ = (ug, f) ergibt sich die letzte Umformung, wenn man die
einfache Beziehung

lew = l® = (ew =) (ew =) = lexl” + el® = e — T
verwendet. Die Funktion

m
(Y0, Y15+ 5 Ym) = |1f = D |
k=0

nimmt ihr Minimum fiir v, = ¢ = (f,ur), ¥ =0,1,...,m an. Aus der Approximati-
onsformel (1.8) kann man nun die folgende Eigenschaft direkt ablesen.

Satz 1.17 (Approximationssatz)
Unter allen endlichen Linearkombinationen » 7 j~puy stellt das Element sp, =
Yoo crur (mit ¢ = (f, ug)) und nur dieses die beste Approximation von f dar. Es ist

1F = sl = A2 = S Jeul® < U = > ywwel? fiir alle m = 0,1,2,... . (1.9)

k=0 k=0

Die Koeffizienten der besten Approximation sind also die Fourier-Koeffizienten von f.
Aus (1.9) folgt auBerdem noch die Besselsche Ungleichung

S el =D [ un)? < NIfIIP,  firalle f € X und alle m € N. (1.10)
n=0 n=0
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Damit die Beziehung (1.7) iiberhaupt Sinn macht, muss nun die Konvergenz der Reihe
>0 o Cnin untersucht werden.

Satz 1.18 (Konvergenzkriterium)

Es sei {un} ein abzdhlbares ONS in einem Hilbert-Raum X iiber K. Die unendliche
Reihe >°°° cntn, cn € K, ist genau dann konvergent, wenn die Reihe Y °° ey |?
konvergiert.

Beweis: Sei wieder s, := Z;”:O cnn. Wegen (1.6) folgt

m-+k m-+k
2
[$m+r — sml]” = < > cnun, Y cle>
n=m-+1 l=m+1
m-+k m-+k
2 2
- H ST || = 3 fea (1.11)
n=m-+1 n=m-1
fiir alle m,k = 1,2,.... Setzt man voraus, dass die Reihe ZZOZO |cn|2 konvergiert, dann

ist (sm) eine Cauchy-Folge im Hilbert-Raum X und folglich konvergent. Wird umgekehrt
,,Zzozo Cn Uy ist konvergent “ vorausgesetzt, dann ist (s, ) eine Cauchy-Folge und folglich
3°2° , len|? konvergent wegen (1.11). O

Das Konvergenzkriterium kann nun kurz so gefasst werden:

(o]

Z Cnun konvergent < ¢ = (cn) € 12

n=0
Aus der Besselschen Ungleichung (1.10) folgt wieder, dass die Reihe, gebildet mit den
Fourier-Koeffizienten von f, > [(f, un)|?, konvergiert, d. h. es gilt ((f,un)) € I°.
Somit ist fiir jedes f € X die Fourier-Reihe konvergent, d. h. es gibt ein g € X, so dass

o0

g="> (fsun)un.
n=0

Es ist durchaus moglich, dass g # f gilt. Um g = f fir alle f € X zu sichern, be-
notigt man den in Definition 1.15 eingefiihrten Vollsténdigkeitsbegriff. Es sei hier noch
erwéhnt, dass der Begriff des vollstdndigen ONS auch dquivalent zu der Aussage ist: Aus
(f,un) =0 fir alle n =0,1,2,... folgt stets f = 0. Diese Formulierung kommt unserer
anschaulichen Vorstellung, dass z. B. im euklidischen R® Null das einzige Element ist,
das zu allen Einheitsvektoren i, j, k orthogonal ist, am néchsten. Sie stellt die natiirliche
Verallgemeinerung auf einen unendlichdimensionalen Hilbert-Raum dar.

Mit diesem Begriff konnen wir nun (als Hohepunkt der allgemeinen Theorie der Fourier-
Reihen in Hilbert-Rdumen) den folgenden Satz beweisen.
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Satz 1.19 (Darstellungssatz)
Es sei (H) erfiillt und das ONS {un }n2o vollstdndig. Dann wird jedes Element f € X
durch seine Fourier-Reihe dargestellt:

f = Z CnUn, Cn = (faun>-
n=0

Beweis: Essei f € X beliebig vorgegeben. Da ({f, un)) € 12, konvergiert die zugehorige
Fourier-Reihe:

oo

ff= chun mit ¢n = {fyun), n=0,1,2,....
n=0
Wir miissen zeigen, dass f = f™ ist. Nun gilt jedoch {(f — f*, um) = {f,um) — {(f*, um) =
(fyum) —cm =0 fiir allem = 0,1,2,.... Wegen der Vollstandigkeit des ONS {uy} folgt
== =

Eine weitere interessante Beobachtung ist die Folgende: Es sei {un }n—g ein vollstandiges
ONS in X und f € X gegeben. Dann vermittelt

U:X —1%  Uf:=((fun)ito (1.12)
mit der Umkehrabbildung
U_I:l2—>X, U_lc:chun
n=0

eine lineare, bijektive und isometrische Abbildung (zur Begriffsbildung siehe Abschnitt
1.2.1) von X nach [%.

Vom funktionalanalytischen Standpunkt kann man nun die Rédume X und 12 als ,,gleich“
ansehen. Sie unterscheiden sich lediglich durch ihre Repriisentanten. Da der Raum [2
separabel ist, d. h. er besitzt eine abzadhlbare dichte Teilmenge von Elementen aus dem
12, gelten alle gemachten Aussagen fiir separable Hilbert-Raume. Weiter kann man zeigen,
dass in jedem separablen Hilbert-Raum X {iber K mit X # {0} ein vollstdndiges ONS
existiert. Hat man eine abzdhlbare Menge {vo,v1,v2,...}, die dariiber hinaus dicht in
X liegt, dann kann man sie nach der Schmidtschen Orthogonalisierungsmethode (siehe
Zeidler (1995a), Abschnitt 3.3) zu einem ONS {ug, u1,uz,. ..} machen.

1.2 Lineare Operatoren

In diesem Abschnitt werden einige fundamentale Eigenschaften linearer Operatoren zu-
sammengestellt. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf Fredholm- und kompakten Operatoren.
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Diese bilden die Grundlage fiir die Bifurkationstheorie im Kapitel 4. Wir werden zunéchst
einige gebrauchliche Bezeichnungen und Sprechweisen fiir (nichtlineare) Operatoren ein-
fiihren.

1.2.1 Bezeichnungen und Begriffe

Fiir diesen Abschnitt werden Vektorraume bzw. dort wo es erforderlich ist auch normierte
Raume X und Y zu Grunde gelegt. Zunéchst folgen Schreibweisen fiir eine Abbildung:

T:X—Y, Tu=v (oder T(u) =v), u€X,veY, bzw.
T:X—-Y, ur—Tu=:v.

X heifit Definitionsbereich (Domain) von T, geschrieben dom (7). Fiir den Wertebereich
(Range) von T wird geschrieben.

R(T):={veY | Tu=w firein u € X}.

Das Element v heifit Bild von v unter der Abbildung T (siehe Abbildung 1.1). Ist R(T) =

Abb. 1.1 Begriffsbildungen anhand
einer Abbildung T: X — Y

Y, dann heiit T surjektiv. Man sagt: T bildet X auf Y ab, ansonsten bildet T' die Menge
X in'Y ab. Weiter bezeichnen wir mit

ker(T) = N(T) :={u € X | Tu =0} den Kern (bzw. Nullraum) von 7.

Das Urbild (auch inverses Bild) eines Elementes v € Y wird mit T (v) bezeichnet

und ist die folgende Menge
TV @) :={ue X | Tu=1v}
bzw. fiir eine Menge W (siehe Abbildung 1.2)

TEYW) = {ue X | Tue W}
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Abb. 1.2 Das inverse Bild eines Ele-
mentes oder einer Menge

Der identische Operator ist definiert durch I : X — X, Tu = u fiir alle w € X. Der
Operator T : X — Y heifit injektiv (bzw. one-to-one, bzw. 1-1), wenn Folgendes gilt
(siche Abbildung 1.3):

ur #uz = Tuir # Tu2, Yui,uz € X, oder dquivalent

Tu; =Tuz = w1 =u2, Yui,uz € X.

Der Operator T~ ! heift dann inverser Operator bzw. Inverse von T, da er v nach u
cindeutig (zuriick) abbildet. (Achtung: Man unterscheide 7¢™1) und T~'1) Die Inverse
T~ ist durch

T ':R(T) - X, T '(Tu)=u, YueX.

definiert. Falls R(T") =Y (d. h. T ist surjektiv) und T auch noch injektiv ist, dann heifit
T bijektiv. Alle vorkommenden Typen einer Abbildung T findet man in den Beispielen
1.22 und 1.23.

Es seien X und Y Vektorrdume iiber K = R oder C. Eine Abbildung T : X — Y heif}t
linear, wenn fiir alle o, 6 € K und alle z,y € X Folgendes gilt:

Abb. 1.3 Ein injektiver Opera-
tor

T(ax + By) = oT(z) + BT (y).

Dariiber hinaus gilt fiir lineare Operatoren der wichtige
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Satz 1.20
Es seien X, Y normierte Rdume und 7" : X — Y ein linearer Operator. Dann gilt:

T injektiv <  dimker(7) = 0.

Die nachfolgenden Begriffe werden nur fiir normierte Rdume bzw. Banach-Réume beno-
tigt und somit auch nur in diesem Kontext formuliert, obwohl die Definitionen auch fiir
metrische Rdume (topologische Rédume) zutreffen.

Es seien zwei normierte Rdume (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) und eine Abbildung T : X — Y
mit der Eigenschaft

1T(x) = T(y)lly = llz—yllx

gegeben. Dann heifit T eine Isometrie von X nach Y. Eine solche Abbildung ist stets
injektiv, da aus T(x) = T(y) sofort = y folgt. Ist T sogar bijektiv, dann heiit T
isometrischer Isomorphismus und die Radume X und Y heiflen isometrisch isomorph.
Im Fall normierter R&ume spricht man auch von Norm-Isomorphismus. Die Aussage , X
und Y sind isometrisch isomorph“ wird iiblicherweise als X 22 Y geschrieben. Die Ab-
bildung lasst also die Absténde zwischen den Bildern und den Urbildern von T" invariant
(unverdndert), wie Abbildung 1.4 zeigt.

Abb. 1.4 Zwei isometrisch isomor-
phe Raume

Hinter dieser Begriffsbildung steckt die Vorstellung, wann zwei unterschiedliche Rdume
vals gleich“ angesehen werden kénnen: Namlich dann, wenn man von der Darstellung
der Elemente der zugrunde liegenden Rdume und den Namen der Relationen und Ver-
kniipfungen absieht. Als ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt kann der Operator (1.12)
angefiithrt werden.

Ein Homdéomorphismus T (nicht zu verwechseln mit Homomorphismus) ist ein zentraler
Begriff im mathematischen Teilgebiet Topologie. In diesem Buch bezeichnet T eine bi-
jektive, stetige Abbildung zwischen zwei normierten Raumen (bzw. Teilmengen), dessen
Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist. Die dabei zugrunde gelegte Definition der Stetig-
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keit ist abhangig von den betrachteten normierten Raumen. Zwei normierte Raume hei-
Ben homdoomorph (auch topologisch dquivalent®), wenn sie durch einen Homéomorphis-
mus ineinander iiberfithrt werden konnen. Sie sind unter topologischen Gesichtspunkten
gleichartig. Eine solche Abbildung spielt eine wesentliche Rolle beim Satz von Hartman
und Grobman (Satz 2.54).

Beispiel 1.21 (Hom6omorphismen)

1. Jede Kreisscheibe K[zo;7], 7 > 0, ist homdomorph zu jedem Quadrat (mit Seiten-
linge a > 0) in der euklidischen Ebene R?. Eine Kreisscheibe lisst sich offenbar durch
Verbiegen und Verzerren, ohne Zerschneiden, in ein Quadrat iiberfithren, und umgekehrt.
2. Das offene Intervall (0, 1) ist homdomorph zum Raum R aller reellen Zahlen. Jedes
offene Intervall lasst sich ohne Weiteres ins Unendliche verzerren. Ein Hom6omorphismus,
der dies fiir (0, 1) vermittelt, ist zum Beispiel

T:0,1)—R, z—tan((z—3) 7).

3. Der Produktraum S(0;1) x S(0; 1) des Einheitskreises mit sich selbst ist homéomorph
zum zweidimensionalen Torus, also zur Form eines Fahrradschlauches. |

Ist der Hom6omorphismus 7" dariiber hinaus auch noch stetig differenzierbar, dann spre-
chen wir von einem Diffeomorphismus.

Beispiel 1.22 (Matrixabbildung)

Ein linearer Operator T': R™ — R™ kann als eine m x n-Matrix (T3;) (i =1,...,m;j =
1,...,n) aufgefasst werden. Ob T injektiv bzw. surjektiv ist, héngt von den Eintrégen
T;; ab. Wir nehmen an, dass die Abbildung 7" : R3 — R? durch die 2 x 3-Matrix

T Tis Tis) [
7p o [T10 Tz Tis 2
Toy To2 To3

reprasentiert wird. Setzt man 771 = T>; = 1 und die restlichen T;; = 0, so ergibt sich
R(T) = {y € R* | y1 = 2} S R?,

d. h. T ist nicht surjektiv. Der Nullraum lautet
ker(T) = {z € R® | 21 = 0}.

Folglich ist dim ker(T") = 2. Es handelt sich hier um die z2z3-Ebene.
Das gegebene T kann bei beliebiger Wahl der T;; nie injektiv sein, da stets rang (7') < 2
gilt und wegen der Dimensionsformel

n = rang(7T') + dim ker(T) (1.13)
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fir die Dimension des Nullraumes dimker(7) > 1 folgt. Der Rang von T ist durch
rang(T) := dim R(T') gegeben.

Falls T injektiv ist, kann niemals m < n sein. Dies wiirde wegen (1.13) sofort zu dem
Widerspruch n = rang (T') < min{n, m} = m fithren. Somit hat man als notwendige
Bedingung fiir die Injektivitdt die Ungleichung m > n. Ein Beispiel fiir eine injektive
Abbildung T' # 0 mit m > n ist

T
T:R — R? T := ( 11) (z).

T51

Wegen rang(T') = 1 folgt dim ker(7") = 0, was man auch direkt nachrechnet.

Speziell hat man fiir n = m die folgende Situation: Ist die Determinante det(7") = 0,
dann ist rang(7T) < n (mindestens zwei Zeilen der Matrix T sind linear abhéngig) und
nach der Dimensionsformel (1.13) ist ker(T") # {0}. Gilt hingegen fiir die Determinante
det(T) # 0, dann ist rang(T) = n und ker(7T') = {0}. Damit hat man die Aussage: T ist
entweder sowohl surjektiv als auch injektiv oder weder surjektiv noch injektiv. ]

Beispiel 1.23 (Differentialoperator)
Der Operator

T :=d/dz : C'[a,b] — C°[a,b], o

ist nicht injektiv, da aus Tu1 = Tuz nicht u1 = u2 folgt. Jede Funktion u1 = u2 + a,
a = const. erfiillt ebenfalls die Bedingung Tu1 = Tuz. Aus Tu = v = v folgt durch
Integration w(z) — u(a) = [ v(7) dr. Schréinkt man jedoch den Definitionsbereich auf

X :={ueC'a,b] | u(a) =0} C C'a, D]

ein, dann ergibt sich der inverse Operator
u(z) = / o(r)dr = (T~ (v)) ().

Aus Tup = Tus folgt nimlich jetzt u} = uj, bzw. (u1 —u2)’ = 0, was wiederum bedeutet,
dass u1 — u2 = const. ist. Wegen w1, us € X folgt ui(a) —u2(a) = 0 = const. und damit
u1(x) = u2(x) fir alle z € [a, b]. Dies beweist die Injektivitét. ]

Die Situation, dass man durch Einschrankung des Definitionsbereiches einer Funktion
f eine injektive Funktion erhalten kann, sieht man bereits ganz leicht an der Funktion
f(x) := sin(x). Betrachtet man f auf R, dann ist f wegen f(x1+2n7) = f(z1) fir jedes
z1 nicht injektiv, wahrend f : [-7/2,7/2] — [—1, 1] sehr wohl injektiv ist. Die Inverse
ist definiert durch f~*(y) := arcsiny.
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1.2.2 Lineare stetige Operatoren

Es folgt eine Auswahl an Begriffen und Sétzen {iber lineare stetige Operatoren. Dabei
wird kein Anspruch auf Vollstdndigkeit erhoben. Der Leser, der sich weitere Kenntnisse
iiber lineare Operatoren verschaffen mochte, sollte die Literatur (z. B. Appell und Vath
(2005), Alt (1992), Heuser (2006), Werner (1997), Kantorowitsch und Akilow (1978))
studieren. Die Auswahl an Begriffen und Sétzen ist jedoch so gewéhlt, dass auch ohne
weiteres Literaturstudium die nachfolgenden Kapitel verstanden werden kénnen.

Wir betrachten lineare Abbildungen 7' : X — Y. Hierbei bezeichnen (X, | - ||x) und
(Y, - |ly) normierte Raume iiber demselben Korper K (=R Vv C).

T heifit beschrinkt := 3C >0 Vue X : |[Tully <C|lu|x. (1.14)

Mit diesem Begriff kann die Stetigkeit linearer Operatoren charakterisiert werden.

Lemma 1.24
Fir lineare Operatoren T : X — 'Y sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent:

(i) T ist stetig auf ganz X.  (4) T ist beschrankt.  (iii) T ist stetig in xo € X.

Damit haben wir ein bemerkenswertes Ergebnis: Ein linearer Operator ist entweder in
jedem Punkt stetig oder in jedem Punkt unstetig.
Wir setzen

L(X,Y):={T:X —Y | Tist linear und beschrénkt }

und nennen £(X,Y) den Vektorraum der linearen stetigen Operatoren. Es lisst sich
namlich leicht zeigen, dass £(X,Y") mit den iiblichen Operationen der Addition ,+“ und
der skalaren Multiplikation - ein Vektorraum ist.

Wir fiihren nun in £(X,Y") eine geeignete Norm ein. Die kleinste Konstante C' > 0 mit
der die Ungleichung ||T'u|| < C||u|| gilt, wird mit ||T'|| bezeichnet:

1T} :=inf{C >0 | [|[Tul] <Cllull, we X}. (1.15)
Die Zahl ||T|| heifit Operatornorm von T. Sie ergibt sich auch aus

Satz 1.25 (Berechnung der Operatornorm)
Fir T € L(X,Y) gilt:

[Tl

IT) = sup o4 = sup |Tufl = sup Tl (1.16)
wex lull  jug<s lufl =1

Dieser Satz fithrt zu der einfachen Folgerung:
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i. FirT e L(X,Y) gilt
|Tul| <||T||||u| fir allew € X. (klar, wegen (1.15))

ii. Jedes T' € £(X,Y) ist Lipschitz-stetig, also insbesondere gleichméaBig stetig.
iii. Die Abbildung

LIX,)Y) =R, T w—|T|

ist eine Norm auf £(X,Y).

Resolvente und Spektrum

Aus der Linearen Algebra kennt man fiir quadratische Matrizen die Begriffe des Figen-
wertes und des Eigenvektors. Wir verallgemeinern diese Begriffe auf normierte Riume X®
tiber K = R bzw. K = C. Wir untersuchen die Menge (Schar, Familie) von Operatoren

T-X (TecLlL(X X)), eK),

die fiir jedes fest gewéhlte A eine Abbildung von X in sich liefert.

Definition 1.26 (Eigenwert, Eigenvektor, charakteristischer Wert)

Eine Zahl A € K heifit Figenwert von T' € L(X, X)), wenn ein Element x # 0 existiert,
fir das Tx = Ax gilt. Die Losung x # 0 heifit Eigenvektor von T. Die Zahl p := %
(X #0) heiit charakteristischer Wert von T.

Aus der Definition folgt, dass die Zahl A = 0 dann und nur dann Eigenwert ist, wenn ein
x # 0 existiert, fiir das Tz = 0 gilt, d. h. wenn 7" nicht injektiv ist. Mit Ausnahme der
Null sind also die Eigenwerte gerade die Kehrwerte der charakteristischen Werte von T’
(und umgekehrt).

Beispiel 1.27

Es seien X := R" und 7' € L(R™,R™). Dann ist T durch eine Matrix A := (ai;)7 ;=1
darstellbar. Ist T invertierbar, so ist ¢ € R genau dann charakteristischer Wert von
T, falls ker(I — uT) = ker(A — T) # {0} ist. Die Zahlen A = 1/u sind genau die
Eigenwerte von T'. Insbesondere gibt es hochstens n charakteristische Werte fiir 7. Ist
T nicht invertierbar, so hat T noch den Eigenwert A = 0 (der nicht Kehrwert eines
charakteristischen Wertes ist). |

Wir wollen nun alle Werte A kennzeichnen, fiir die die lineare Inverse (T — AI)~' auf
(ganz) X existiert.

8Studiert man reelle (bzw. komplexe) Banach-Riaume X, so muss man auch A € R (bzw. A € C)
wahlen.
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Definition 1.28 (Resolvente, Spektrum)
Es sei T': X — X ein linearer stetiger Operator. Die Menge aller Zahlen A € K, fiir die
die Abbildung T' — A\I surjektiv ist und fiir die die Umkehrabbildung

R(\T) = RA(T) := (T — X))t

ein (linearer) stetiger Operator ist, heifit Resolventenmenge p(T) von T. Die Elemen-
te von p(T) werden regulare Werte von T genannt. Der Umkehroperator Ry (T) =
(T — M)~ des Operators T — AI heift die Resolvente von T im Punkt \. Die Komple-
mentarmenge der Resolventenmenge p(7T), die Menge

o(T) i= K\p(T), (1.17)
heift Spektrum von T. Ein Element von o(T') wird Spektralwert von T genannt.

Ist T € L(X, X), T # 0, so geniigen alle charakteristischen Werte p von T' der Abschit-
zung || > 1/||T||. Das Spektrum eines linearen Operators ist also in einer Kreisscheibe
um Null mit Radius ||T’|| enthalten.

Wenn U := T'— I eine lineare stetige Abbildung ist, die den normierten Raum X injektiv
auf sich abbildet, so existiert die Umkehrabbildung U~! : X — X, d. h. die Gleichung
Uz = y ist dquivalent zur Gleichung = U~ 'y fiir z,y € X. Der Operator U~ ist
linear, aber nicht notwendig stetig. Ist aber zusétzlich X ein Banach-Raum, dann muss
U~! notwendig auch stetig sein. Dies wird durch das Open Mapping Theorem (Satz 1.34)
begriindet.

Somit gehort eine Zahl A genau dann zur Resolventenmenge eines auf einem Banach-
Raum X definierten linearen stetigen Operators T', wenn die Abbildung T — AI eine
injektive Abbildung von X auf sich (also bijektiv) ist. Die Gleichung

Tr— =y

ist dann fiir jedes y € X mit genau einem x l6sbar und dieses x hangt stetig von y ab
(falls y variiert wird).

Die Resolventenmenge p(T') und das Spektrum o(7T) lassen sich auch noch wie folgt
charakterisieren:

Satz 1.29
Die Resolventenmenge p(T') ist eine (in K) offene Menge, das Spektrum o(7T') ist eine
abgeschlossene und beschrankte Menge.

Das Spektrum o(7T) kann im Fall eines reellen Banach-Raumes (z. B. X := R") auch
leer sein. Fiir komplexe Banach-Réume X kann man zeigen, dass fiir 7' € L(X, X) das
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Spektrum o (T') # 0 ist. Der Nachweis beruht auf einem funktionentheoretischen Ergebnis
und wird nicht erbracht (siehe hierzu Heuser (2006), Satz 96.1).

Nicht in jedem Fall ldsst sich das Spektrum eines linearen Operators in so einfacher Weise
wie in Beispiel 1.27 charakterisieren. Es zerfallt in mehrere qualitativ verschiedene Teile.

Definition 1.30 (Punkt-, Residual- und kontinuierliches Spektrum)

Es seien X ein Banach-Raum und 7' € L(X, X) gegeben. Nachstehend aufgefiihrt zerfallt
das Spektrum o(7") in ein Punktspektrum op(T), in ein kontinuierliches Spektrum oc(T)
(auch Stetigkeitsspektrum) und ein Residualspektrum o,(T") (auch Restspektrum):

op(T) :={X € K| ker(AI —T) # {0}},
0c(T) :={A € K| ker(\ = T) = {0} und R(A\]-T) =X},
or(T):={A€K|ker(A\I —T) ={0} und R(A\]-T) # X }.

Bemerkung 1.31

1. Es gilt die Gleichung o(T") = 0p(T) U 0.(T) U 0-(T) und die einzelnen Mengen sind
paarweise disjunkt.

2.0ep(T) & T—M e L(X,X) ist bijektiv. Diese Aquivalenzaussage gilt, da aus
dem Satz von Banach (Open Mapping Theorem, Satz 1.34) die Stetigkeit der Inversen
(T — XI)™! folgt.

3. Es sei ker(T' — AI) # {0}. Nur dann gibt es ein z € X, z # 0 mit (T — Al)z = 0.
Somit ist A ein Eigenwert und sémtliche Eigenwerte liegen im Punktspektrum op(T).

4. Es sei X := K". Die Eigenwerte A kénnen durch die Berechnung der Determinate von
(T — AI) charakterisiert werden. Es gilt die Aussage: det(T" — A\I) = 0 < ker(T —
AI) # {0}. Dies hat — wie bereits in Beispiel 1.22 ausgefithrt — zur Folge: T — AI ist
entweder sowohl surjektiv als auch injektiv oder weder surjektiv noch injektiv. Fiir einen
endlichdimensionalen Vektorraum besteht also das kontinuierliche Spektrum und das
Residualspektrum nur aus der leeren Menge: .(T") = o-(T') = §. Somit kann ein solcher
Operator nur reguldre Werte und Eigenwerte besitzen.

5. Die Menge 0s(T) := o(T)\op(T) = 0c(T) U or(T) heilt Streckenspektrum. Fiir einen
unendlichdimensionalen Banach-Raum X ist im Allgemeinen os(7T) # (. Dies ist der
wesentliche Unterschied zu dim X < oo. |

Das Beispiel 1.63 zeigt, dass das Spektrum nur aus dem Residual- bzw. aus dem konti-
nuierlichen Spektrum bestehen kann und dies sogar fiir (lineare) kompakte Operatoren
(siehe Definition 1.55) zutrifft. Damit hat man auch sofort ein Beispiel dafiir, dass ein
linearer stetiger Operator T € £(X, X) mit dim X = co keine Eigenwerte haben kann!
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Das néchste (wenn auch etwas kiinstliche) Beispiel zeigt, dass alle Typen von Spektral-
punkten tatsachlich vorkommen kénnen.

Beispiel 1.32
Es seien die Raume

B[0,1] :=={z : [0,1] — R |  beschriankt auf [0,1]}, |lz|lg:= sup |z(t)],
te(0,1]

X :={x € B[0,1] | z(0) =0, zin 0 und 1 stetig}
gegeben. Wir betrachten den linearen stetigen Operator
T: X - X, (Tz)(t):=tx(t) (t €[0,1]).
Man kann nun zeigen (z. B. Werner (1997), S. 211), dass fiir das Spektrum von T folgendes
gilt: 0,,(T) = (0,1), oc(T) = {0}, or(T) = {1}. |

Wir wollen eine wichtige Aussage iiber lineare stetige Operatoren vorbereiten und bend-
tigen dazu den Begriff der offenen Abbildung.

Definition 1.33 (Offene Abbildung)
Sind X und Y normierte Radume, so heifit T': X — Y eine offene Abbildung, falls gilt:

Uoffenin X = T(U) offen in Y.

Ist T bijektiv, so ist T offen genau dann, wenn 7' stetig ist. Sind X,Y normierte
Raume und ist 7' : X — Y linear, so gilt:

T ist offen < Es gibt ein § > 0 mit Ky (0;6) C T'(Kx(0;1)).

Beweis: Wir wollen hier nur die Richtung ,<=“ beweisen. Es sei U offen und z € U.
Man wéhle ein € > 0 mit Kx (z;e) C U. Wegen Ky (0;6) C T(Kx(0;1)) folgt dann
Ky (Tz;ed) C T(Kx (z;¢)) C T(U), also ist T(U) offen. O

Der néchste Satz, der die Begriffe surjektive und offene Abbildung in Beziehung setzt,
ist in Zeidler (1995b), Theorem 3.C und Proposition 1 bzw. auch in Alt (1992), Sétze 5.7
und 5.8 bewiesen.

Satz 1.34 (Open Mapping Theorem)
Essei T : X — Y ein linearer stetiger Operator, X und Y Banach-Raume. Dann sind
die folgenden zwei Bedingungen dquivalent:

i. T ist surjektiv.
ii. T ist offen, d. h. T bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
iii. Ist T surjektiv und auch noch injektiv, dann ist 77! stetig, d. h. T~ € £(Y, X).
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Die letzte Aussage geht auf S. Banach zuriick und wird auch als Satz tiber die stetige
Inverse bezeichnet. Nur diesen Teil der Aussage werden wir im Weiteren benutzen.

Fiir den spéter noch einzufithrenden Begriff des adjungierten Operators ist es wichtig,
zunachst den Dualraum eines normierten Raumes X zu erklaren. Dazu benétigen wir
den Begriff des Funktionals. Dieses ist eine Abbildung f : X — K. Der Dualraum
X* bezeichnet nun alle linearen stetigen Funktionale auf einem normierten Raum X:
X* := L(X,K). Der Dualraum X* ist ein Banach-Raum und wird benotigt, um Losbar-
keitsaussagen fiir lineare Gleichungen allgemein zu formulieren. Grundlage hierfiir sind
Eigenschaften von linearen stetigen Funktionalen. Auf Beweise wird verzichtet. Sie sind
ausfiihrlich in Zeidler (1995b) dargestellt.

Satz 1.35 (Hahn-Banach Theorem)
Es sei X ein normierter Raum und L ein linearer Teilraum von X. Falls F' € L*, dann
existiert ein f € X*, so dass

i. f(y)=F(y) furalle yeL;
i || fllx- = [|F]

L*.

Aus dieser Eigenschaft kann man Folgerungen ziehen, die fiir das Versténdnis von Aus-
sagen, insbesondere Kapitel 4 betreffend, benotigt werden.

Korollar 1.36
Es seien X ein normierter Raum und f € X* gegeben. Dann gilt:

i. Zu jedem Element xo € X, xo # 0, existiert ein lineares stetiges Funktional f € X*
mit der Figenschaft

[l =1 und f(zo) = [lzol-

ii. Zu jedem endlichen System {z1,...,zn} C X linear unabhdingiger Elemente existiert
ein System von Funktionalen {f1,..., fn} C X", so dass gilt:

fz(wj):(sl]: i,jzl,...,n.

Zu der Eigenschaft ii. sagt man auch: Das System von Elementen {z;} C X (j =
1...,n) lasst sich biorthogonalisieren, falls ein System von Funktionalen {f;} C X~
(i =1,...,n) existiert, so dass die Relationen f;(z;) = (fi,z;) = 0i; (4,7 =1,...,n)
bestehen. Das Symbol §;; heifit Kmneckerg-Symbol und ist definiert als d;; := 1 (fiir i =
j) und 0 (fiir ¢ # j). Weitere Eigenschaften von Funktionalen sind in der Aufgabe 1.10
genannt.

9Leopold Kronecker (1823-1891), deutscher Mathematiker, Mitherausgeber des von Crelle be-
griindeten Journals fiir Mathematik. Bekannt wurde sein Ausspruch: ,Die ganzen Zahlen hat der
liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk. ¢
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1.2.3 Adjungierte Operatoren

So wie einem normierten Raum X mit dem Dualraum X* kanonisch ein zweiter nor-
mierter Raum zugeordnet wird, soll nun zu einem stetigen linearen Operator ein weiterer
Operator assoziiert werden. Als ein besonders wichtiges Instrument bei der Untersuchung
linearer Operatoren bzw. Operatorgleichungen hat sich der Begriff des adjungierten Ope-
rators erwiesen. Er wird u. a. benétigt, um die Fredholmsche Alternative in geeigneter
Weise zu formulieren.

Im Folgenden seien (X, | - |), (Y|l - ||) normierte Rdume und X* = £(X,K), Y* =
L(Y,K) die dazugehorigen Dualrdume. Elemente aus einem Dualraum werden zur besse-
ren Unterscheidung von jetzt ab mit einem * versehen. Sie sind stets mit der Operator-
norm, also || f*||x+ = sup, =1 | f*(z)| ausgestattet und wegen der Vollstindigkeit von
K sind X* und Y* Banach-Radume. Man nennt .z, f** auch ein Dualitatspaar.

Ist X := H ein Hilbert-Raum und X* = H*, dann bevorzugen wir fiir *(x) die Schreib-
weise (x,2")p = " (z) mit « € H und z* € H*. Der Ausdruck (z,z")p bezeichnet
das Skalarprodukt im Hilbert-Raum H. Die Rechtfertigung fiir diese Schreibweise geht
auf einen Satz von Riesz zuriick, der einen (schénen) Zusammenhang zwischen H und
H™ liefert.

Satz 1.37 (Riesz)
Es sei H ein Hilbert-Raum und f* € H*. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
Element y € H mit

(z)=(z,y)u, YxeH.
Die Abbildung
J:H—H", H>3y+ f*€ H* mit (Jy)(z) == (z,y)m
ist ein Norm-Isomorphismus, d. h. J ist linear, stetig, bijektiv und normerhaltend.

Mit J als Isomorphismus, f* = Jxzo und der eingefithrten Schreibweise ergibt sich die
Formel

(Jzo) () = (@, z0)H -
Diese Uberlegung erleichtert das Verstéindnis der folgenden
Definition 1.38 (Adjungierter Operator)

Es seien X und Y normierte Rdume; X* und Y* ihre Dualrdume und T : X — Y eine
lineare stetige Abbildung. Der Operator

T YT S XY, (T f)(@) = f*(T2), ceX, f ey’ (118)
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heifit der zu T adjungierte oder duale Operator.

Bemerkung 1.39
1. Es seien X und Y Hilbert-Radume und T € £(X,Y"). Dann ist der adjungierte Operator
T* € L(Y, X) und charakterisiert durch die Beziehung

(Tz,y)y = {z, T y)x firze X, yeVY.

Der Operator T' € L(X, X) heiit selbstadjungiert, falls T* = T. In diesem Fall nennt

man T auch symmetrischen Operator. Dieser Begriff macht nur fiir Hilbert-Raume einen

Sinn, da dort aufgrund des Satzes 1.37 von Riesz zwischen den Raumen X und X™ ein

Norm-Isomorphismus besteht und somit die beiden Radume aus funktionalanalytischer

Sicht als ,gleich“ angesehen werden kénnen.

2. In beliebigen Banach-Rdumen wird der adjungierte Operator im Allgemeinen in einem

anderen Raum als dem Ausgangsraum definiert sein. In diesem Fall ist also eine Verall-

gemeinerung des Begriffes ,selbstadjungierter Operator“ nicht méoglich.

3. T f* ist die Komposition (Hintereinanderausfithrung) zweier linearer stetiger Abbil-

dungen und daher selbst wieder linear, stetig und es gilt T f* € X ™.

4. Die Abbildung T' — T™ von L(X,Y) nach £(Y™, X™) ist linear und isometrisch, d. h.

|7 = |T||- Sie ist im Allgemeinen nicht surjektiv (siche Werner (1997), Satz I11.4.2).
]

Beispiel 1.40

Es seien X := R" und Y := R™ (mit der Euklidischen Norm), T' € L(X,Y) eine gege-
bene lineare Abbildung. Bekanntlich wird T' (bei gegebenen Basen) durch eine (m,n)-
Matrix

A= (tij) 1<i<m

1<5<n
dargestellt. Die zu T' adjungierte Abbildung 7™ ist dann durch die (n, m)-Matrix

A" = (t%);;ggn mit tz“j =14
sSJjsm

gegeben, die Y* =Y = R™ in X* = X = R"™ abbildet. A* entsteht also aus A durch
Vertauschung von Zeilen und Spalten und ist die zu A transponierte Matrix (auch mit
AT bezeichnet). |

Esseien T, S € L(X,Y) gegeben und X, Y normierte Rdume. Dann gelten fiir den Uber-
gang zu den adjungierten Operatoren T, S* € L(Y ™, X ™) die folgenden Rechenregeln:
(i) T+S9)*=T"+5" (i) AD)*=XT* (A eK); (iii) I =1I;

(iv) (T7Y* =(T*)"' (X,Y Banach-Riume);

(v) Esseilen T € L£(X,Y) und S € L(Y,Z). Dann ist ST € L(X,Z) und es gilt
(ST)* =T*S".

(vi) Sind X und Y Banach-Rdume und ist T € £(X,Y), so ist T genau dann kompakt,
wenn T : Y™ — X™ kompakt ist. (Kompakter Operator: siehe Abschnitt 1.2.6.)
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Aus den Eigenschaften (i)-(iii) folgt speziell (T'—AI)* = T — AI und fiir Banach-Réume
X,Y aus (iv) die Beziehung

p(T) = p(T*) und wegen (1.17) o(T*) =o(T).

Beispiel 1.41
Es sei k : [¢,d] X [a,b] — R eine stetige Funktion zweier Variabler (s,t) € [c,d] X [a, b].
Der lineare Operator

b
T : L’la,b] — L?[e,d], (Tz)(s) ::/ k(s,t)z(t)dt (s € [c,d], = € L?[a,b])

bildet den Hilbert-Raum X := L?[a, b] stetig in den Hilbert-Raum Y := L?[c, d] ab. Dies
folgt aus

ITel2eeg = /j[(Tx)(s)Fds— /d( /abk<s,t>x<t>dt)2ds
e / ' [( / k(s e - / b[m(t)]gdt)}ds

([ [ @ aras) et

O a1 [ s aras),

Es wurde u. a. die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung (1.4) fiir den L?[a, b] mit der Norm
|z||? := fab[a:(t)]2 dt verwendet.

Fiir die Herleitung des adjungierten Operators T benétigt man den Satz von Fubini
(siche z. B. Hoffmann et al. (2006), S. 678), der eine Aussage iiber die Vertauschbarkeit
der Integrationsreihenfolge macht. Der zu T' adjungierte Operator T* berechnet sich aus

der Definitionsgleichung

T = | "(Ta)(s) - y(s)ds = / ( / ks, t)x(t)dt) y(s)ds
/ / (s,)z(t)y(s) dt ds 2™ / / (s, )z(t)y(s) ds dt
- / x(0) / (s, Oy(s) ds )t = / £(5) - (T*y)(s) ds
e T

=:(T*y)(t)
= <l‘, T*y>L2[a,b] .

Der zu T adjungierte Operator T ist dann durch den Ausdruck

d
(T*y)(s) = / K(ts)y(t)dt (s € [a,b)
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gegeben und bildet den Raum Y* = L?[c,d] = Y in den Raum X* = L?[a,b] = X
ab. (Man beachte, dass lineare stetige Funktionale auf L? und Elemente von L? nach
dem Satz von Riesz 1.37 identifiziert werden konnen.) Der Integrand k(¢, s) heifit der zu
k(s,t) transponierte Kern.

Setzt man den Kern k auf dem Rechteck [c, d] X [a, b] als quadratisch integrable Funktion
voraus, der dariiber hinaus auch bzgl. der einzelnen Variablen quadratisch integrierbar
ist, dann ergibt sich nach analogen Umformungen dasselbe Resultat.

Ist der Kern k symmetrisch, d. h. gilt k(s,t) = k(t,s) auf [a,b] X [a,b], dann ist der
Operator T selbstadjungiert bzw. symmetrisch. In diesem Fall gilt T = T*. |

Der Nullraum einer Abbildung 7' und ihr Wertevorrat stehen in einem interessanten
und fiir spitere Anwendungen wichtigen Zusammenhang zum adjungierten Operator T™.
Dazu fithren wir zuvor zwei Notationen ein: Falls M C X, dann ist

M*={f"eX*|zeM = f“(x)=0}cC X"
Falls N C X*, dann ist
Ny ={zeX | ffeN = [f(z)=0}CX.

Der Leser moge dieses Symbol mit dem Begriff des orthogonalen Komplements, wie es
im Hilbert-Raum erklért ist, vergleichen. Fiir lineares T sind ker(T") und R(T') stets
Untervektorrdume; fir stetiges T ist ker(7T') = T(_l)(O) stets abgeschlossen. Hingegen
braucht R(T") nicht abgeschlossen zu sein (siehe Beispiel 1.52). Es gilt jedoch der folgende
Satz, fiir dessen Beweis wird auf Drédbek und Milota (2007), Prop. 2.1.27, bzw. auch
Werner (1997), Satz II1.4.5. verwiesen.

Satz 1.42 (Closed-Range-Theorem)
Es seien X, Y Banach-Rdume und T € L(X,Y), T* € L(Y ™, X™) gegeben. Dann sind
die folgenden Bedingungen aquivalent:
Closed Range R(T) ist abgeschlossen.
Fredholmsche Alternative R(T) = (ker(T*)). < R(T*) = (ker(T))".

Mit R(T) ist auch R(T™) abgeschlossen. Man beachte, dass die Bedingung R(T) =
(ker(T™)) 1 aus dem Satz keine hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung

Te=b, z€X,beY (1.19)

darstellt, da nur die AbschlieBung von R(T") charakterisiert wird.
Die Aquivalenz R(T) = (ker(T*)). < R(T*) = (ker(T))* bedeutet fiir die Operator-
gleichung (1.19) und ihre adjungierte Gleichung

T*z* =b*, 2*eY* b"eX": (1.20)
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i. Fiir gegebenes b € Y hat die Originalgleichung (1.19) eine Losung, genau dann wenn
die Bedingung

z*(b) =0 (1.21)

fiir alle Losungen z* der adjungierten homogenen Gleichung (1.20) erfiillt ist.
ii. Umgekehrt gilt fiir gegebenes b* € X, dass die adjungierte Gleichung (1.20) eine
Losung genau dann hat, wenn die Bedingung

b*(x) =0 (1.22)
fiir alle Losungen x der homogenen Originalgleichung (1.19) erfiillt ist.

In der Tat, falls T2 = b und T z* = 0 gelten, dann folgt
z*(b) = 2" (Tx) = (T"z")(z) = 0.

Folglich repréasentiert (1.21) eine einfache notwendige Losbarkeitsbedingung fiir (1.19).
Fiir einen abgeschlossenen Wertebereich R(T") ist diese Bedingung auch hinreichend. Des
Weiteren folgt mit T*z* = b und Tz = 0 die Bedingung

b*(z) = (T"z")(z) = 2™ (Tx) = 0.

Dies ist die Losbarkeitsbedingung (1.22) fiir die adjungierte Gleichung (1.20).

Falls X und Y endlichdimensionale Raume sind, dann ist R(T") automatisch abgeschlos-
sen. Die Aussagen i. und ii. stimmen mit den klassischen Resultaten fiir endliche lineare
Gleichungssysteme iiberein.

Einerseits gibt es Operatoren, deren Wertevorrat nicht abgeschlossen ist. Das Beispiel
1.52 untersucht diesen Sachverhalt. Mitunter ist es nicht schwer zu entscheiden, ob ein
Operator einen abgeschlossenen Wertevorrat hat oder nicht (sieche Aufgabe 2.11).
Andererseits gibt es eine (grofie) Klasse von Operatoren, die einen abgeschlossenen Wer-
tebereich haben, ndmlich die so genannten Fredholm-Operatoren. Diesen werden wir uns
im Unterabschnitt 1.2.5 zuwenden.

1.2.4 Direkte Summe und Projektoren

Sind (X, || - |lx) und (Y,] - ||y) zwei normierte Rdume, so ist der Produktraum X x Y’
wie tiblich als Menge aller Paare (z,y) mit x € X und y € Y definiert. Als Norm auf
X XY kann man etwa

@ W)llxxy = llzllx +[lylly  oder |[(z,y)llec := max{|[z]|x, [lyllv}

wahlen. Sind X und Y Banach-Réume, so ist X X Y mit jeder dieser Norm wieder ein
Banach-Raum.
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Sind speziell X1 und X2 zwei Unterrdume eines normierten Raumes X so betrachtet
man auch statt des Produktes X1 x X2 den Summenraum

X1+ Xo:={z1+z2 |21 € X1,02 € Xo}.

Im Fall X; N X2 = {0} schreibt man X; & X statt nur X; + X5 und nennt dies die
direkte Summe von X1 und Xa. Der Zusammenhang zu dem Produktraum X x X2 kann
durch die Zuordnung

X1 X Xo — (Xl X {O}) D ({0} X X2)
(z1,22) = (21,0) + (0, 22)

hergestellt werden.

Darauf aufbauend wollen wir eine besonders einfache Klasse von linearen Operatoren
untersuchen, die wir auch Projektor bzw. Projektionsoperator nennen. Dies sind lineare
Operatoren P : X — X, fiir die P2 = P gilt. Mit P ist dann auch Q = I — P
eine Projektion. Hierbei gilt ker(P) = R(Q) und R(P) = ker(Q). Die Darstellung = =
(z — Px) + (Px) liefert zu jeder Projektion P eine Zerlegung von X als direkte Summe
X = ker(P) @ R(P). Dies sieht man leicht: Aus y € ker(P) N R(P) folgt Py = 0 und
y = Pz fiir ein z € X, also 0 = Py = P>z = Pz =y.

Diese Argumentation kann man auch umkehren. Ist namlich X = X1 @ X2 mit zwei
Unterrdumen X1, X2 C X, so definiert man einen Projektionsoperator P wie folgt: Ist
r = x1 + 22 mit x1 € X1 und z2 € Xo, so setzt man Pz := xz3. Die Abbildung
P : X — X ist offensichtlich linear und erfillt X1 = ker(P) und Xo = R(P), sowie
P? = P. Man driickt diesen Sachverhalt durch die folgende Sprechweise aus: P ist eine
Projektion von X auf X2 ldngs X1. Offensichtlich ist dann @ := I — P die Projektion
von X auf X; langs Xo.

Beispiel 1.43

1. Es sei X = R? = X7 ® X2, wobei X1 und X2 zwei Geraden sind (siche Abbildung
1.5). Die Projektion P : X — X auf X; entlang X»> entspricht der gewdhnlichen Paral-
lelprojektion auf X; parallel zu X,. Da P stetig ist, reprisentiert R? = X; @ Xo eine
direkte Summe. Sowohl ker(P) als auch R(P) sind abgeschlossene Unterriume von R?.
2. Wir betrachten im Folgenraum X := [ (1 < p < o) fiir jedes n € N den linearen
Operator

Pﬂ:lp*)lpa Pn(£17£27§37"') = (517”'75’”4707"')'

Man rechnet leicht nach, dass alle P, Projektionsoperatoren und ker(P,) und R(P)
abgeschlossene Unterraume von [P sind. |

Voran stehendes Beispiel lasst vermuten, dass es zwischen der Beschrianktheit der Pro-
jektion P und den jeweiligen Unterrdumen einen Zusammenhang gibt.
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RZ

Abb. 1.5 Direkte Summe R? =
X1 6 X2

Satz 1.44
Es sei X := X1 @ X2 ein Banach-Raum und P die Projektion von X auf X, langs X;.
Genau dann ist P beschrankt, wenn X7 und X2 beide abgeschlossen in X sind.

Nach diesem Satz gibt es also bei gegebenem Banach-Raum X und abgeschlossenem
Unterraum X1 C X immer genau dann eine stetige Projektion von X auf X1, wenn ein
weiterer abgeschlossener Unterraum Xo C X mit X = X; & X» existiert.

Nicht jeder Unterraum eines Banach-Raumes X kann als Wertebereich eines gewissen
stetigen Projektionsoperators dargestellt werden (sieche Dunford und Schwartz (1964),
Bd. I). Im Hilbert-Raum kann man auf jeden abgeschlossenen Unterraum projizieren.
Insbesondere kann man stets auf endlichdimensionale Unterrdume X; C X stetig proji-
zieren. Somit gibt es dann auch immer einen abgeschlossenen Unterraum X2 C X mit
X = X1 ® X2 (ndmlich X7 := ker(P)). Einen kurzen Beweis fiir die letzte Behauptung
findet man in Appell und Vath (2005).

Nun koénnen wir die Kodimension eines linearen Teilraumes X; von X erkldren. Der
Begriff ist ein rein algebraischer Begriff, der nicht von einer Norm auf X abhéngt. Wir
passen die Definition dieses Begriffes an die weitere Vorgehensweise an, indem wir im
Folgenden stets davon ausgehen, dass ein normierter Raum X vorliegt und dieser in eine
direkte Summe von abgeschlossenen Unterrdumen X = X; @ X2 aufgesplittet werden
kann. Die Kodimension von X1 ist die Dimension eines beliebigen Unterraumes X2 von
X, der die Bedingung X = X; & Xao erfiillt. Es ist dann codim X; = dim X2 und
auflerdem gilt fiir dim X < oo: codim X1 = dim X — dim X;.

Beispiel 1.45 (Kodimension)
Fiir einen m-dimensionalen linearen Unterraum X7 von R™, n > 1, ergibt sich

codimX; =n—m.
Falls X; eine Ebene durch den Ursprung im R? ist, dann gilt

dimX; =2 und codimX;=1. |
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1.2.5 Fredholm-Operatoren

In Anwendung der Begriffsbildungen aus Abschnitt 1.2.4 beschéftigen wir uns mit der
linearen Operatorgleichung

Te=b, z€X. (1.23)

Satz 1.46

Es seien der Operator T': X — Y linear und X,Y lineare Radume iiber K. Es sei X; ein
festes algebraisches Komplement des Nullraumes ker(7'), d. h. X ist linearer Teilraum
von X, so dass

X =ker(T) ® X . (1.24)
Dann sind die folgenden Behauptungen erfiillt:
i. Die Einschrankung
T: X1 — R(T) (1.25)
ist linear und bijektiv. Folglich gilt
codim ker(T") = dim R(T) . (1.26)

ii. Zusatzlich wird vorausgesetzt, dass X und Y Banach-Rdume, X1 und R(T") abge-
schlossen und 7' : X — Y stetig sind. Dann ist der Operator (1.25) ein linearer
Homoéomorphismus.

Wir erinnern noch einmal daran, dass R(T) = T'(X) und die Zahl dim R(T) der Rang
von T genannt wird. Symbol: rang (T') := dim R(T).

Beweis: Zu i.: Die Abbildung 1.25 ist definitionsgeméfl surjektiv. Aus Tx = 0 mit
x € X, folgt x € ker(T') N X1 und somit x = 0, folglich injektiv.
Zu ii.: Dies folgt aus dem Open Mapping Theorem 1.34. (]

Eine besonders einfache Situation ergibt sich fiir dim X < co und dimY < oo. Es sei S :
X1 — R(T) die Einschrénkung des Operators T : X — R(T) auf den linearen Unterraum
X1 von X. Dann ist fiir gegebenes b € R(T) die Losungsmenge der Originalgleichung
(1.23) gegeben durch

S+ ker(T) :={S 'b+z | = € ker(T)},

wobei dimker(7T") = dim X — rang (T) ist.



1.2 Lineare Operatoren 37

Wie bereits in Bemerkung 1.31 erwahnt, besitzt in endlichdimensionalen Rdumen der
lineare Operator T : X — X nur Eigenwerte und regulare Werte. Dies bedeutet fiir die
Gleichung Tx — Az = y folgendes Losungsverhalten:

m  Entweder: X ist reguldrer Wert von 7" und die Gleichung Tz — Az = y besitzt damit
fiir jedes y genau eine Losung =z € X.

m  Oder: X ist Eigenwert von T und die Gleichung Tz — Az = y besitzt nur fiir gewisse
y € X eine Losung und dann gibt es immer mehrere (unendlich viele) Losungen.

Diese Alternative wird Fredholmsche Alternative genannt. In der Regel erfolgt diese
Bezeichnung meist im Zusammenhang mit einem unendlichdimensionalen Raum. Wir
wollen fiir eine Klasse von Operatoren ein &hnliches Resultat fiir unendlichdimensionale
Réaume gewinnen. Zunéchst sei an einem einfachen Beispiel gezeigt, dass in unendlichdi-
mensionalen R&umen ohne weitere Voraussetzungen an den Operator T' die Fredholmsche
Alternative nicht zwingend vorliegen muss.

Beispiel 1.47
Es seien X := (2 und der Operator

T:1°> =12 T(x1,w2,23,...) = (v2,T3,%4,...)

als die so genannte Linksverschiebung gegeben. Die Gleichung T'x = y hat fiir jedes
y = (y1,92,¥3,...) € X eine Losung, diese ist jedoch nicht eindeutig bestimmt. Jedes
x = (a,y1,Yy2,y3,...) mit beliebigem a € R ist Losung. Dariiber hinaus ist A = 0 ein
Eigenwert, da z = (a,0,0,0,...) mit a € R\{0} im Nullraum von 7 liegt, d. h. es ist die
Gleichung Tz = 0 erfiillt.

Eine entsprechende Uberlegung im Raum X := [ kann mit der Rechtsverschiebung

T:1? =12 T(x1,z2,23,...) := (0,21, 22,...)

durchgefithrt werden. Die Gleichung Tx = y hat nur fir gewisse y = (y1,y2,93,...) € X
(némlich solche mit y1 = 0) eine Losung = = (y2,y3, Y4, . . .), diese ist jedoch eindeutig
bestimmt. Der Wert A = 0 gehért zu o-(T), da R(T) = {y = (y1,y2,93,...) | y1 =
0, y2 = x1, Y3 = T2, ...} nicht dicht in X liegt. ]

Im Weiteren betrachten wir wieder lineare Operatorgleichungen

Te=y, zc€X (1.27)

T'z" =y", 2" eY” (1.28)
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fiir gegebene y* € X*. Wir suchen eine Klasse linearer Operatoren T, fiir die die bekann-
ten Losbarkeitseigenschaften klassischer linearer Gleichungssysteme mit X := R™ und
Y := R™ soweit wie moglich erhalten bleiben. Diese Klasse wird durch die Fredholm-
Operatoren geschaffen. Die wichtigste Aussage iiber die Losung linearer Operatorglei-
chungen ist die Fredholmsche Alternative, die von Fredholm'® zuerst fiir eine nach ihm
benannte Klasse von linearen Integralgleichungen gefunden wurde. Wir geben zunéchst
den Begriff des Fredholm-Operators an.

Definition 1.48 (Fredholm-Operator)

Es seien X und Y Banach-Réume tiber K. Der Operator 7' € £(X,Y) heifit Fredholm-
Operator (kurz: F-Operator), falls dim ker(7") und codim R(T") endlich sind. Die ganze
Zahl

ind(T) := dimker(T") — codim R(T)
heif}t der Index von T'.

Jeder Fredholm-Operator T € L£(X,Y) mit Index Null erfiillt die Fredholmsche Al-
ternative, denn T ist genau dann injektiv (dimker(7) = 0), wenn T surjektiv ist
(codim R(T") = 0).

Die Endlichkeit der Kodimension des Bildes von 1" bedeutet, dass der Raum Y die Dar-
stellung Y = R(T) @ Yo mit einem endlichdimensionalen Unterraum Yy C Y hat. Es
gilt dann: codim R(7T) := dimYp. Jedes Element y € Y hat die einzige Darstellung
Y = Yr(r) + Yv, mit yr(ry € R(T) und yy, € Yo. Allgemein gilt die folgende Aussage:
Gibt es einen abgeschlossenen Unterraum Y1 C Y mit Y = R(T) @ Y1, so ist R(T)
abgeschlossen in Y (siehe Appell und Vath (2005), Satz 7.6 oder auch Zeidler (1986),
Proposition 8.14).

Den Prototyp eines Fredholm-Operators haben wir bereits (unbewusst) in der Theorie
der linearen Gleichungssysteme kennen gelernt, wie nachfolgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 1.49

Fir X := K” und Y := K" ist jeder lineare Operator T : X — Y ein Fredholm-
Operator mit Index ind (T") = n — m. Dies sieht man wie folgt: Es sei r := rang (T'). Um
den Index zu berechnen, schreiben wir

X=ker(T)® X1, Y=RT) &Y.

Der Operator T' := T|x, mit 7' : X1 — R(T) ist bijektiv. Somit ist dim X1 = 7 und es
gilt

dim ker(T) =dimX —r, codimR(T)=dimY; = dimY —r.

10Erik Ivar Fredholm (1866-1927), schwedischer Mathematiker. Er begriindete 1903 die moderne
Theorie der Integralgleichungen, auch Fredholm-Theorie genannt.
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Hieraus folgt ind (T') = dimker(T) — codim R(T) = dim X — dimY =n — m. |

Auch in unendlichdimensionalen Raumen gibt es Fredholm-Operatoren mit sowohl posi-
tivem als auch negativem Index.

Beispiel 1.50
Es sei wie in Beispiel 1.47

X :=Y :=1% und T(z1,x2,x3,...) = (2,23, 24, ...)

die Linksverschiebung. Da T surjektiv ist, folgt codim R(T) = 0. Andererseits ist
dimkerT” = 1 und somit ind(7') = 1. Man {iiberlegt sich leicht, dass ind(T") = n
(n € N) gilt. [ |

Beispiel 1.51
Es sei wie in Beispiel 1.47

X =Y :=101* und T(x1,z2,x3,...) = (0,21, 22,...)

die Rechtsverschiebung. Da T injektiv ist, folgt dimker(7") = 0. Andererseits ist
codim R(T") = 1 und somit ind(7") = —1. Man {iiberlegt sich leicht, dass ind(T") = —n
(n € N) gilt. [ |

Wir betrachten ein Beispiel eines linearen stetigen Operators, der kein Fredholm-
Operator ist.

Beispiel 1.52
Es seien X = Y := C°—1,1] und beide Riume mit der Max-Norm ausgestattet. Der
Operator T sei definiert durch

T:X-Y, (Tz)(s) ::/ x(t)dt (se[-1,1]).
-1
Man rechnet leicht nach, dass || T|| = 2 gilt. Aus (T'z)(s) = 0 folgt sofort x(s) = 0, also
ist T injektiv. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung bildet T' den
Raum C°[—1, 1] tatsichlich in den Raum C'[—1, 1] ab. Der Wertevorrat von T ist

R(T)={y €C'[-1,1] | y(-1) =0}.

Damit ist klar, dass T nicht surjektiv ist. Wir iiberlegen uns, dass R(T") nicht abgeschlos-
sen ist. Dazu ist zu zeigen, dass es eine Folge (y») mit (yn) C R(T), yn — y € C°[—1,1]
und y € R(T) gibt. Wir betrachten

0, -1<t<0
Zn(t) :=1< nt, 0<t<1/n
1, 1/n < t<1.
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Damit bekommen wir eine Bildfolge (y») der Form

0, -1<t<0
yn(t) := (Tzp)(t) = ¢ Int?, 0<t<l1/n
t—1/2n), 1/n < t <1,

die in R(T) liegt. Man sieht sofort, dass (y») punktweise konvergiert:

0, -1 <t<O0
t) := -
y(®) { 0 < t< 1.

Die Grenzfunktion y liegt in C°[—1,1] und es gilt lim,—, oo max;c(—1,1] [yn(t) —y(t)| = 0.
Dies folgt aus der Abschétzung

— < t° —t t———t
lyn —lleo < max 101+ max [jnt®—¢|+ max | |
1 1 1
<0+ —4— = =.
- +2n+2n n

Somit konvergiert (yn) sogar gleichméfig gegen y, jedoch ist y & R(T'), da esin ¢t =0
nicht differenzierbar ist, d. h. R(T') ist nicht abgeschlossen. Nun hat jeder Komplemen-
tirraum zu R(T) die Form Y; := {y € C°[—1,1] | y(—1) # 0}. Beispielsweise ist das
Funktionensystem (gn ), gn := cos(2nzt) in dem Komplementarraum Y7 enthalten und
dariiber hinaus linear unabhéngig. Damit gilt bereits dim Y7 = co. Demzufolge hat R(T’)
keine endliche Kodimension. ]

Der folgende Satz fasst wichtige Eigenschaften von Fredholm-Operatoren zusammen:

Satz 1.53 (Eigenschaften von Fredholm-Operatoren)
Es seien X und Y Banach-Réume und T' € £(X,Y). Fiir einen Fredholm-Operator T
gelten die folgenden Aussagen:

i. Fallsind(7T") = 0 und ker(7T') = {0}, dann hat die Gleichung (1.27) genau eine Losung
fiir jedes y € Y und es ist T~ € L(Y, X).

ii. Der Wertebereich von T ist abgeschlossen. Fiir festes y € Y hat die Gleichung (1.27)
eine Losung genau dann, wenn z*(y) = 0 fir alle * € ker(7™) gilt.

iii. Falls S € K(X,Y), dann ist 7'+ S auch ein Fredholm-Operator und es gilt

ind(T + S) = ind(T).
iv. Der duale Operator T ist ebenfalls ein Fredholm-Operator und es ist
dimker(7T™) = codim R(T), codim R(T™) = dim ker(T),
ind(77) = —ind(T).

Die duale Gleichung (1.28) hat eine Losung fur festes y* € X*, genau dann, wenn
y*(z) = 0 fur alle x € ker(T).
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Die Menge K(X,Y) in iii. bezeichnet die Klasse der linearen kompakten Operatoren.
Diese werden in Abschnitt 1.2.6 ausfithrlich diskutiert.

Beweis: Zu i.: Der Operator T': X — Y ist wegen ker(T') = {0} injektiv und ind(T") = 0
impliziert codim (R(T)) = 0, d. h. R(T) =Y. Damit ist T auch surjektiv. Die Stetigkeit
von T~ folgt nun aus dem Open Mapping Theorem (Satz 1.34).

Zu ii.: Diese Aussage gilt bereits, wenn R(T") lediglich abgeschlossenen ist. Wir zeigen
zuerst die Notwendigkeit der Bedingung. Es sei also Tx = y losbar (etwa durch x = xo)
und T*z* = 0. Aus Griinden der iibersichtlicheren Darstellung setzen wir (z*,y) :=
z*(y). Dann ist (z*,y) = (", Txo) = (T*x",z0) = (0,x0) = 0. Damit ist (z*,y) =0
eine notwendige Losbarkeitsbedingung.

Nun gelte (z*,y) = 0 fiir alle * € ker(T™). Wire Tx = y nicht auflosbar, lage also y
nicht im (abgeschlossenen) Unterraum T'(X), so gibe es nach Korollar 1.36 ein z* in Y™
mit

(T*z",z) = (2", Tz) = (z*,y) =0, Vz € X, aber (z",y)=1.

Aus (T*z*,z) = 0 fir alle x € X folgt T"z* = 0. Wegen unserer Voraussetzung ist
(z*,y) = 0 im Widerspruch zu (z*,y) = 1. Die Gleichung Tx = y muss also doch
auflosbar sein.

Fiir die weiteren Beweise konsultiere man Zeidler (1986), S. 366-367. g

Beispiel 1.54

Mit Hilfe des Index eines Fredholm-Operators kann man Eigenschaften einer Abbildung
charakterisieren: Es sei T': X — Y ein linearer Fredholm-Operator, X und Y normierte
Raume tiber K. Dann gilt:

i. T surjektiv < ind (T") = dimker(7T).

ii. T injektiv < dimker(7) =0 (d.h.ind (7T) = —codim R(T)).

iii. T bijektiv < ind(T") = dimker(7") = 0.

iv. Falls X und Y Banach-Raume sind, dann hat die Gleichung Tz = b, x € X, fiir
jedes b € Y genau eine Losung, genau dann wenn ind (1) = dim ker(7") = 0 gilt.

Beweis: Zui.: T ist surjektiv, genau dann wenn codim R(T") = 0.

Zu ii., iii.: Dies ist klar.
Zu iv.: Man wende das Open Mapping Theorem an (sieche Satz 1.34). |

1.2.6 Kompakte Operatoren

Weitere Eigenschaften iiber Fredholm-Operatoren lassen sich beweisen, wenn man den
Begriff des linearen kompakten Operators einbezieht. Im Zusammenhang mit Eigenwert-
gleichungen der Form (A —T)x = y ist T stets aus £(X, X). Solche Operatoren konnen
sich als spezielle Fredholm-Operatoren erweisen. Wenn man dariiber hinaus fiir lineare
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stetige Operatoren den Begriff Stetigkeit durch Kompaktheit ersetzt, dann lassen sich Er-
gebnisse liber lineare stetige Operatoren von dem R™ auf unendlichdimensionale Rdume
in geeigneter Weise iibertragen.

Wihrend lineare stetige Operatoren beschrankte Mengen in beschrinkte Mengen iiber-
fiihren, sind kompakte Operatoren durch die folgende Eigenschaft gekennzeichnet:

Definition 1.55 (Kompakter Operator)

Es sei T : X — Y ein Operator und X sowie Y normierte Rdume. T heifit kompakt,
wenn fiir jede beschrankte Menge M C X das Bild T'(M) C Y relativ kompakt ist. Die
Menge aller linearen kompakten Operatoren von X in Y bezeichnen wir mit

KX, Y):={T: X —Y | T linear und kompakt} . (1.29)

Kompakte Operatoren iiberfithren also beschrankte Mengen in relativ kompakte Mengen,
womit stets K(X,Y) C L(X,Y) gilt. Diese Mengeninklusion ist klar, da jede prakompak-
te Menge beschrankt ist. Dariiber hinaus gilt sogar fiir einen endlichdimensionalen nor-
mierte Raum Y die Beziehung IC(X,Y) = £(X,Y). Insbesondere ist in Beispiel 1.49 we-
gen X := K", Y := K™ der Operator T kompakt. Allerdings folgt (X, X) # L(X, X),
falls X unendlichdimensional ist. Wire Ix € IC(X, X), dann miisste die Einheitskugel
K x[0;1] relativ kompakt sein. Es gilt jedoch: Die Einheitskugel Kx[0;1] ist genau fiir
endlichdimensionales X relativ kompakt. Damit ist klar: In jedem unendlichdimensiona-
len Raum gibt es lineare beschrinkte Operatoren, die nicht kompakt sind. Die Beziehun-
gen zwischen linearen kompakten bzw. linearen stetigen Operatoren T sind in folgendem
Schema zusammengefasst:

T kompakt T beschrankt <« T stetig.

=
<+
Bemerkung 1.56

1. Da jeder lineare Operator insbesondere homogen ist, geniigt es fiir die Kompaktheit
eines Operators zu zeigen, dass er die Einheitskugel K x[0; 1] in eine priakompakte Teil-

menge von Y iiberfiihrt.
2. Fir Ty € £L(X,Y) und Tz € L(Y, Z) gilt:

T1 oder T» kompakt = T>T1 kompakt.

3. Ist Y ein Banach-Raum, so ist (X, Y') ein abgeschlossener Unterraum von £(X,Y)
(siehe Appell und Vith (2005), Lemma 5.2). Insbesondere gilt dann:

Aus (Th)nen CK(X,Y) und T, — T folgt T € K(X,Y). |

Hat man also Operatoren auf Banach-R&umen definiert, dann kann man unter Ausnut-
zung der Abgeschlossenheit von K(X,Y) in £(X,Y) neue kompakte Operatoren aus
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bekannten kompakten Operatoren durch ,,Grenzwertbildung“ erzeugen. Dabei muss die
Grenzwertbildung im Sinne der Normkonvergenz erfolgen.

Beispiel 1.57
Essei X :=Y :=1' und T : X — Y definiert durch

T(&1,€2,63,...) = (€1, 562, 583, ) - (1.30)

Um die Kompaktheit von T" nachzuweisen, betrachten wir neben 71" die endlichdimensio-

nalen, beschrinkten und damit kompakten Operatoren

Tn(fl,fg,gg,...) = (51,%52, %&,,...,%@L,O,...), n = 1,2,... .

Wegen
| Tz — Trhx|; = OOE l|§k| < L Eoo €| < : [EIR
k “—n+1 “—n+1
k=n+1 k=n+1

ist |T—Tn|| <1/(n+1), d. h. (Th)nen ist normkonvergent gegen 7'. Somit ist nach der
Bemerkung 1.56 der Operator T' kompakt. |

Wir haben bis jetzt die Kompaktheit linearer Operatoren mit Hilfe der Aussage aus
Bemerkung 1.56 bewiesen. Hierzu musste man sich stets endlichdimensionale Operatoren
T), einfallen lassen, die den zu untersuchenden Operator in Bezug auf die Normkonvergenz
beliebig genau approximieren. Falls man solche Operatoren nicht findet, kann man diese
Untersuchungsmethode nicht anwenden.

Wenn es sich jedoch um Abbildungen aus C° in C° handelt, kann man das Kompakt-
heitskriterium von Arzela'' und Ascoli'? heranziehen. Einen Beweis dieses Satzes findet
man in Appell und V&th (2005), S. 49.

Satz 1.58 (Arzela und Ascoli)

Eine Menge M c C° [0, 1] ist genau dann prakompakt, wenn sie beschrankt und gleich-
gradig stetig ist. Dabei heifit M gleichgradig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
gibt, so dass fiir alle f € M und alle z,y € [0, 1] mit |2 — y| < 0 stets | f(z) — f(y)| < e
bleibt.

Wir untersuchen nun eine Klasse von (nichtlinearen) Integraloperatoren auf Kompakt-
heit.

1 Cesare Arzela (1847-1912) war ein italienischer Mathematiker und wurde 1880 als Professor an
die Universitat Bologna berufen. 1889 wurde der Satz von Ascoli von ihm zum Satz von Arzela-Ascoli
verallgemeinert.

12Giulio Ascoli (1843-1896) war ein italienischer Mathematiker. Auf ihn ist der Satz von Arzela-
Ascoli zuriickzufiihren.
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Beispiel 1.59
Gegeben seien X := C°[a,b] (—oo < a < b < 00) und der Integraloperator

(Tz)(s) := /b F(s,t,xz(t))dt fir alle s € [a,b].
Wir nehmen an, dass

F:Q—-R, Q:={(stzx)e€ R? | s,t € [a,b], |z| <7, >0, rfest}
stetig auf @ ist und behaupten: Der Operator

T -M—-X, M={zeX | |z|<r}

ist kompakt.
Die stetige Funktion F' ist auf der kompakten Menge ) sogar gleichméflig stetig. Dies
impliziert, dass es fiir jedes € > 0 eine Zahl § > 0 gibt, so dass

|F(s1,t, 1) — F(s2,t,x2)| <€ (1.31)

fir alle (s1,¢,x1), (s2,t,z2) € Q mit |s1 — s2| + |x1 — z2| < §. Wir zeigen zuerst die
Stetigkeit von T'. Falls « € M, dann ist die Funktion z : [a,b] — R und |z(t)| < r fiir
alle ¢ € [a, b]. Somit ist die Funktion Tz : [a, b] — R ebenfalls stetig. Es seien z1,z2 € M

und mit
21 — 22| = max, [oi(t) z2(t)] <6
gilt die Abschétzung
b
Tz — Tza = rgaé(b’/ [F(s,t,21(t)) — F(s,t,z2())] dt| < (b — a)e,

gemédB (1.31). Dies besagt, dass T' stetig ist.
Nun zeigen wir die Kompaktheit von T': M — X. Da M bereits beschrénkt ist, verbleibt
nach dem Satz von Arzela und Ascoli noch der Nachweis:

(i) T(M) ist beschrinkt, (ii) T(M) ist gleichgradig stetig.
Zu (i): Mit K := max(s+,z)eq |F(s,t,z)| folgt fiir alle x € M
b
|ITz|| = max ‘/ F(s,t,w(t))dt‘ <(b—a)K.
a<s<b a

Zu (ii): Sei |s1 — s2| < 6 und s1, s2 € [a,b]. Dann folgt wegen (1.31)

[(Tz)(s1) = (Tz)(s2)]

IN

b
/ |F(s1,t,2(t)) — F(s2,t,z(t))| d¢
(b

< —a)e fir alle z € M. (1.32)

Dies zeigt, dass der (nichtlineare) Operator T kompakt ist. |
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Beispiel 1.60
Wir setzen F(s,t,z(-)) := k(s,t)z(-), wobei k : [0,1] x [0, 1] — R stetig und = € C°[0, 1]
sind und betrachten den durch

T:¢°0,1] — C°0,1], (Tz)(s):= /lk(s,t)x(t) dt (1.33)

definierten Operator. T' heifit Fredholmscher Integraloperator und k ist sein Kern. Dass
T wieder in C°[0,1] abbildet, entnimmt man der Abschitzung (1.32). Seine Linearitit

ist offensichtlich, die Stetigkeit bzgl. der Maximumnorm sieht man wie folgt. Es gelten
die Abschatzungen

ITe]| = max |(Ta)(s)| = max ]/ k(s, t)u t)dt’
0,1 s€lo,
< max / |k (s t)\ max |u(t )|> = | max / |k(s,t) |dt ||| -
s€[0,1] se[o
Dies liefert die Normabschatzung
1
IT] < max / |k(s,t)|dt. (1.34)
s€[0,1] Jo
Dariiber hinaus ist 7" kompakt, wie bereits in Beispiel 1.59 gezeigt. ]

Beispiel 1.61 (Inklusionsabbildung)
Es sei

C*la,b] :={y : [a,b] = R | y) stetig auf [a,b], j=1,...k},

y(j ) bezeichnet die j-te Ableitung von y und [a, b] ist ein kompaktes Intervall. Dann ist
(Ck[a, b, |l - llex) mit der Ck—NQrm lyllcx = Z?:o ly9|co ein Banach-Raum, wobei
ly“9{|co die Max-Norm von 39) in C°[a, ] ist. Eine Funktion y € C**'[a, b] liegt auch
in C*[a,b] und folglich gibt es eine sogenannte Inklusionsabbildung (auch Einbettung

genannt)
§:C M a,b] — C¥la,b] mit y— j(y) = v. (1.35)
Man kann zeigen, dass diese Inklusion j : C**[a, b] — C*[a, b] kompakt ist. [ |

Das Spektrum eines kompakten Operators ist von besonders iibersichtlicher Gestalt. Die
genannten Aussagen folgen aus Beweisen, die in Riesz und Nagy Riesz und Sz-Nagy
(1956) nachgelesen werden kénnen.
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Satz 1.62
Es sei (X, || - ||) ein Banach-Raum iiber K und T € (X, X), T # 0. Dann gilt:

i. T hat nur endlich viele oder abzéhlbar unendlich viele Eigenwerte von endlicher
Vielfachheit (d. h. 0 < dimker(T — A\I) < o0), die sich bei Null hiufen.

ii. Jede Zahl A # 0, die zum Spektrum von T gehort, ist ein Eigenwert von T (gehort
also zum Punktspektrum o, (7).

Das Eigenwertverhalten von kompakten Operatoren kann dennoch sehr vielgestaltig sein.
Die néchsten Beispiele 1.63 - 1.65 zeigen verschiedene Situationen auf. Im ersten Beispiel
wird an Hand eines Volterra-Integraloperators sichtbar, dass das Spektrum von T nur
aus der Null bestehen kann und Null selbst kein Eigenwert von T ist.

Beispiel 1.63 (Volterra-Operator)
Gegeben sei der Volterra-Operator'?

T:¢°0,1] —C°0,1],  (Tz)(s) := /Osa:(t)dt

und es sei C°[0,1] mit der Maximum-Norm ausgestattet. Wir berechnen das Spektrum
o(T) fir zwei Situationen.

a): Fiir die Abbildung 7' mit Definitionsbereich C°[0, 1] gilt o(T) = o(T) = {0}. Um
das einzusehen, betrachte man die Gleichung (T'x)(s) = f; z(t)dt = 0 (A = 0). Nach
dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung folgt aus (Tz)(s) = fos z(t)dt =:
#(s) = 0 mit () € C*[0, 1] sofort Z(s) = 2(s) = 0 (Vs € [0,1]). Das ist die Injektivitt
von T und T hat kein dichtes Bild, da stets (T'z)(0) = Z(0) = 0 gilt. Also ist 0 € o (T).
b): Wir schriinken jetzt den Definitionsbereich von T' auf die Menge X := {z € C°[0,1] |
z(0) = 0} ein und berechnen nun (von der Abbildung 7' : X — X) das Spektrum. Es
gilt o(T) = o.(T) = {0}. In der Tat ist der Operator T fiir A\ = 0 wieder injektiv. Wegen

R(T) = {y €C'[0,1] | y(0) =0} & C'[0,1]

gilt zunachst R(T) & X, jedoch gilt fiir die AbschlieBung von R(T) die Beziehung
R(T) = X, also ist diesmal 0 € o.(T).
c): Die Gleichung

A —Tr=y (AN#£0) (1.36)

kann fiir A # 0 eindeutig nach x fiir jede rechte Seite y € CO[O, 1] bzw. y € X aufgeldst
werden. Es ist dann A\I — T bijektiv, und die Stetigkeit des inversen Operators ergibt sich
aus dem Satz von Banach. Somit ist p(T') = R\{0}. |

13Vito Volterra (1860-1940). Studium an der Universitit von Pisa. Bekannt sind vor allem seine
Arbeiten zu Integralgleichungen und zur Populationsdynamik in Rauber-Beute-Beziehungen.
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Wir wollen an einem weiteren Beispiel zeigen, dass ein kompakter Operator unendlich
viele charakteristische Werte haben kann, die eine unbeschréankte Folge ohne Haufungs-
punkte bilden. Fiir die Eigenwerte des Operators bedeutet dies, dass sie sich hochstens
bei Null hdufen konnen.

Beispiel 1.64
Gegeben sei das Randwertproblem (RWP)

&=—px, z(0)==z(1)=0, pu>0. (1.37)

Wir schreiben das RWP in eine Operatorgleichung um, indem wir den Operator

L:X Y, Le:=&, X:=C3[0,1, Y:=c°0,1],
C310,1] :==A{x | z € C*[0,1], x(0) = z(1) = 0}, [[zllc := llzllco + [[Ellco + [l ]lco

einfithren. Die Gleichung (1.37) geht iiber in
Lx = —px. (1.38)

Damit der Operator L eine Abbildung in sich vermittelt, miisste man L wie folgt defi-
nieren: L : dom (L) C Y — Y mit dom (L) := X. Der Operator L ist jedoch nur als
Abbildung L : X — Y stetig:

[Lzlco := max, (L) ()] = lEllco < [[E]lco + ll2llco + [[zllco = llzllc= -

Betrachtet man L als Abbildung L : Y — Y, dann zeigt die Funktionenfolge () C Y,
xn(t) := sin(nnt), dass L nicht beschrankt ist:

|Lzn|lco := max |(Lzn)(t)] = n’n> max] | — sin(nwt)| = n®7%||@n|co = n’r.
¢ 1

€[0,1] telo

Dies veranlasst uns, das RWP (1.37) in eine Integralgleichung zu iiberfithren. Wir inte-
grieren (1.37) tiber [0, ¢] und erhalten

/Ot #(r)dr = i(t) — 2(0) = —p /Ot () dr .

Nochmalige Integration iiber [0, s] liefert (man beachte x(0) = 0)

[ ([ema)ar = [ [Cawar)a

= —u/os(s—t):c(t)dt. (1.39)

z(s) — ¢(0)s
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Der Term ¢(0)s folgt aus (1.39) in Verbindung mit der Randbedingung z(1) = 0:

#(0) = “/o (1 - t)a(t)dt.

Nach Einsetzen von £(0) in (1.39) und Aufspalten der Integration {iber die Intervalle
[0, s] und [s, 1], wobei s € [0, 1], ergibt sich

z(s) = x(0)s — ,u/os(s —tz(t)dt = us/o (1 —t)z(t)dt — u/os(s —t)x(t) dt

= ,u/o (s(l—t)—(s—t))a:(t)dt—l—,u/ s(1—¢)x(t)de.

=t(l—s)

Hierfiir schreiben wir
1
z(s) = u/ k(s,t)z(t)dt
0

mit der Greenschen Funktion (auch Kernfunktion)

t1—s), falls 0<t<s,
k(s,t)::{( s), falls D<t<s (1.40)

s(1—t), falls s<t<1.
Es sei
1
K :C°0,1] = C°0,1], Ku(s):= / k(s,t)z(t) dt
0

mit k aus (1.40) gegeben. Nach Beispiel 1.59 ist K € K(C% C°). Wir zeigen, dass K
die charakteristischen Werte y, = n?m% (n = 1,2,...) hat. Zum Nachweis muss die
Gleichung

wKr=x (1.41)

untersucht werden. Aus dem RWP (1.37) wissen wir, dass die Funktionen z,(t) :=
sin(nzt) zusammen mit den Werten g, = n?n? die Gleichung (1.37) erfiillen. Die fol-
gende Rechnung zeigt, dass auch

pn(Ka)n(s) = nx® [} k(s t)an(t)dt
= n?n? fos t(1 — 5) sin(nnt) dt + n?n? fsl s(1 — t) sin(nnt) dt
= sin(nws) = zn(s)

gilt. Der Operator K hat also abz&hlbar unendlich viele charakteristische Zahlen, die sich
im Endlichen nicht haufen. |
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Wir zeigen im dritten Beispiel, dass ein nichtkompakter Operator T' € £(X, X) {iberab-
zahlbar unendlich viele charakteristische Werte haben kann.

Beispiel 1.65
Es sei X :={? und T die Linksverschiebung, d. h.

T(&1,82,83,...) = (£2,83,84,.. ).

Die Norm ist ||T|| = 1. Die Nichtkompaktheit von T' folgt aus der Tatsache, dass die
Einheitskugel in 1% nicht kompakt ist. Wir untersuchen die Gleichung

wle =x. (1.42)

Die Werte von p, fur die die Gleichung (1.42) nichttriviale Losungen hat, liegen im Bereich
|| > ||T||~" = 1. Fiir beliebiges p € (—o0, —1) U (1, 00) erfiillt die Folge

io=0p et )eXx (1.43)

die Gleichung (1.42) und es gilt

2

|$u||l2 ZM = ﬁ

Fir p = +1 16st die Folge (1.43) zwar noch die Gleichung (1.42), liegt aber nicht mehr
im Raum X. |

In Bezug auf das Spektrum zeigen also kompakte Operatoren ein recht iibersichtliches
Verhalten. Nachfolgendes Lemma charakterisiert das Spektrum hinsichtlich endlicher-
bzw. unendlichdimensionaler Réume.

Lemma 1.66
Es sei T : X — X ein linearer Operator und X ein Banach-Raum. Dann gilt:

i. IstdimX < oo, so ist o(T) = op(T).
ii. IstdimX = o0 und T € K(X, X), so ist 0 € o(T). Im Allgemeinen ist 0 aber kein
FEigenwert.

Beweis: Zu i.: Ist A € o(T), so ist T'— AI nicht bijektiv, also, da dim X < oo, auch
nicht injektiv, d. h. A € 0p(T) (siche Bemerkung 1.31).

Zu ii.: Essei T € K(X, X) und angenommen es sei 0 € p(T'). Dann ist 77! € £(X, X)
und nach Bemerkung 1.56 (2) ist I = 77T € K(X, X). Nun miisste die Einheitskugel
kompakt sein, was aber nur in endlichdimensionalen Banach-Raumen gilt (siche Bemer-
kung 1.7 und Aufgabe 1.4). Dies ist ein Widerspruch zu dim X = co. O

Der nachfolgende Satz zeigt, dass kompakte Storungen der Identitdt Fredholm-
Operatoren sind. Details des Beweises findet man in Alt (1992), S. 373-376.
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Satz 1.67
Es sei X ein Banach-Raum und 7' € K(X, X). Dann ist AT — T (A # 0) ein Fredholm-
Operator mit Index 0. Die linearen homogenen Gleichungen

Tex—Xx =0, r€X und T'z"—-Xz"=0, "€ X" (A#0)
haben stets dieselbe endliche Anzahl linear unabhéngiger Losungen.

Diese Ergebnisse tiber Fredholm-Operatoren lassen sich in der Fredholmschen Alternative
zusammenfassen.

Satz 1.68 (Fredholmsche Alternative)
Es seien T' € (X, X), X ein Banach-Raum und A # 0 gegeben. Dann gilt:

Entweder ist die Gleichung Tz — Az = y fiir jedes y € X eindeutig losbar,
oder die Gleichung Tz — Az = 0 hat nichttriviale Losungen.

Eine knappe Formulierung der Fredholmschen Alternative lautet:

wEntweder “: A€ p(T),
,Oder: X € a(T)\{0} C op(T).

Die ,Entweder“-Aussage folgt aus Satz 1.53, i. Da in unserem Fall T' € K(X, X), folgt
aus Satz 1.67, dass ind (T" — AI) = 0 ist. Dies hat zur Folge, dass wegen

0 = dim ker(T — M) — codim R(T — AI) und dim ker(T'—XI) =0

der Operator T'— AI auch surjektiv ist. Nach dem Satz von Banach iiber die Umkehrbar-
keit linearer stetiger Operatoren existiert der Umkehroperator als lineare stetige Inverse
(T — XI)™! auf ganz X, d. h. dass die Gleichung Tz — Az = y fiir jedes y € X eindeutig
losbar ist.

Im ,Oder“-Fall ist ker(T"— AI) # {0} und die Gleichung Tx — Az = 0 hat nichttriviale
Losungen. Es kénnen nach Satz 1.67 nur endlich viele linear unabhéngige Losungen auf-
treten. ]

Die Fredholmsche Alternative hat aufgrund der verschiedenen Sétze liber kompakte Ope-
ratoren die unterschiedlichsten Moglichkeiten der Formulierung. Zieht man Satz 1.42
heran, dann erhalt man

Lemma 1.69
Es seien T € K(X,X), X ein Banach-Raum und X\ # 0 gegeben. Dann gilt:

i. ker(AM —T)={0} & R\ -T)=X,
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ii. R —T)=lker\[—T")]L ={ue X |¥*(u)=0 fir alle ™ € ker(\] — T*)}.

In der analytischen Bifurkationstheorie (siehe Kapitel 4) spielt bei der Untersuchung
von Eigenwertgleichungen der Form (7' — M)z = y der Begriff der Vielfachheit eines
Eigenwertes eine besondere Rolle. Wir bringen bereits an dieser Stelle die

Definition 1.70 (Geometrische und algebraische Vielfachheit)

Mit m(A\) bezeichnen wir die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A des Operators
T und meinen damit die Dimension von ker(AI —T'), wahrend die algebraische Vielfachheit
X(A) des Eigenwertes A von T definiert ist als Dimension von Uy ey ker((AL —T)™).

Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A ist im Allgemeinen gréfler als die geo-
metrische Vielfachheit. Ein Eigenwert A heifit einfach, falls seine algebraische Vielfachheit
eins ist.

Man kann nun zeigen (siehe Appell und Vath (2005), S. 155-157), dass sich fur T' €
K(X, X) und X # 0 eine einfache Berechnung der algebraischen Vielfachheit x () ergibt:
Unter den gemachten Voraussetzungen existiert ein (endliches) p € N, so dass

x(A) = dim{U, en ker(A — T)™)} = dim{ker((A] — T)?)}.

Beispiel 1.71
Wir betrachten den linearen Operator T : R* — R* mit

0 0 X O
0 0 0 X

wobei A1, A2 # 0 und A1 # 2. Dann gilt x(A1) = 3, m(A1) =2, x(A2) = m(A2) = 1.
|

Bei naturwissenschaftlichen und technischen Problemstellungen kommen héufig Glei-
chungen der Form

x—Trx=y mit TeK(X,X)

vor. Nachfolgendes Theorem ist genau auf diesen Gleichungstyp zugeschnitten. Es wird
in der Literatur als Satz von Riesz-Schauder bezeichnet. Alle darin enthaltenen Aussa-
gen sind bereits aus den vorangehenden Satzen bekannt. Somit ist nachfolgender Satz
lediglich noch einmal eine Zusammenfassung bisheriger Resultate.
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Satz 1.72 (Riesz-Schauder Theory)
Es sei X ein Banach-Raum, X* sein Dualraum und 7' € K(X, X), T* € K(X*, X¥).
Dann gilt:

i. Falls R(T') abgeschlossen ist, dann ist dim R(7T) < oco.
ii. dimker(/ —7T) < oo, R(I —T) ist abgeschlossen.
iii. (Fredholmsche Alternative)

R(I —T) =X gilt genau dann, wenn ker(I —T) = {0}.

iv. dimker( —T) = dimker(I* — T7) < oc.
v. Falls 1 € o(T), dann existiert ein k € N, so dass

X =ker(I - T)* ® R((I — T)").

Dartiber hinaus sind beide Riume auf der rechten Seite T-invariant und es ist
dimker(I — T)* < oo.

Im folgenden Beispiel werden von einem Fredholm-Operator 7' die charakteristischen
Werte bestimmt und die Losbarkeitsbedingung fiir die dazugehorige lineare inhomogene
Gleichung aufgestellt.

Beispiel 1.73
Gegeben sei der Integraloperator T : X — X, X := C°[0, 27 durch

27
(Tx)(s) := /o k(s,t)x(t)dt, k(s,t) :=sin(s+1).

Der Operator T ist kompakt (siehe Beispiel 1.60) und der Kern k sogar symmetrisch.
Die Voraussetzungen aus Satz 1.72 sind erfiillt. Zur Bestimmung der charakteristischen
Werte von T ist eine Losung z(s) # 0 der Gleichung

z(s) = u/o i sin(s +t) z(¢) dt (1.44)

zu berechnen. Die Struktur der Gleichung zeigt, dass jede Losung die Form
27

o (sins-cost+ coss-sint) z(t)dt
0

=4 [sins /O ” cos(t) z(t) dt + cos s /0 2” sin(t) z(t) dt]

= pésins + uncoss (1.45)

x(s)
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mit
E::/O 7rcos(t)ac(t) de, nzz/0 7Tsin(t)ac(t) de (1.46)

hat. Einsetzen von z(t) = psint + pncost in (1.46) liefert das Gleichungssystem

i
I

2m
/ cost [u€sint + pncost] dt = unm,
0
2m
n = / sint [u€ sint + pncost] dt = pém,
0
bzw. in der Standardform
_ = 0 1 - 0
&~ mun = ™ (¢ = . (1.47)
mu&—n = 0 T -1 n 0

Nichttriviale Losungen des linearen homogenen Gleichungssystems erhalten wir fiir y =

p1 =7t und g = p2 := —7 . Eine dazugehérige Losungsbasis lautet: eq := (1, 1)T
und ez := (1, —1)T. Wihlt man also p = p1 oder g = p2, dann bekommt man nichttri-
viale Losungen

1 . 1 1 . 1
x1(s) = = sins+ — coss, x2(s) = — sins — — coss.
™ v ™ ™

Ist dagegen p # p1 und p # peo, dann muss (€,1) = (0,0) sein und (1.44) hat nur die

triviale Losung. Der Operator T' besitzt genau zwei charakteristische Werte p1 = 71

und gz = —7 ! Damit ist auch klar, dass die lineare inhomogene Gleichung

z(s) — (:I: %) /027r sin(s +t) z(t) dt = y(s)

nur fiir gewisse y € X eine Losung besitzt. Die Losbarkeitsbedingung ergibt sich aus der
Losungsstruktur

1
z(s) =+ = [{sins + ncoss] + y(s). (1.48)
™
Einsetzen von (1.48) in (1.46) liefert (wir arbeiten mit 4+~ *):

£ = n—|—f027r cos(t)y(t) dt - 1 -1 3 _ fo27r cos(t)y(t) dt (1.49)

n=~¢&+ f027r sin(t)y(¢) d¢ -1 1 7 f0271' sin(t)y(¢) dt
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Das Gleichungssystem (1.49) besitzt nur nichttriviale Losungen (Losbarkeitsbedingung)
flir

2 2
/ cos(t)y(t)dt =0 und / sin(¢) y(t)dt =0. |
0 0

Fredholm-Operatoren kommen auch bei der Untersuchung nichtlinearer DGL-Systeme
der Form & = A(t)x + g(t,x) vor. Hier bezeichnen A eine n x n-Matrix mit stetigen
Eintrigen und g eine Nichtlinearitdt. Unter gewissen Voraussetzungen ergibt sich z(-) —
(Tx)(+) := dz—g') — A(-)z(+) als ein Fredholm-Operator (siche Abschnitt 4.2).

1.3 Fréchet- und Gateaux-Ableitung

Wie bereits erwahnt, ist ein wesentliches Ziel dieses Kapitels die Verallgemeinerung des
klassischen impliziten Funktionentheorems, das Aussagen zur Auflésung von Gleichungen
der Form F(z,y) = 0 macht. Im einfachsten Fall ist F' eine Abbildung F : R x R — R.
Eine wesentliche Voraussetzung des Theorems lautet: Fy(zo,y0) # 0. Will man das
Theorem auf Abbildungen F' : X XY — Z, wobei X,Y und Z Banach-Rdume sind,
iibertragen, dann muss diese Forderung entsprechend ersetzt werden. Dies geschieht,
indem man verlangt, dass Fy(zo,yo) eine lineare stetige Inverse besitzt. Spatestens hier
erkennt der Leser, dass das klassische Ableitungskonzept auf Abbildungen f : X — Y
zwischen normierten Rdumen erweitert werden muss.

Die beiden aus dem R™ bekannten Begriffe ,totale Ableitung® und ,Richtungsablei-
tung* werden hier zur Fréchet- und Gdateauz-Ableitung verallgemeinert. Dabei bleibt das
bewahrte Prinzip aus dem R"™ — Differenzieren ist nichts weiter als Linearisieren — er-
halten.

Wir erinnern zuvor an einige bekannte Notationen (Landau-Symbolik). U(z) bezeichnet
wie immer eine (beliebige) Umgebung um den Punkt z. Fiir eine Abbildung r : U(0) C
X — Y schreiben wir:

r(z) = o(||z|]), x — 0, falls r(z)/||z|] — 0, fir  — 0;

r(z) =o0(1), x — 0, falls r(z) —0, fir z— 0.

Diese Schreibweisen ermoglichen eine préagnante Darstellung der Ableitungsbegriffe und
man erkennt sofort das oben genannte Prinzip.

Im Folgenden sei die Funktion f :  — Y gegeben, Q C X eine offene Teilmenge des
normierten Raumes X und Y ebenfalls ein normierter Raum.
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Definition 1.74 (Fréchet-Differenzierbarkeit)
Die Abbildung f heiBt Fréchet-differenzierbar (F-differenzierbar) im Punkt z, falls ein
Operator T' € L(X,Y) existiert, so dass

f@+h)— f(z) =Th+o(||h]), h—0 (1.50)

(bei festem x € X) fir alle h aus einer Umgebung um Null gilt. In diesem Fall heifit 7'
die Fréchet-Ableitung (F-Ableitung) von f in z. Wir schreiben fiir 7 = f'(z) und das
Fréchet-Differential (F-Differential) in z ist definiert durch df (z; h) := f/(z)h.

In Formel (1.50) erkennt man sehr gut das bereits in der Einleitung angesprochene Kon-
zept der Linearisierung, wie es beim klassischen Kalkiil Anwendung findet. Mit anderen
Worten: Der Graph von f wird approximiert durch die , Tangente“ im Punkt (z, f(x)).
Diese hat die Darstellung b — f(z) + f'(x) - h und stellt exakt den linear (affinen) Teil
von f dar.

Entsprechende Rechenregeln, wie fiir die klassische Differenzialrechnung bekannt (z. B.
Summen-, Produkt- und Kettenregel, Differentiation der Umkehrfunktion), kénnen ana-
log hergeleitet werden.

Definition 1.75 (Gateaux-Differenzierbarkeit)
Die Abbildung f heifit Gateauz-differenzierbar (G-differenzierbar) in x, falls ein Operator
S € L(X,Y) existiert, so dass

Flz+th) — f(z) = tSk+o(t), t—0 (1.51)

fiir alle k¥ € X und alle reellen Zahlen ¢ aus einer Nullumgebung gilt. Mit S = f(x)
wird die Gateauz-Ableitung (G-Ableitung) von f im Punkt z bezeichnet. Das Gdteaux-
Differential (G-Differential) in z ist durch dg f(z; k) = Sk definiert.

Falls f : X — K ein Gateaux-differenzierbares Funktional auf dem normierten Raum X
ist, dann gilt fiir jedes feste z € X

da f(z; k) = %f(x +tk)| . (1.52)

t=0

Die Beziehung ergibt sich, indem man die Funktion s(¢) := f(z + tk) an der Stelle t = 0
differenziert:

§(0) = lim 20 =3O _ ;) fEHtk) = f(z)

t—0 t t—0 t

d
= )| =dafk)

Partielle Ableitungen und hoéhere Ableitungen von Funktionen sowohl einer als auch
mehrerer Variabler werden vollstandig parallel zum klassischen Vorgehen gewonnen.
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Definition 1.76 (Hohere Ableitungen)
Hohere Ableitungen werden gleichermaflen fir die F- und die G-Ableitung sukzessive
erklart. Somit heifit die Ableitung der Abbildung

f:QCX - L(X,)Y), =z~ f(2) (1.53)

zweite Ableitung von f in x € , in Zeichen f”(x), usw.

Die Ableitung von f" in z, d. h. f”/(x), erhiilt man aus der Definitionsgleichung
fl@+h)=f(z)+ f'(@h+o(lnl), h—o0.

Hierbei ist f”(x) ein Operator von X in £(X,Y), d. h. f/(z) € L(X,L(X,Y)). Falls
man h, k € X wihlt, dann ist

f"(x)k e £(X,Y) und (f'(z)k)heY.

Wir benutzen dafiir die Abkiirzung f”(x)kh bzw. f”kh. AuBerdem gelten die Unglei-
chungen

1F7 @)khll < 17 @I IRIE< (L7 @) TE] R -

Beispiel 1.77
Wir vergleichen die Fréchet- und Gateaux-Differenzierbarkeit mit den Differentiations-
begriffen einer Funktion f : Q@ C R™ — R in n Variablen, z = (x1,...,2zn) € Q.

1. Die F-Differenzierbarkeit von f in x ist &quivalent mit der klassischen totalen Diffe-
renzierbarkeit von f in x.

2. Die Funktion f ist G-differenzierbar in z, genau dann, wenn ein a € R™ existiert, so
dass fiir alle k € R™ gilt:

. flz+tk)— f(x =
}%% :;aiki = {a, k).
Der Ausdruck (a,k) ist von der Form Sk := (a, k), wobei S ein linearer stetiger
Operator von R™ in R ist. Man erkennt, dass es sich hierbei um die (klassische)
Richtungsableitung handelt. |

Ohne Beweis fithren wir die folgenden Eigenschaften an:

Satz 1.78

1. Falls das Gateaux-Differential existiert, dann ist es eindeutig bestimmt.

2. Falls eine Abbildung f Fréchet-differenzierbar in einem Punkt ist, dann ist sie dort
auch Gateaux-differenzierbar und beide Differentiale sind gleich.

3. Falls f/ als Gateaux-Ableitung in einer Umgebung von z existiert und die Abbildung
x — f'(x) stetig in x ist, dann ist f’(z) auch die Fréchet-Ableitung im Punkt .
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Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass es Funktionen gibt, die Gateaux- jedoch nicht
Fréchet-differenzierbar sind. Somit kann die Voraussetzung der Stetigkeit der Abbildung
x — f'(z) aus Satz 1.78 nicht fallen gelassen werden.

Beispiel 1.79
Es sei f : R? — R durch

:U3y

flay):=q at+y?’
0, falls z=y=0

falls 2% + 9% >0

definiert. Es ist leicht zu priifen, dass f im Punkt (0,0) Géateaux-differenzierbar ist und
das Gateaux-Differential verschwindet. Gemaf (1.51) gilt mit k = (k1, k2) € R? und fiir
jedest € R:

3 k3 tho
f(tklath) - f(0,0) =1 55 =1" S(kla k2) +T((O7O)7kat) 5
t4]€il -l—tzk% T
r((0,0),k;t)  thiks
t e o ° (k2 #0).

Wére f auch Fréchet-differenzierbar im Punkt (0,0), dann miissten Fréchet- und
Gateaux-Ableitung {ibereinstimmen. Aus (1.50) ergibt sich

h3h
f(ha,ha) = £(0,0) = £/(0,0) (1, ha) + 4z g+ hi= (ha,ha), h#0
N—— 1 + 2
=0
und es miisste der Restterm
h3ha

nach Division von ||h| fir h — 0 gegen Null gehen. Ndhert man sich jedoch auf der
Parabel ho = h? dem Nullpunkt, dann ergibt sich fiir h; — 0 der Wert

[7((0,0); (h1,h2))| _ |hiha| | 1 ha=h3 [ha|° 1 1
[[(h1, h2)]| ht+h3 \/h2 + h2 2h1  |hi|y/T+h2 m—0 2
Somit ist (1.54) nicht von der Ordnung o(||k]|), A — O. |
g

Obwohl die grundlegenden Definitionen der Differenzialrechnung ungeéndert auf nor-
mierte RAume iibertragbar sind, bedeutet das nicht, dass es in unendlichdimensio-
nalen Rdumen keine neuen Phénomene gébe. Als Beispiel kann man die Funktion
(F(g))(t) := sing(t) verwenden, indem man g € X einmal aus X := C°[0,1] und zum
anderen Mal aus X := LQ[O, 1] wahlt und damit in beiden Féllen jeweils eine Abbildung
F : X — X auf Differenzierbarkeit zu untersuchen hat. Der Unterschied besteht ledig-
lich darin, dass F' auf unterschiedlichen Funktionenrdumen operiert. Im ersten Fall ist F’
Fréchet-differenzierbar mit (F’(g))h(t) = (cos g(t))h(t); im zweiten Fall ist die Funktion
F' Lipschitz-stetig, jedoch nicht Fréchet-differenzierbar.
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1.4 Nemytski-Operator

Eine der wichtigsten nichtlinearen Abbildungen ist der so genannte Nemytski-Operator,
manchmal auch Substitutions-Operator genannt. Wie der letzte Name bereits signalisiert,
entsteht der Operator F' durch Substitution von einer Funktion ¢ : G C R™ — R in die
Funktion f: G x R — R. Dies fiihrt zu einem neuen Operator

F: P = f('v(p('))7

der erklart ist auf einem Raum X von Funktionen ¢. Nun sucht man nach Bedingungen
an f, die F' zu einer (differenzierbaren) Abbildung von X in X machen. In unseren
spéteren Betrachtungen ist der Fall X := CO[O, 1] der Wichtigste unter allen anderen.
Es ist klar, dass die Stetigkeit von f auf [0,1] x R die Stetigkeit von F' garantiert. Da f
gleichmafig stetig auf der kompakten Menge der Form

{(z,y) €0, xR | |y —p(x)| <1} fir ¢ €C°[0,1],

ist, folgt, dass F stetig auf X ist.
Wir nehmen nun an, dass die partielle Ableitung g—i stetig auf [0, 1] X R sei. Fir ¢, h € X
liefert der klassische Mittelwertsatz

J(, (@) + th(z)) - f(z, () _ Of

¢ By (z, p(z) + I(t, z)th(z))h(z)

fiir ein ¥(¢, x) € (0,1). Wegen der Stetigkeit von 27]; gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so
dass fiir 0 < [t| < &

[z, o(@) + th(z)) — f(z,(x)) Of
t oy

(2, p())h(x)

sup
z€[0,1]

< sup sup

z€[0,1] 0<V<1

%(x, (@) +0(t, 2)th(x)) - %(w, w(x))‘lh(w)l < ellhlevion

bei gleichmafBiger Stetigkeit von %5 auf kompakten Mengen gilt. Dies bedeutet, dass die

Gateaux-Ableitung von F existiert und es ist
of
daF(p;h) :z— 8—y(x7 o(x))h(x). (1.55)

Dariiber hinaus ist dgF' als Abbildung X — £(X, X) stetig (wieder wegen der gleich-
méfBigen Stetigkeit von %) und wegen Satz 1.78 existiert auch die Fréchet-Ableitung

F' () fiir jedes ¢ € X.

Warnung: Es stimmt nicht immer, dass die Existenz der partiellen Ableitung %3]; die
Existenz der Gateaux-Ableitung von F' nach sich zieht.
Wir betrachten beispielsweise den Raum

X:={pe c° [0,00) | p(z)e™ ™ ist beschrankt auf [0,00)}
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mit der Norm

lell == sup |o(z)e "
z€[0,00)

und es sei f(y) = siny. Unser Nemytski-Operator lautet: F' : X — X mit F(p) :=

sin o . Wiirde nun die Beziehung (1.55) gelten, dann wire dgF(0)h = sin’(0)h, h € X.

Die Stetigkeit von F folgt unter Verwendung der Lipschitz-Stetigkeit von f aus

[F (1) = Fe2)|l = sap )Isinw(w)e_:” —sinpa(x)e”"|
z€[0,00

< sup [(pr(x) = w2(x))e | = [lp1 — @2l
z€[0,00)

Nun iiberpriifen wir, ob dg F(0; h) = sin’(0)h gilt. Fiir die Stelle ¢ = 0 ergibt sich die
Abschétzung (es muss mit obiger Norm gearbeitet werden)

(h(z)=e")
= sup

| r(en) — F ()~ deF ;)| ee[Tlte) 20
¢ z€[0,00)

t

71~em]

- sup ’W—1‘21 fiir jedes ¢ > 0.
yelt,oo) ! Y

Der Ausdruck miisste fiir t — 0 gegen Null konvergieren, was jedoch nicht eintritt. [

Weitere Beispiele zum Nemytski-Operator finden sich z. B. in Drabek und Milota (2007)
und Ambrosetti und Prodi (1993).

1.5 Implizites Funktionentheorem

Ein weites Anwendungsfeld der nichtlinearen Funktionalanalysis ist das Lésen von nicht-
linearen Gleichungen der Form

F(z,y)=0, F:XxY —Z, X,Y,Z Banach-Rdume. (1.56)

Man sucht nach Bedingungen, die die Auflésbarkeit der Gleichung (1.56) nach y in Ab-
héngigkeit von x sichern. Kennzeichnend fiir diesen zentralen Satz der Analysis ist, dass
sich die Auflésung der Gleichung (1.56) nach y im Wesentlichen an der Linearisierung der
Funktion F' in Bezug auf die Variable y erkennen lasst. Die Bedingung F,(zo,y0) # 0
besagt im einfachen Fall, dass die Funktion F': R X R — R in dem Punkt (z0,y0) € R2
keine vertikale Tangente besitzt.

Diese Situation ist bereits bei der Gleichungen F(z,y) = x — y? =0, (z,y) € R2
gestort. In der Umgebung des Losungselements (xo,yo) = (0,0) besitzt fiir x < 0 die
Gleichung keine reelle Losung, fir z > 0 zwei reelle Losungen. Hier ist Fy(0,0) = 0.
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Es sei nun stets (xo,yo) ein Losungselement von (1.56), d. h. es gilt F(zo,y0) = 0.
Gesucht ist eine Abbildung z — y*(z) auf einer Umgebung von xo, so dass y*(z0) = yo
und F(z,y"(z)) = 0 in U(xo) gilt. Die entscheidende Bedingung fiir die Existenz genau
einer Losung (neben der Stetigkeit von F) ist die folgende:

Fy(z0,y0) " : Z — Y existiert als linearer stetiger Operator. (1.57)
Da Y und Z als Banach-Réume vorausgesetzt sind, ist diese Bedingung dquivalent zu
der folgenden:

Die partielle F-Ableitung Fy(zo,y0) : Y — Z ist bijektiv. (1.58)
Um zu sehen, wie diese Bedingung wirkt, kann man sich F(z,y) als Taylor-Reihe entwi-
ckelt denken:

F(z,y) = F(zo,y0) + a(x — z0) + b(y — yo) + Terme hoherer Ordnung
Man beachte: F(zo,y0) = 0 und Fy(zo,yo) = b.
Der Auflosungssatz (siehe Satz 1.80) macht nun die Aussage, dass unter zusétzlichen
Regularitatsbedingungen an F' die Gleichung F'(z,y) = 0 dquivalent zu

Y —yo = —bfla(m — x0) + Terme hoherer Ordnung

ist. Die Bedingung (1.58) garantiert die Existenz der Inversen b~ '.

Satz 1.80 (Implizites Funktionentheorem)
Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

1. Die Abbildung F': U(zo,y0) C X X Y — Z ist auf der offenen Umgebung U(zo, yo)
definiert, und es ist F(zo,y0) = 0, wobei X,Y und Z Banach-Raume iiber K mit
K = R oder C sind.

2. F und Fy sind stetig in (zo, yo).

3. F, existiert als partielle F-Ableitung auf U(zo,yo) und die Bedingung (1.58) sei
erfiillt.

Dann gelten folgende Aussagen:

i. Es gibt positive Zahlen 7o und r, so dass fiir jedes x € X mit ||z — zo|| < ro genau
ein y*(z) € Y mit ||y*(z) — yo|| < r und F(z,y*(x)) = 0 existiert.
ii. Die Folge der sukzessiven Approximationen (y,(z)) C Y mit

yn(x) = yn—l(x) - Fy(xoayo)_lF(xayn—l(x))v n= la 27 e
Yo(x) == yo
konvergiert gegen y*(x) in allen Punkten z mit ||z — zo|| < 7o.
iii. Ist F stetig in U(zo,yo), dann ist y* stetig auf einer Umgebung von zo. Ist F' eine

C™-Abbildung, 1 < m < oo, in U(zo,yo), dann ist y* ebenfalls eine C™-Abbildung
auf einer Umgebung von xo. Ist F' analytisch, so ist es auch y*.
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Der Satz wird in der modernen Literatur mit dem Banachschen Fixpunktprinzip bewie-
sen und kann in Zeidler (1986) nachgelesen werden. O

Eine interessante Aussage ist die, dass im Raum X X Y durch den Punkt (zo,yo) ei-
ne ,glatte Kurve“ lauft. Die Abbildung y* : K[zo;r] C X — Y geniigt der Bedin-
gung y*(xo) = yo und ist Fréchet-differenzierbar auf K[zo;r]. Losungen der Gleichung
F(z,y) = 0 sind die Punkte

{(z,y) e X XY | y=y"(x), © € K|zo;7]} = graph(y™),
denn es gilt F'(z,y*(z)) = 0 fir alle z € K[zo;7].
Bemerkung 1.81
Hat man das F als C™-Abbildung (m € N) gegeben, dann kann man insbesondere
die Ableitung von y* berechnen. Aus F(z,y*(xz)) = 0 fir alle x € U(xo) folgt durch
Differentiation nach x (an der Stelle zo):

Fo(z0,y0) + Fy(zo,90) © (y") (z0) =0,  (y"(z0) = o).

Lost man diese Formel nach (y*)" auf, ergibt sich:
(y™)' (w0) = —F, " (z0,90) © Fu(wo, o) (1.59)

Das bemerkenswerte an der Formel (1.59) ist, dass man (y*)’(zo) ausrechnen kann, ohne
y™ explizit zu kennen, weil y*(zo) = yo ist. ]

Im Abschnitt 4.2 wird der Satzes iiber implizite Funktionen auf die Poincaré-Abbildung
(siehe Beispiel 4.23) angewendet.

1.6 Aufgaben

Aufgabe 1.1

Es sei X der Vektorraum aller auf dem Intervall [0,1] definierten Polynome héchstens
zweiten Grades. Welche der nachstehenden Abbildungen p; | X — R (i = a,...,e) sind
Normen auf X?

a) pa(f) := xrg[gﬁ]{lf(w)l}, b) pu(f) := xrél[%ﬁ]{lf(x)l} +xrg[%f<1]{|f/(w)l},
c) pe(f) = £(O), d) pa(f):= [, |f(@)|dz, e) pe(f):=|F(O)|+]f(0)+ 31 (0)].

Aufgabe 1.2

In einem normierten Vektorraum kann man in Analogie zum Zahlenraum R oder C den
Begriff der unendlichen Reihe einfithren. Es sei (2, )nen eine beliebige Folge aus einem
normierten Raum (X, ||-||). Dann heiBt die aus (2, ) gebildete unendliche Reihe Y77 |
absolut konvergent, falls die Zahlenreihe 72 | ||zx|| konvergiert. Beweisen Sie:
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a) Jede absolut konvergente Reihe in einem Banach-Raum X ist auch konvergent.
Kann man auf die Voraussetzung der Vollstédndigkeit des normierten Raumes X ver-
zichten?

b) Aus der Konvergenz der Summe ) 7° | ||zr 1 — x| folgt stets, dass (zn)nen eine
Cauchy-Folge in X ist.

c) Ein normierter Raum X ist genau dann ein Banach-Raum, wenn fiir jede Folge
(Tn)nen C X mit der Eigenschaft ||z,|| < 27", Vn € N, die Reihe ) 7, x) in
X konvergiert.

Aufgabe 1.3
Beweisen Sie das Rieszsche Lemma: Ist Y ein echter abgeschlossener Unterraum des
normierten Raumes X, so gibt es zu jeder Zahl n € (0, 1) einen Vektor =, € X mit

lznl=1 und |z —zy|>n VzeY.
Hinweis: Heuser (2006), S. 103.

Aufgabe 1.4

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Im R" sind alle Normen &quivalent.

b) In einem endlichdimensionalen normierten Raum ist jede abgeschlossene und be-
schrankte Menge kompakt.

c) Jeder endlichdimensionale normierte Raum ist vollstdndig.

d) Die nachfolgenden beiden Aussagen di) und ds) sind dquivalent:
d1) X ist endlichdimensional.
d2) Die abgeschlossene Einheitskugel in X ist kompakt.
Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme dieses Sachverhaltes, dass die abgeschlossene Einheits-
kugel des IP (p € [1,00), siehe Beispiel 1.2, 2.) nicht kompakt ist.

Hinweis: Heuser (2006).
Aufgabe 1.5
Betrachten Sie die Funktionenriaume C°[a,b] und C'[a,b] stetiger bzw. einmal stetig

differenzierbarer Funktionen auf [a,b]. C°[a,b] ist mit der Maximumnorm ||f|lec :=
max{|f(t)| | t € [a,b]} ausgestattet.

Zeigen Sie: C'[a,b] ist mit der Maximumnorm kein Banach-Raum. Ist C'[a,b] mit der
Norm || f|l1 := || flloo + || f'||oc €in Banach-Raum? Sind die Normen || f||cc und || f||1 im
Raum C*[a, b] dquivalent?

Aufgabe 1.6

Es sei CY[0, 1] mit der Maximumnorm ausgestattet. Betrachten Sie die Teilmengen

X :={fecC0,1] | f(0)=0} und Xo:= {gGX‘ /Olg(t)dt:O}.
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Uberlegen Sie sich zunéchst, dass X¢ ein abgeschlossener Teilraum von X ist und zeigen
Sie dann: Es existiert kein f mit || f]] = 1, so dass fiir alle g € Xo gilt: || f —g|| > 1.

Aufgabe 1.7
Zeigen Sie: M := {z = (z1,22,...) €1 | 0 < z; < 1, i € N} C I ist kompakt.
Hinweis: Man verwende Bemerkung 1.7.

Aufgabe 1.8

Die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli (siehe Satz 1.58) kénnen nicht mehr

abgeschwécht werden.

a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge f,(x) = sin(nz) in C°[0, 27| beschriinkt ist, aber
keine konvergente Teilfolge enthalt.

b) Betrachten Sie die Funktionenfolge (g») C C°[0,1]

1‘2

(@) = 2T )

mit der Maximum-Norm. Zeigen Sie, dass die Folge (g») beschrankt ist, und dass (gn)
sogar punktweise konvergiert, aber keine konvergente Teilfolge in CO[O, 1] besitzt.

Aufgabe 1.9
Priifen Sie nach, ob die Funktion

f:10,2m) — S(0;1), x> (cosz,sinx) (1.60)
ein Homéomorphismus ist.

Aufgabe 1.10
Es seien X ein normierter Raum und f € X™ gegeben. Beweisen Sie:

a) Die Zahl ||z||x :=sup{|f(z)| | f € X* mit ||f||x- < 1} ist eine Norm auf X.

b) Gilt f(x) = 0 fiir jedes Funktional f € X™, dann ist x = 0.

c) Ist X1 C X eine lineare Menge und zo € X ein Element mit dem Abstand r > 0
von X1 (d(wo, X1) := sup,, ¢ x, {d(zo, 1)} = r), dann gibt es ein Funktional f mit
F@) =0 (@ e Xu), Al =1, f(zo) = 1.

Aufgabe 1.11

Beweisen Sie folgende Aussage: Es seien X, Y Banach-Réume, T' € L(X,Y) und T # 0
gegeben. Wenn T injektiv und der Wertevorrat R(T') abgeschlossen sind, genau dann
gibt es eine positive Konstante ¢, so dass

| Tz|| > c||lz|| fir alle x € X.
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Aufgabe 1.12

Es sei X := C°[—1, 1] und ausgestattet mit der Norm ||z| := rflax : |z(t)| . Gegeben sei
te[—1,1

T:X - X, (Tz)() ::/t z(s)ds, te[-1,1].

a) Ist T kompakt?
b) Ist das Bild T'(K[0;1]) abgeschlossen? (K[0; 1] abgeschlossene Kugel in C°[—1,1].)

Aufgabe 1.13
Beweisen Sie, dass fiir einen linearen und kompakten Operator T : X — X Folgendes
gilt: dim N(I — T') < co. (N(T') bezeichnet den Nullraum von T'.)

Aufgabe 1.14
Es seien

1% :={z = (z1,72,...) | |zs| < const, i€ N}

der Raum der beschriankten Zahlenfolgen mit der Norm ||z|| := sup |2;| und der Operator
éeN
T:1° — 17, T(x1,22,23,...) := (xl,%,%,...)

gegeben. Zeigen Sie: T ist ein kompakter Operator und sein Wertevorrat R(T") ist nicht
abgeschlossen.

Aufgabe 1.15

Die Kompaktheit eines Operators kann auch noch durch Zuhilfenahme von Folgen cha-
rakterisiert werden (siehe Definition 1.55). Beweisen Sie folgende Aussage: Ein linearer
Operator T': X — Y ist genau dann kompakt, wenn folgendes gilt: Aus jeder beschrénk-
ten Folge (n)nen C X kann aus der Bildfolge (T(xn))nen eine konvergente Teilfolge
ausgewahlt werden.

Aufgabe 1.16
Zeigen Sie, dass die Inklusion j : C¥™'[a,b] — C¥[a,b] eine kompakte Abbildung ist.
(Zum Begriff Inklusion vgl. man das Beispiel 1.61.)

Aufgabe 1.17
Es seien X, Y, Z normierte Vektoraume. Zeigen Sie: Falls f : X — Y F-differenzierbar,
und falls T : Y — Z eine lineare, stetige Abbildung ist, dann gilt:

(Tof) =Tof.
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Aufgabe 1.18

Es sei X := C°[0,1] mit der sup-Norm ausgestattet. Weiter seien ¢; € [0,1] und v; €
€°[0,1] gegeben und f : €°[0,1] — C°[0,1] durch f(x) := Y1, @*(t;) - v; definiert.
Zeigen Sie: f ist F-differenzierbar in allen Punkten von z € C°[0, 1]. Berechnen Sie die
F-Ableitung f’(z) fiir eine beliebige, aber fest gewihlte Stelle z € C°[0, 1].

Aufgabe 1.19
Es sei

2?(1+3), y#0

f:R* SR mit f(z,v) :—{
0, y=20

gegeben. Zeigen Sie: f besitzt im Punkt (0,0) keine Gateaux-Ableitung.

Aufgabe 1.20

Es sei G eine offene Menge in einem Banach-Raum X und F' : G — X eine kompakte
Abbildung. Beweisen Sie: Falls die Fréchet-Ableitung F'(zo) fiir ein g € G existiert,
dann ist der (lineare) Operator F’(zo) kompakt.

Aufgabe 1.21

Beweisen Sie die Behauptung: Falls f als Gateaux-Ableitung in einer Umgebung von
x existiert und falls die Abbildung = +— f’(x) stetig in z ist, dann ist f’(z) auch die
Fréchet-Ableitung im Punkt x.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunéchst den folgenden Sachverhalt: Die Funktion f : G C
X — Y sei eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen Menge G und X und Y
seien Banach-R&ume. Die Punkte 2o und xo + h liegen mit ihrer Verbindungsstrecke S
in G. Dann gilt

1
flzo+h) — f(zo) = / f/(xo +th)hdt.
0
Das Resultat ergibt sich, indem man die auf [0, 1] definierten Funktionen
Fi(s) := f(zo + sh), Fs(s) = / f'(zo + th)hdt
0

betrachtet.

Aufgabe 1.22
Stellen Sie Bedingungen auf, unter denen die Integralgleichung

b
z(s) — u/ K(s,t)G(t,z(t))dt =0

genau eine Losung x(s; p) hat.
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Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung
b
F:C%a,b] x R — C%a,b], F(z,p)(s):=z(s) — M/ K(s,t)G(t,z(t))dt =0
und setzen Sie voraus, dass (o, uo) € C°[a,b] x R ein Losungselement von F(z, 1) = 0

ist. Des Weiteren seien die Funktionen
K :[a,b] X [a,b] = R
G,Gg:[a,b] x R—R

stetig. Was muss liber die Linearisierung von F in Bezug auf x im Punkt (xo, o) vor-
ausgesetzt werden?
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Die Theorie der gewShnlichen Differenzialgleichungen (im Weiteren mit DGL' abgekiirzt)
ist ein zentrales Gebiet der Analysis. Es bestehen viele Querverbindungen zu anderen
Zweigen der Mathematik. Viele Prozesse in der Physik und den Ingenieurwissenschaften
werden durch Differenzialgleichungen beschrieben und sie werden inzwischen auch erfolg-
reich in der Chemie, Biologie, Medizin, der Umwelt und den Wirtschaftswissenschaften
— um nur einige zu nennen — angewendet.

Die wichtigsten Methoden, Satze und Beweistechniken der allgemeinen Theorie der An-
fangswertprobleme bei DGL werden vorgestellt. Dabei haben wir uns nicht nur auf ele-
mentare analytische Techniken und damit auf das reine Losen von DGL, sondern auch
auf qualitative oder geometrische Verfahren konzentriert. Diese fiihren oftmals zu einem
besseren Verstandnis des globalen Verhaltens von Losungen.

Die breite Verfiigbarkeit von Computern mit enormer Rechnerleistung, einschliellich viel-
seitiger symbolischer Rechenpakete wirft die Frage auf, ob es iiberhaupt noch sinnvoll
ist, analytische elementare Losungsverfahren zu behandeln. Aus unserer Sicht erfordert
das Losen einer schwierigen Problemstellung zum einen (oftmals) den Einsatz sowohl

L Abkiirzungen werden nicht dekliniert.

B. Marx, W. Vogt, Dynamische Systeme,
DOI 10.1007/978-3-8274-2448-8 2, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2011
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analytischer als auch numerischer Mittel. Zum anderen beruht die Durchfiihrung eines
effizienten numerischen Verfahrens vor allem auf vorbereitenden analytischen Untersu-
chungen, um qualitative Eigenschaften der Losung zu bestimmen (z. B. Ermittlung von
Parameterbereichen, die besondere Aufmerksamkeit erfordern). Ein weiterer Grund be-
steht darin, dass ein komplexer Prozess in der Natur oftmals nur dadurch verstéandlich
wird, dass einfache und grundlegende Modelle zusammengefiigt oder erweitert werden.
Ziel dieses Kapitels ist es, dem Leser eine kurze, zeitgeméafe, anschauliche und vergleichs-
weise leicht verstdndliche Einfiihrung in die Theorie der DGL zu geben. Nicht immer
kann man dabei die mathematische Strenge einhalten. Dort, wo Beweise zu den Sétzen
fehlen, werden entsprechende Literaturangaben zur Nacharbeitung gebracht. Zu einigen
Ergebnissen werden Beweise gebracht, um das mathematische Verstédndnis zu erhéhen.
Die numerischen Verfahren zur Losungen von DGL werden in einem spiteren Kapitel
abgehandelt. Fiir die ,numerischen Kapitel“ werden hier die theoretischen Grundlagen
gelegt. Die Losungsmethoden und -techniken, die mittlerweile auch vom Computer be-
herrscht werden, stehen nicht im Vordergrund dieses Kapitels. Vielmehr ist es die Ver-
mittlung des Wissens um die theoretischen Zusammenhange, die man kennen muss, um
die vom Computer gelieferten Daten und Bilder in geeigneter Weise zu interpretieren
und mogliche Fehler zu erkennen. Die hier dargestellten Methoden verstehen sich als
Briicke, die Liicken zwischen einem elementaren Kurs iiber DGL und der inzwischen sehr
umfangreichen modernen Forschungsliteratur etwas zu schlielen.

2.1 Einfiihrende Beispiele

Die Grundgleichungen der verschiedenen physikalischen Disziplinen sind Differenzialglei-
chungen. Bereits in der Schule wird man mit dem Newtonschen Bewegungsgesetz der
Mechanik fiir die Bewegung eines Punktes (z. B. eines Himmelskorpers) der Masse m
vertraut gemacht:

mi = K(x,t). (2.1)

Gesucht wird eine Bahnkurve t — z(¢) die der Gleichung (2.1) bei gegebener Kraft K
geniigt. In unserem Fall hangt die gesuchte Funktion nur von einer reellen Variablen ¢
ab. Deshalb wird die zugehorige Differenzialgleichung als gewdhnlich bezeichnet.

Die Newtonsche Grundgleichung (2.1) beschreibt alle moglichen Bewegungen eines Punk-
tes der Masse m unter dem Einfluss der Kraft K. Méchte man jedoch die Bahn eines
bestimmten Himmelskorpers berechnen, dann muss man die Differenzialgleichung um ge-
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wisse Informationen zu einer fest gewahlten Anfangszeit ¢ = to ergdnzen. Man hat dann
folgendes Problem (Anfangswertproblem, siehe auch Definition 2.4) zu betrachten:

mi = K(zx,t) (Bewegungsgleichung),
z(to) = zo (Anfangslage) ,
z(to) = wo (Anfangsgeschwindigkeit) .

Bei der mathematischen Behandlung von Modellgleichungen aus den Naturwissenschaf-
ten sind sehr oft Funktionen fiir Modellgrofien aus Gleichungen zu bestimmen, in denen
nicht nur die gesuchte(n) Funktion(en), sondern auch gleichzeitig einige ihrer Ableitungen
vorkommen.

Beispiel 2.1
1. Die lineare Pendelbewegung eines Federschwingers fithrt unter Zuhilfenahme des New-
tonschen Kraftgesetzes und des Hookeschen Gesetzes zu der DGL

5(t) + w?s(t) = 0.

Die Funktion ¢ — s(t) beschreibt die Auslenkung des Massenpunktes aus der Ruhelage
zum Zeitpunkt ¢ und w? ist eine Federkonstante (siehe Abbildung 2.1).

2. Die Stromstérke I(t) in einem RL-Stromkreis (R Ohmscher Widerstand, L Indukti-
vitat) wird mittels Kirchhoffscher, Ohmscher und Faradayscher Gesetze aus der Modell-
gleichung

LI(t)+ RI(t) =U(t)

(U(t) angelegte Spannung) berechnet (sieche Abbildung 2.2).

R
U(t) L
s = I(t
Abb. 2.1 Federschwinger Abb. 2.2 RL-Kreis

3. Die logistische Funktion p(t) beschreibt die zeitliche Entwicklung einer (biologischen
oder 6konomischen) Population mit beschréanktem Lebensraum:

p(t) =p(t)(a —bp(t)), a,b>0 und konstant. |

Anhand der Beispiele wird klar, was gesucht wird bzw. was man unter einer Losung einer
DGL versteht:

e Eine Losung in Beispiel 2.1 ist eine 1- bzw. 2-mal differenzierbare Funktion, die, in
die jeweilige DGL eingesetzt, die Gleichung identisch erfiillt.
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Treten in einer DGL auch héhere Ableitungen auf, etwa bis zur n-ten Ordnung, so
spricht man von einer DGL n-ter Ordnung. Sie lasst sich immer in der Form

F(t,z,i,...,.2" "V 2™y =0 (2.2)

schreiben. Eine Losung ist hier eine n-mal differenzierbare Funktion t — ¢(t), welche
in F eingesetzt, die Gleichung (2.2) identisch erfiillt.

Man nennt eine DGL n-ter Ordnung explizit, wenn sie nach der hochsten Ableitung
aufgeldst ist, also die Form

" = flt,z, b, .., amTY) (2.3)

besitzt, sonst implizit (siche Gleichung (2.2)).
Die Losung einer DGL (2.2) bzw. (2.3) wird mit ¢t — ¢(¢), t € I, I C R ein Intervall,
bezeichnet und die Losungsidentitdt in der Form

F(t, (), ¢(1), -, "V (1), o™ (1) =0

bzw.

P (8) = F(t (1), @(1), ..., "D (1)

geschrieben. Natiirlich ist stets zu beachten, dass

(t,0(t), @), ..., (1) baw. (t,01),...,o" " V(), tel

im Definitionsbereich von F' bzw. f liegt.

Bei einer Gleichung der Form

i=f(t x) (2.4)

mit (t,xz) € Q CR?, f:Q — R, f stetig auf Q, kann man sich auch geometrisch veran-

schaulichen, was es bedeutet, dass (2.4) eine Losung ¢ : I — R besitzt. Die Abbildung

2.3 macht auch klar (zumindest anschaulich), dass es gewiss nicht offensichtlich ist, ob

es zu einer beliebig vorgegebenen Funktion f : Q@ € R? — R (f nicht notwendig stetig)

eine auf einem Intervall I erklérte Funktion ¢ : I — R gibt, die (2.4) identisch erfiillt.

Warum wir uns, wie in der Einleitung erwéhnt, zunéchst mehr mit den theoretischen

Grundlagen beschéftigen wollen, soll das folgende Beispiel demonstrieren.

Beispiel 2.2
Fiir die vollig harmlos wirkende DGL

. 2
r=x —t
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Abb. 2.3 Geometrische Interpretation der Losung
p: I —TR von (2.4)

kann keine Losung explizit angegeben werden, die sich als endliche Kombination von ele-
mentaren Funktionen und deren Integralen schreiben lésst. Diese etwas vage formulierte
Aussage wurde von Liouville? gezeigt. Der Beweis ist algebraischer Natur und kann in
diesem Rahmen nicht gegeben werden. Wir wenden uns in Beispiel 2.9 noch einmal dieser
DGL zu. ]

Es gibt einfache Beispiele von impliziten DGL, die keine reellwertige Losung ¢(-) besitzen,
z. B. % + 1 = 0. Auch bei expliziten DGL kommt dieser Sachverhalt vor.

Beispiel 2.3
Betrachtet wird

. . { 0, tirrational
& =d(t) mit d(t):= , te€0,1].
1, ¢ rational

Die Funktion d(-) wird Dirichlet>-Funktion genannt. Hitte diese DGL eine Losung ¢,
dann miisste die Ableitung genau so aussehen, wie die Dirichlet-Funktion. Die Ableitung
einer differenzierbaren Funktion muss zwar nicht notwendig stetig sein, aber sie besitzt
die Zwischenwerteigenschaft (sieche Heuser (1980), Bd. I, S. 285). Danach muss eine dif-
ferenzierbare Funktion o mit ¢’(a) # ' (b) (a,b € [0, 1]) jeden Wert zwischen ¢’ (a) und
¢ (b) annehmen, was aber bei dieser rechten Seite der DGL unméglich ist. |

Wir haben in den voranstehenden Beispielen gesehen, dass bei der Untersuchung von
DGL die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung eine wichtige Rolle
spielt. In diesem Zusammenhang muss hier auf den Begriff eines Anfangswertproblems
(AWP) eingegangen werden.

2Joseph Liouville (1809-1882), bedeutender franzosischer Mathematiker, lieferte Beitrige zur
Algebra, Zahlentheorie, Geometrie und Analysis.

3Peter Gustav Lejeune—Dirichlet (1805-1859) war Nachfolger von Carl Friedrich Gauf} in Géttin-
gen, lieferte Beitrage zur Mathematik und mathematischen Physik.
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Definition 2.4 (Anfangswertproblem (AWP))

Gegeben sei eine Menge @ C R™, Q = {z € R" | [z —xo|| < d}, I := {t € R |
|t — to| < a} wobei d und a positive Konstanten sind, eine auf I x Q erklarte Funktion
f:IxQCR™! — R"™ und ein fester Punkt (to, o) € I x Q. Gesucht ist eine in einem
Intervall J (mit tg € J) differenzierbare Funktion ¢ : J — R"™ fur die

o) = f(t, (), ted und ¢(to) = zo (2.5)
gilt. Fir diese Aufgabenstellung benutzen wir das Symbol

z = f(t,x), x(to) = zo, (2.6)
wobei z(to) = zo die Anfangsbedingung bezeichnet.

Natiirlich ist in (2.5) wieder verlangt, dass graph ¢ C I x  ist. Die Bezeichnung AWP
stammt von Anwendungen, in denen ¢(¢) und damit der Zustand des Systems (2.6) aus
dem Anfangszustand z(to) = o und einer DGL fiir die Zustandsinderung bestimmt
werden soll. Fiir unseren Linearschwinger (Beispiel 2.1, 1.) ergibt sich das AWP

i 4wz = 0, =(0)==z01, ©(0)= zo2.
Die eindeutige Losung ist durch
o2 .
©(t;0,20) := mo1 coswt + —sinwt, (xo := (o1, T02))
w

gegeben. Die Losung eines AWP (2.6) existiert nicht notwendig fiir alle Zeiten t > to
(siehe Beispiel 2.6).

2.2 Geometrische Interpretation einer DGL
Wir betrachten die explizite DGL 1. Ordnung
&= f(t,z). (2.7)

Dabei sei f : © — R als stetige Funktion auf Q C R? erklirt. Die Funktion ¢ : I C
R — R sei eine Losung von (2.7), d. h. ¢ ist auf I differenzierbar, graph(yp) C € fiir alle
t € I und es gilt ¢(t) = f(t,¢(t)). Die geometrische Deutung von (2.7) ist nun einfach.
Geht eine Integralkurve ¢ durch den Punkt (to,x0) € €, d. h. ist ¢(to) = o, so ist der
Anstieg an dieser Stelle ¢(to) = f(to,xo). Durch die DGL (2.7) wird also die Steigung o
der durch den Punkt (¢o,z0) gehenden Losungskurve vorgeschrieben: tan oo = f(to, o).
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Diese Betrachtung lasst sich fiir jeden Punkt aus 2 anstellen. Sie fithrt auf die Begriffe
Linienelement und Richtungsfeld (sieche Abbildung 2.4).

T T

o7

to t t

Abb. 2.4 Steigung und Linienelement (links), Richtungsfeld (rechts)

Ein Zahlentripel (¢, z,p) wird geometrisch so gedeutet, dass p den Anstieg einer durch
den Punkt (¢, z) gehenden Geraden angibt (o mit tan o = p ist der Anstiegswinkel dieser
Geraden). Dieses Tripel heifit Linienelement. Gezeichnet wird dieses Linienelement als
ein (kleines) Geradenstiick mit den genannten Eigenschaften. Die Gesamtheit aller Lini-
enelemente der Form (¢, z, f(¢,x)) ist ein Richtungsfeld. Der Zusammenhang zwischen
dem Richtungsfeld (¢, z, f(¢,z)) und der DGL (2.7) ergibt sich wie folgt: Eine Losung ¢
der DGL ,passt“ auf das Richtungsfeld, d. h. in jedem Punkt des Graphen von ¢ stimmt
die Tangentenrichtung von ¢ mit der Richtung des Linienelementes iiberein.

Man kann sich also einen groben Uberblick iiber den Verlauf der Lésungen dadurch
verschaffen, dass man das Richtungsfeld zeichnet und dann versucht, Kurven auf das
Richtungsfeld zu legen (siehe Abbildung 2.5). Ob durch jeden Punkt (¢o,z0) € 2 genau
eine Losungskurve ¢ geht, wird im nichsten Abschnitt erortert.

Die soeben durchgefithrte geometrische Betrachtungsweise ist umkehrbar. Ist eine Schar
von differenzierbaren Kurven gegeben, deren Graphen paarweise disjunkt sind und die die
Vereinigung §2 haben, so lasst sich dieser Kurvenschar eine DGL & = f(¢,x) zuordnen,
fiir die diese Kurven Losungen der DGL sind. Dieser Zusammenhang vermittelt ein Bild
von den Moglichkeiten, die bei DGL auftreten konnen und ist {iberdies niitzlich fiir die
Konstruktion von Beispielen. Ansonsten ist diese Betrachtungsweise mathematisch nicht

sehr ergiebig und wird deshalb auch nicht weiter verfolgt.

2.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Nach der Einfiihrung in die grundlegenden Begriffsbildungen der Theorie gewOhnlicher
Differenzialgleichungen geht es in diesem Abschnitt um die Aufgabe, die Existenz und

Eindeutigkeit fiir Losungen von Anfangswertproblemen zu kldren. Die beiden grundle-
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Abb. 2.5 Richtungsfeld und Kurvenschar der DGL & = —z cost — sint

genden Sitze der Existenz von Loésungen sind der Satz von G. Peano® und der Satz
von E. Picard® und E. Lindeldf®. Die beiden Sétze unterscheiden sich in ihrer Aussage
lediglich in Bezug auf die Eindeutigkeit der Losung, nicht was die Existenz der Losung
eines AWP betrifft. Die Problematik soll zunéchst an Beispielen erlautert werden.

Beispiel 2.5
Wir suchen Losungen der DGL

i=/|z. (2.8)

Hier ist Q = R?. Aufgrund der Symmetrie des Richtungsfeldes ist mit ¢ auch die Funktion
P(t) := —p(—t) eine Lésung von (2.8). In der Tat gilt

P(t) = p(—t) = V]e(—t)| = V] — p(—t)| = V]v ().

Es geniigt also positive Losungen zu betrachten. Durch die Losungsmethode Trennung
der Variablen (siehe z. B. Aulbach (1997)) ergibt sich

dx .
ﬁ—Qﬁ—t—l—C und damit
2
x:@@cy:@ifl, te(—C,00), CeR. (2.9)

4Guiseppe Peano (1858-1932), italienischer Mathematiker und Logiker.

5Emile Picard (1856-1941) arbeitete vor allem auf dem Gebiet der algebraischen Geometrie, der
Analysis und der Mechanik.

SErnst Leonhard Lindeldf (1870-1946), finnischer Mathematiker, lieferte wichtige Beitrige zur
Funktionentheorie, Analysis und zur Theorie der Differenzialgleichungen.
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Man beachte, dass v/ positiv und somit ¢ > —C zu wéhlen ist. Die angegebene Funktion
@ ist fiir t < —C keine Losung der DGL (2.8). Man tiberlege sich, dass mit (2.9) alle
Losungen von (2.8) gegeben sind. Ferner ist ¢(t) = 0 eine Losung und —¢(—t; C) sind
die negativen Losungen (siehe Abbildung 2.6).

(t+2)* (t—2)*
1 1

Abb. 2.6 Losungskurven von

i = V]

Aus diesen Funktionen kann man die Losungen zusammensetzen, die auf ganz R erklart
sind:

t2/4, fir t>0,
—(t+2)%/4, fir t < —2.

Der Leser moge sich iiberlegen, dass ¢ auch an den ,Nahtstellen“ differenzierbar ist und
der DGL gentigt. |

Mit diesem Beispiel begegnen wir dem Phénomen der nichteindeutigen Losbarkeit einer
DGL. Jedes AWP besitzt unendlich viele Losungen. Beispielsweise sind Losungen durch
den Punkt (to,x0) = (2,1) durch

t2/4, fiir ¢t >0, 9 .
p1(t;a) = 0, fir a <t<0, und so(t)={ to/4’ gi iig
—(t—a)?/4, fir t<a(a<0) ’ -

gegeben. Die Art der Mehrdeutigkeit ist aber verschieden, je nachdem ob der Anfangs-
punkt z(to) = xo Null oder verschieden von Null ist. Im ersten Fall verzweigen sich die
Losungen direkt an der Stelle (to, o), im zweiten Fall hat man zunéchst eine Losung,
die sich erst in einiger Entfernung von (to,zo) verzweigt. Beim zuletzt vorliegenden Fall
sagt man, dass das AWP lokal eindeutig losbar sei. D. h. es gibt ein Intervall I (to € I)
mit der Eigenschaft, dass eine auf I definierte, eindeutig bestimmte Losung des AWP
existiert. Man sagt, die AWP mit zo # 0 sind lokal eindeutig 16sbar, die mit g = 0
nicht.

Anhand des néichsten Beispiels soll auf ein weiteres wichtiges Phinomen aufmerksam
gemacht werden.
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Beispiel 2.6
Wir untersuchen die DGL

z=e"sint. (2.10)

Auch hier ist wieder Q = RZ. Das Richtungsfeld ist symmetrisch zur z-Achse und
periodisch mit der Periode 2w, d. h. mit ¢ ist auch ¥i(t) = o(—t) und P2(t) =
o(t 4+ 2kn), k € Z wieder Losung. Durch Trennung der Variablen ergibt sich

/e_zdac =—e "= /sintdt = —cost — C mit der Losung

o(t;C) = —In(cost + C), cost+ C >0 (siche Abbildung 2.7).

Abb. 2.7 Losungskurven von
T =e"sint

Man {iberlege sich wieder, dass damit alle Lésungen gefunden sind und dass jedes AWP
eindeutig 16sbar ist. |

Dieses Beispiel zeigt ein neues Phénomen. Fiir C' > 1 existieren die Losungen fiir al-
le ¢ und sind beschriankt. Im Fall —1 < C' < 1 wachsen sie sehr rasch an und sind
unbeschriankt. Wir betrachten das AWP (2.10) mit x(0) = x¢. Die Losung dazu lautet

o(t;0,20) == (t;e” " — 1) = —In(cost + e~ *° —1).
Speziell ergibt sich fiir zg = —In 2 die Losung
@(t;0,—In2) = —In(1 + cost).

Die Losung existiert in (—m,7) und ist nicht tiber dieses Intervall hinaus fortsetzbar.
Weiter gilt

tEIjr:lw ©(t;0,—In2) = +oo.
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Losungen mit o < — In 2 existieren dagegen in R und sind beschrankt. Fiir g > —In 2
existieren die Losungen nur im Intervall |¢| < arccos(1 —e™*°), die Lange des Intervalles
konvergiert gegen Null fiir o — oco. Am Beispiel 2.6 sieht man, dass die Losung eines
AWP eventuell nur in einem sehr kleinen Intervall existiert und zwar auch dann, wenn
die rechte Seite der DGL auf ganz R? definiert und beliebig oft differenzierbar auf R?
ist.

Man kann allgemein zeigen, dass sich eine Lésung immer bis zum Rand von Q (© De-
finitionsbereich der rechten Seite der DGL) fortsetzen ldsst. Weiter sollte das Beispiel
2.6 zeigen, dass bei kleinen Anderungen der Anfangswerte — man betrachte etwa die Lo-
sungen fiir die Anfangswerte (to,zo) in der Nahe von (0, —In2) — sich das qualitative
Verhalten von Losungen (z. B. beschrankt, unbeschriankt) sprunghaft d&ndern kann. Die
wichtige Frage, ob die Stetigkeit von f (rechte Seite einer DGL) bereits ausreicht, um
die Existenz einer Losung zu beweisen, wurde zuerst von G. Peano (um 1890) positiv be-
antwortet. Einen sehr eleganten Beweis mittels Schauderschem Fixpunktprinzips findet
man z. B. in Zeidler (1995a), S. 63.

Satz 2.7 (Existenzsatz von Peano)
Ist f in einem Gebiet Q C R™*! stetig, so geht durch jeden Punkt (to, zo) € Q mindestens
eine Losung der DGL @ = f(t, z). Jede Losung lasst sich bis zum Rand von € fortsetzen.

Es stellt sich jetzt die Frage, welche Bedingungen an f zusétzlich gestellt werden miissen,
um die Eindeutigkeit der Losung von (2.6) durch den vorgegebenen Anfangspunkt (¢, o)
zu gewéahrleisten. Dass die Stetigkeit von f allein nicht ausreicht, hat Beispiel 2.5 gezeigt.
Ein zentraler Satz innerhalb der Theorie der gewohnlichen Differenzialgleichungen ist der
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von E. Picard und E. Lindel6f. Er macht eine Aussa-
ge dariiber, unter welchen Voraussetzungen das AWP (ein System von n gewohnlichen
Differenzialgleichungen)

z=f(tz), =z(to)==z0, (t,z)€RxR" (2.11)

genau eine Losung hat. Der Satz unterscheidet sich von dem Satz von Peano nur dadurch,
dass zur Stetigkeit von f zusétzlich eine Lipschitz-Bedingung (2.12) hinzukommt und
dafiir die Eindeutigkeit der Losung gefolgert werden kann.

Satz 2.8 (Picard und Lindel6f)
Es seien to € R, zgp € R™ und

Qap:={(t,x) ERXR™| |t —to| < a, ||z — w0l <b}
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mit festem a,b > 0 gegeben. Weiter wird vorausgesetzt, dass f : Qq,5 — R™ stetig ist
und

£t 2) = f(t&y)ll < Lllz -yl fi alle (¢,2), (t,y) € Qa,p (2.12)

mit konstantem L > 0 gilt. Wahlt man ¢ so, dass 0 < ¢ < min{a,b/K} mit K :=
max(¢,2)eQ,., |1/ (¢, 2)]|; dann folgt:

i. Existenz und Eindeutigkeit. Das Anfangswertproblem (2.11) besitzt genau eine
stetig differenzierbare Losung ¢(-) auf dem Intervall [to — ¢, to + ¢].
ii. Sukzessive Approximation. Die Folge (¢,) C C°[to — ¢, to + ¢| mit

On+1(t) == z0 —|—/t f(r,on(T))dr, @o(t) =0

konvergiert gleichméaBig auf [to — ¢, to + ¢] fiir n — oo gegen die Losung ¢(-) .
iii. Fehlerabschatzung. Auf dem angegebenen Existenzintervall [to — ¢, to + ¢] gilt fiir
jedes k € Np die Fehlerabschétzung:

ck+1

F+1)

lew(t) = ()l < K L (2.13)
¢k (+) bezeichnet die k-te Picard-Iterierte und ¢(-) die Losung des AWP (2.11).

iv. Stetige Abhingigkeit vom Anfangswert. Die Losung ¢(-) hingt stetig vom
Anfangswert zo ab.

Beweis: Hier werden die Beweisschritte des Satzes nur grob skizziert. Dem Leser wird
empfohlen, den Beweis des Satzes von Picard und Lindel6f mit Hilfe der Literatur (siehe
z. B. Walter (1993) oder Aulbach (1997)) nachzuvollziehen. Der Beweis stellt gleichzeitig
eine eindrucksvolle Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes dar.

Um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen, wird die Differenzialgleichung
(2.11) in eine Integralgleichung

z(t) = zo + /t f(r,x(r))dr, tE€ [to—c,to+ ] (2.14)

umgeformt. Da f stetig ist, sind (2.11) und (2.14) dquivalent: Die Gleichung (2.14) folgt
durch Integration von (2.11) und (2.11) aus (2.14) durch Differentiation. Um beim Beweis
die Aussage iv. gleich mit zu erhalten, fasst man (2.14) parameterabhéngig in der Form

x(t) = p+/ f(r,z(1))dr, t€to—c,to+ (] (2.15)
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auf, wobei (2.15) fiir p = po = xo mit (2.14) iibereinstimmt. Die zu betrachtende Fix-
punktgleichung lautet nun

x=Tpx, zeMCX, M:={zxeX | |z—pol| <b},

(Tpm)(t)::er/f(T,x(T))dT, t€lto—c,to+(].

Fiir X nimmt man den Banach-Raum C°[to — ¢, to + ¢|. Mit diesem Operator T}, miissen
alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkttheorems (siche Hoffmann et al. (2006),
Satz 14.26 und Korollar 14.27) tiberpriift werden. M ist als abgeschlossene Teilmen-
ge des Banach-Raumes X wieder vollstdndig. Die Lipschitz-Bedingung (2.12) sichert
die Kontraktivitdt von Tp. Die Voraussetzungen Tp,(M) C M und T}, ist kontraktiv
im Banachschen Fixpunktsatz, sind fiir die eventuelle Verkleinerung des Definitions-
bereiches der Lésung von (2.11) verantwortlich. Das Maximum max; +)eq, , [If(t, 2)]|
existiert, da f auf der kompakten Menge Q5 stetig ist (Satz von Weierstrass). Der
Banachsche Fixpunktsatz liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung i., das
Néherungsverfahren ii. und dessen Fehlerabschétzung iii., sowie die stetige Abhangigkeit
vom Anfangswert. O

Wir betrachten noch einmal die DGL aus Beispiel 2.2, deren Lésungen nachweislich nicht
explizit angegeben werden konnen, fiir die man aber trotzdem die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung auf einem Intervall I beweisen kann. Mit der Approximationsformel
(2.13) kann der Fehler der Picard-Iterierten abgeschétzt werden. Die graphische Dar-
stellung der Losung und der Approximationsformeln im angegebenen Existenzintervall
iiberlassen wir dem Leser.

Beispiel 2.9
Wir betrachten die DGL aus Beispiel 2.2 als nichtlineares AWP (DGL nach F. Riccati”
benannt)

i=xz"—t, 2(0)=0. (2.16)

Die Funktion f(t,z) := x® — t ist fiir alle (t,x) € R x R erkldrt. Im Hinblick auf die
Fehlerabschétzung (2.13) betrachten wir die Einschrankung der rechten Seite der DGL
auf das Quadrat

Dort gilt die Abschétzung
[ft,z) = fty)l =1 =) = (* =) = [z +y) (@ — )| < (5 + 3) e~y

"Francesco Riccati (1676-1754). Neben seinen Untersuchungen zu der nach ihm benannten DGL
& = a(t) + b(t)z + c(t)z?, widmete er sich den Anwendungen der Analysis auf Probleme der Hydro-
dynamik und Optik.
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mit der moglichen Wahl der Lipschitz-Konstanten L := 1. Um die Gréfle des Losungsin-
tervalls fiir die DGL (2.16) zu bekommen, schitzen wir f auf der Menge @
ab:

nach oben

11
272

2 2 3
22—t < ol + ¢/ < 2.

Da die Schranke Z als Wert angenommen Wird7 gilt die Aussage (i) des Satzes 2.8 mit a =
%, b= % und K = Wegen ¢ := min { 3 2 %} = % liefert der Satz dann die Existenz
einer eindeutig best1mmten Losung (mindestens) auf dem Intervall I = [—5, 5] Mit
Hilfe der Picard-Iteration bestimmen wir die ersten vier Ndherungslésungen. Wir starten

mit ¢o = 0 und erhalten die weiteren Ndherungen geméfl sukzessiver Approximation
Q0n+1(t) = 0 + fot f(Ta g@n(T)) dT7 n e NOZ

t t2
gol(t):/—TdT:——,
) 2
t 4 2 5
T t t
t) = T _Pdar = -S4+
#2(t) /0(4 7)dr 2 T 207
t 2 5 2 5 8 11
T T7\2 t t t t
t) = Ty e = S :
wa(t) /0[< >+ %) T}T > 720 160 " 2400

Mit Hilfe der Fehlerabschédtzung (2.13) kénnen wir die Genauigkeit angeben, mit der
durch ¢ die Losung ¢ approximiert wird. Fiir die k-te Naherung lautet die Fehler-
schranke 3 m Auf dem Intervall [—1, ] ergibt sich somit fiir 3 ein Fehler, der

kleiner als 3 1 244, ~2-1073 |

Aus dem Satz von Picard und Lindelof lassen sich nun weitere Folgerungen ziehen, die
hier nur verbal beschrieben und nicht bewiesen werden. Der Leser moge die umfangreiche
Literatur (z. B. Amann (1983), Coddington und Levinson (1955)) konsultieren.
Zunéachst sei noch einmal festgehalten: Die lokale Unitét der Losungen impliziert sofort
eine globale Unitdt in dem Sinn, dass sich Integralkurven in €2 nicht schneiden oder
verzweigen konnen. Anderenfalls wiirden in einer Umgebung des Schnittpunktes (to, zo)
zwei verschiedene Losungen existieren.

Eine globale Existenzaussage etwa, dass die Losung zum Anfangswert (¢o,zo) auf belie-
big vorgegebenem I mit to € I existiert, ist auch unter scharferen Voraussetzungen an
f (etwa Analytizitdt) nicht zu erzielen (siche Beispiel 2.6). Erst starke Wachstumsbe-
schrankungen an f sichern globale Existenzaussagen (siche Satz 2.11). Es gibt aber einen
Satz iiber das Mazimalintervall eines AWP. Unter den Voraussetzungen des Satzes von
Picard und Lindel6f existiert zu jedem (to,zo) € £ ein eindeutig bestimmtes Intervall
I(to,z0) = (a(to,x0),b(to, o)) mit folgenden Eigenschaften:

i. —oo < a(to, o) <t < bto, o) < 400,
ii. das AWP (2.11) besitzt genau eine Losung ¢ auf I(to, zo),
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iii. ist @1 eine Losung des AWP (2.11) auf einem Intervall I mit ¢to € I, dann ist
I C I(to,xo) und ¢ ist die Einschrankung der Losung ¢ auf dieses Teilintervall I:

®1(-3t0,0) = ¢(-5to,0)|1-

Beispiel 2.10
Fiir einen beliebigen Anfangswert (to,zo) € R? soll die maximale Losung des AWP

i=tz?, x(to) = xo (2.17)

bestimmt werden. Durch Trennung der Variablen erhalt man als Losung ¢ die rationale
Funktion

210

(p(t; to,xo) = W .

Das maximale Losungsintervall I(¢o,xo) ergibt sich aus der Tatsache, dass sich eine ra-
tionale Funktion nicht iiber ihre Pole hinweg als differenzierbare Funktion und damit
nicht als Losung einer DGL fortsetzen lasst. Daraus folgt (in Abhéngigkeit von to und
xg) das jeweilige Maximalintervall. Dabei muss ¢o in I (o, zo) liegen! Bei dieser einfachen
DGL treten bereits Losungskurven mit maximalen beidseitig und einseitig unbeschrank-
tem und beschranktem Definitionsbereich auf. Der Leser moge einige Losungen selbst
erstellen. |

Im Zusammenhang mit Eigenschaften von maximalen Losungen tritt die Frage auf, wie
sich eine maximale Losung verhélt, wenn ¢ dem Rand des maximalen Existenzintervalles
zustrebt. Es wird auch hier wieder nur eine verbale und anschauliche Erlauterung gege-
ben. Legt man auf mathematisch prazise Formulierungen und Beweisfiithrung wert, dann
sei auf das Buch von Aulbach (1997) verwiesen. Die Abbildung 2.8 macht das Verhalten
der maximalen Losungskurve @max sichtbar: Die Menge Q C R sei offen und die

T

9

o4

a(to,zo) Tv  to T b(to,m0) t Abb. 2.8 Verhalten der Loésungskurve @max

Funktion f : Q — R™ sei stetig und bzgl. « Lipschitz-stetig (siehe (2.12)). Dann verlésst
die Losungskurve des AWP (2.11) einer maximalen Losung jede kompakte Teilmenge K
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von {2 in beiden Zeitrichtungen und kehrt nicht mehr in K zuriick (einer der beiden Rand-
punkte von I(to,zo) ist dabei natiirlich endlich). Man sagt, dass die Losungskurve von
Rand zu Rand lauft, also in beiden Zeitrichtungen gegen 9S2 konvergiert. Den Zeitpunkt
a(to, o) bzw. b(to, zo) bezeichnet man auch als Explosionszeit (endliche Entweichzeit)
der Losung ¢max(t). In der Abbildung 2.8 ist es ¢ = a(to, xo).

Der Leser moge am Beispiel der DGL

2
b= a(l) =1 Q= {(ta) € R® |t £0)
den anschaulich erklirten Sachverhalt nachvollziehen.
Die DGL & = e” sint (siche Beispiel 2.6) zeigt, dass selbst bei einem Definitionsbereich
Q = R? endliche Entweichzeiten auftreten kénnen. Damit stellt sich die Frage: Gibt es
(moglichst allgemeine) Bedingungen an die rechte Seite einer DGL, die das Auftreten

endlicher Entweichzeiten verhindern?

Satz 2.11 (DGL mit linear beschriankter rechter Seite)

Essei f: Q—R” mit Q:=TxR", I =(a,b), —00 < a <b< oo eine stetige Funktion
auf  und bzgl. z € R™ Lipschitz-stetig, d. h. (2.12) gilt mit einem L > 0. Des Weiteren
sei f linear beschrankt, d. h. es gilt eine Abschitzung der Form

If & 2)|| < r@)||z|| + s(t) firalle t € I und =z € R™ (2.18)

mit stetigen Funktionen 7, s : I — RT. Dann existiert die maximale Losung jedes AWP
z = f(t,z), x(to) ==z0, (to,z0) € I xR"

auf dem ganzen Intervall I, d. h. es gilt I(to,x0) = I fiir jedes to € I und zo € R™.

Im Hinblick auf den letzten Satz kann man feststellen, dass die t-Abhéngigkeit von f
gegeniiber der z-Abhéngigkeit eine untergeordnete Rolle spielt. In der Abschéitzung (2.18)
fiir die Funktion f sind beliebige (lediglich stetige) Funktionen r und s zugelassen.

Beispiel 2.12
Die DGL

x':t4xsinx+et4, (t,z) e Rx R (2.19)

hat eine stetig differenzierbare rechte Seite, die dariiber hinaus auch noch linear be-
schrinkt ist. Wihlt man namlich r(t) := t* und s(t) := e’ dann geniigt die rechte
Seite von (2.19) den Voraussetzungen des Satzes 2.11 (insbesondere der Abschétzung
(2.18)) und man hat somit eine eindeutig bestimmte maximale Losung. Wegen des star-
ken Wachstums des Terms e’ verlaufen die Lésungskurven (von kleinen [t| abgesehen)
nahezu senkrecht. Die Abbildung 2.9 (rechts) suggeriert das Vorliegen einer endlichen
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Abb. 2.9 Richtungsfeld der DGL i = t*zsinz + et (links). Verschiedene Losungskurven der
DGL & = t*zsinz + e’ ; keine dieser Lésungskurven hat eine endliche Entweichzeit (rechts)

Entweichzeit, was jedoch aufgrund des Satzes 2.11 nicht moglich ist, da die Losung fiir
alle t € R existiert. ]

Beispiel 2.13
Wir betrachten die DGL

= A(t)x + b(t) (2.20)
wobel A(t) eine n X nm-Matrix mit stetigen Eintrdgen a;; : I — R, 4,5 = 1,...,n und
b: I — R"™ stetig auf I := (a,bd) sind. Fir f(t,z) := A(t)x + b(¢t) gilt die Abschétzung

1F (&)l <A@ IR |2 ][rn + [16(E) |z (2.21)

mit irgend einer Norm im R™ und einer Matrixnorm im R™*™. Somit ist die Abschit-
zung (2.18) mit 7(¢) := [JA(t)]] und s(t) := ||b(¢)|| erfillt und nach Satz 2.11 existiert
die maximale Losung ¢ stets auf dem gemeinsamen Definitionsintervall von A(-) und

b(+). Es treten also, sofern A(-) und b(-) stetig sind, bei linearen Systemen (2.20) keine
Explosionszeiten auf. ]

2.4 Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung

Eine Reihe von naturwissenschaftlichen Problemstellungen, wie z. B. Feder-Dampfer-
Systeme der Mechanik oder Kirchhoffsche Netzwerke der Elektrotechnik, lassen sich
durch lineare DGL-Systeme beschreiben. D. h. sie lassen sich auf die Form

= A{t)x+0bt), zeR™ Acc’(I,R""), beC’I,R"), neN (2.22)
bringen. Man nennt A(t) := (a;;(t)) € R™*™ die Koeflizientenmatrix und den Funktio-

nenvektor b(t) := (b1 (t),...,bn(t))T die Stérfunktion (auch Inhomogenitit). Die Funk-
tionen a;j , b; : I — R sind iiber einem gemeinsamen Intervall I C R definiert und stetig.
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Das System (2.22) heifit homogen, wenn b(t) = 0 fiir alle ¢ € I, sonst inhomogen. Das
DGL-System

i = A(t)z (2.:23)

ist das dem DGL-System (2.22) zugeordnete lineare homogene DGL-System. Da nur
Ableitungen 1. Ordnung in (2.22) bzw. (2.23) vorkommen, handelt es sich um ein DGL-
System 1. Ordnung.

Das wesentliche Merkmal linearer Systeme ist die algebraische Struktur der Gleichungen,
sowie der dazugehorige Losungsraum. Aufgrund von Satz 2.11 wissen wir bereits, dass
fir jedes (to,zo) € I x R™ das AWP

i =AMz +b(t), x(to) = 0 (2.24)

eine eindeutig bestimmte globale Losung
¢(-sto, o) : I — R"

besitzt. Somit konnen also im Inneren des Intervalls I keine Explosionszeiten von Losun-
gen von (2.22) auftreten.
Wir stellen nun einige weitere wohl bekannte Tatsachen iiber lineare DGL-Systeme zu-

saminern.

(1) Superpositionsprinzip

Es seien die p; : I — R™ Losungen des DGL-Systems (2.22) mit den Inhomogenitéten
b; € CO(I, R™), 4 = 1,2. Dann ist fiir beliebige reelle ¢1,ca die auf I erklarte Funktion
c1p1(t) + cap2(t) eine Losung von

= A(t)x 4 c1b1(t) + c2ba(t).

Insbesondere ist mit je zwei Losungen von (2.23) auch jede Linearkombination wieder eine
Losung dieser Gleichung. Diese Uberlagerung von Losungen nennt man Superposition.

(2) Losungsraum

Fiir ein DGL-System 1. Ordnung soll nach der Menge aller Losungen gefragt werden.
Wir fithren dazu einen linearen Operator L ein, der den reellen Vektorraum C*(I, R™) in
den Vektorraum C°(I,R™) nach der Vorschrift

L:C'(I,R") —C°(I,R), z~— Lz:= <(§it —A(~)> x



2.4 Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung 85

abbildet. Damit kann (2.22) als lineare Operatorgleichung
Lr=b mit zeC'(I,R") (2.25)

und gegebenem b € C°(I,R™) geschrieben werden. Wir fithren zuniichst noch die folgen-
den Loésungsmengen

Lo:={zeC'(I,R")| Lz = 0} = ker(L)
(Losungsmenge des linearen homogenen DGL-Systems) und
L:={xeC (I,R") | Lr=b, beC’I,R") gegeben}

(Losungsmenge des linearen inhomogenen DGL-Systems) ein, um die Aussage prézise
formulieren zu kénnen. Dann ist Lo C C'(I,R™) ein reeller Vektorraum und

L=xp+ Lo :={x=uzp+xo| filr jede Lésung =, von Lz =b, xo € Lo}.

Die Linearitdt von Lo rechnet man einfach nach. Die nichste Feststellung ist die, dass
mit zwei (beliebigen) Losungen x1,x2 € £ zunichst Lx1 = b und Lz2 = b und daraus
L(z1 — x2) = 0 folgt. Mit einer partikularen fest gewéhlten Losung x, € L folgt, dass
fiir jedes z € L die Differenz « — z, =: zo zu Lo gehort. D. h. jedes z € £ hat die
Darstellung * = xp + xo und somit ist £ C xp + Lo. Umgekehrt gilt mit festem z, € £
und beliebigem zo € Lo die Relation L(xp + x0) = Lxp + Lxzo = b, also xp + 0 € L
und somit xp + Lo C L. Diese hier durchgefiihrten Uberlegungen gelten iibrigens auch
ganz analog fiir jeden linearen Operator L, der eine Abbildung X > z+— Lx =y €Y
zwischen Vektorraumen X und Y vermittelt.

Aus diesen Betrachtungen resultiert folgendes Losungsverfahren fiir die Gleichung (2.22):
Man bestimme zunéchst die Losungsmenge Lo des homogenen Systems & = A(t)x. Dar-
iiber erfolgen im Punkt (3) weitergehende Untersuchungen. Dann bestimme man eine
partikulére Losung der inhomogenen Gleichung Lz = b. Dies kann mittels spezieller Lo-
sungsansétze bzw. in jedem Fall mit der Methode der Variation der Konstanten erfolgen
(siche Punkt (6)). Die allgemeine Lésung von (2.25) ergibt sich dann aus © = z¢ + zp.

(3) Dimension des Losungsraumes L

Wir wollen zeigen, dass dimker(L) = n gilt, d. h. es gibt genau n linear unabhéngi-
ge Losungen des linearen homogenen DGL-Systems (2.23). Man benétigt also lediglich
die Konkretisierung des Begriffes der linearen Unabhdngigkeit von Funktionen in einem
Funktionenraum (Vektorraum). In unserem Fall ist dies der Raum C'(I,R™). Fiir die
lineare Unabhéngigkeit von Funktionen miissen wir iiberpriifen: Das Nullelement 1asst
sich nur als triviale Linearkombination darstellen, also

{fir alle t € I gilt Zcixi(t):O} = =0 i=1,...,n}

1=1
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Wir machen zunéchst eine weitere Beobachtung: Ist ¢(-) eine Losung von Lz = 0 und
existiert ein to € I mit ¢(to) = 0, so ist ¢(t) = 0 auf I. Dies folgt unmittelbar aus der
Unitéat der Losung, da Lz = 0 stets die triviale Losung besitzt.

Um dimker(L) = n > 1 zu zeigen, miissen wir einen geeigneten Vektorraum-Isomorphis-
mus zwischen R™ und einem Vektorraum V von C*(I, R™) finden. Fiir jedes feste to € T
wird dies durch die Abbildung

R™ 3 0 — @(-; to, w0) € Lo C C*(I,R™)

von R™ auf Lo geleistet. Dabei ist o(+;t0,x0) die (eindeutige) Losung des AWP & =
A(t)z, z(to) = wo. Diese Abbildung ist linear, denn fiir A\, u € R und zo,z1 € R"™ folgt
aus der eindeutigen Losbarkeit

@(-3t0, Azo + pz1) = Ap(vto, zo) + pe(-to, T1).

Diese Gleichheit gilt, da auf beiden Seiten der Gleichung eine Lésung von Lz = 0 mit dem
Anfangswert Az + px1 (zum Zeitpunkt ¢ = to) steht (Superpositionsprinzip). Aufgrund
der Eindeutigkeit folgt aus ¢(-;to, o) = 0 stets ¢(to;to,z0) = zo = 0. Somit ist die
Abbildung injektiv, die Surjektivitat ist offensichtlich. Damit ist gezeigt: Die Abbildung
ist ein Vektorraum-Isomorphismus von R™ auf sein Bild L. Es gilt also dim(Lo) =
dimker(L) = n.

(4) Fundamentalmatrix

Zunéchst sei noch einmal festgestellt: Jede Linearkombination von Losungen von Lx = 0
ist wieder eine Losung von Lz = 0. Es gibt nach (3) genau n = dim R™ linear unabhéngi-
ge Losungen @1, ..., @n € CH(I,R™) von Lz = 0. Jedes System {1, ..., @n} von n linear
unabhéngigen Losungen heifit Fundamentalsystem von Lx = 0. Es sei {¢1,...,pn} ein
Fundamentalsystem von (2.23). Dann heifit die Matrix X mit den Spalten ¢1, ..., ¢¥n,
also

X(t) = [p1(t) ... on(t)]

Fundamentalmatriz. Gilt aulerdem X (to) = I, d. h. ¢i;(to) = dij, 1 < 4,5 < n, so heifdt
Xy, := X Hauptfundamentalmatriz (auch Ubergangsmatriz) zum Zeitpunkt to fiir (2.23).
Ist X eine beliebige Fundamentalmatrix, so wird durch X, (t) := X ()X (to) ™!, t € I,
stets eine Ubergangsmatrix definiert. Die Hauptfundamentalmatrix X4, ist die eindeutige
globale Losung des linearen homogenen AWP (auch Matrixdifferenzialgleichung genannt)

X =AMW)X, X(to)=1.

Ist Xy, die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt ¢o fiir (2.23), so wird fiir jedes
xo € R™ die eindeutige globale Losung ¢(+; to, zo) € C*(I,R™) des AWP

= A(t)x, x(to) =x0 durch ¢(¢;to,x0) = X, (t)z0
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gegeben. Insbesondere ist
Lo = {Xt,(-)zo | 0o € R"} C C'(I,R™)

der Lésungsraum von (2.23). Allgemein heiBt jede Losung von X = A(t)X Lisungsmatriz
der homogenen DGL (2.23).

(5) Wronskideterminante

Ist X eine Losungsmatrix von (2.23), d. h. jeder Spaltenvektor von X ist Losung von
(2.23), so heifit die Funktion

W:ICR—-R mit W(t):=det X(t) (2.26)

die Wronskideterminante der Losungsmatrix X = [p1, ..., ¢n] oder des Losungssystems
{¢1...on} von (2.23). Man kann beweisen, dass die Wronskideterminante W eine Lo-
sung der linearen homogenen Differenzialgleichung

y:Zaiiy, y€R.
i=1

ist. Hieraus folgt sofort die Formel von Liouville:
W (t) = W(to) e o Zim @) ds vy ye . (2.27)

Aus der Exponentialdarstellung der Wronskideterminante folgt:

1. Die Wronskideterminante einer Lésungsmatrix von & = A(t)z verschwindet entweder
identisch oder nirgends.

2. Ein Losungssystem {@1,...,¢n} ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die
zugehorige Wronskideterminante von Null verschieden ist.

(6) Die inhomogene DGL

Wir wenden uns nun dem inhomogenen DGL-System
i=A(t)z+bt), tel (2.28)

zu und erhalten aufgrund der Uberlegungen in (2) sofort den Sachverhalt: Die Gesamtheit
der Losungen von (2.28) bildet den affinen Unterraum ¢, + Lo von C* (1, R™), wobei ¢, €
C'(I,R™) eine belichige Lésung der inhomogenen Gleichung (2.28) und Lo € C'(I,R™)
der Losungsraum der zugehorigen homogenen Gleichung & = A(t)x sind.
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Es muss also (2.28) irgendwie* integriert werden. Ublich ist in der Literatur die Metho-
de der Variation der Konstanten. Sie besteht darin, mit dem Ansatz ¢p(t) = X (t)u(t)
mit unbekanntem v € C'(I,R™) und (bekannter) Fundamentalmatrix X (-) ein geeig-
netes u(-) derart auszurechnen, dass ¢, eine spezielle Losung von (2.28) darstellt. Wir
berechnen u durch Einsetzen von ¢p(t) = X (t)u(t) in die DGL (2.28):

X (Dult) + X (D)it) = AD)X (tult) + b(2),
[X(8) — A(D)X (1) Ju(t) + X (£)at) = b(t).
=0

Es ergibt sich eine DGL fiir wu:
a(t) = [X ()] 'b(t), tel.
Die Losung dieser Gleichung lautet
t
©p(t;to) = X(t)/ [X(s)] 'b(s)ds, tel.

to
Wiéhlt man fiir X (¢) die Hauptfundamentalmatrix X¢,(t), dann lautet die Losung des
AWP (mit z(to) = xo):

o(t; to, z0) = Xe, (t)zo + / Xiy () X1, (s) " b(s)ds, tel. (2.29)

Fir das Auffinden einer partikuldren Losung ¢, muss man im Wesentlichen nur eine
Fundamentalmatrix invertieren. Der Rest ist ,,Rechenarbeit “.
(7) Losung der adjungierten Gleichung

Wir haben gelernt, dass eine Fundamentalmatrix X durch

X(t)=A@t)X(t), detX(t)=W(t)#0, tel (2.30)
charakterisiert ist. Umgekehrt folgt aus (2.30) auch

XX 't)=A@t), tel. (2.31)

Ist also eine regulédre differenzierbare n x n-Matrix X () gegeben, dann sind ihre Spalten
auf I linear unabhéngige Losungen der DGL & = A(t)z mit der durch (2.31) gegebenen
Matrix A(-). Die Inverse X ! einer Fundamentalmatrix X geniigt ebenfalls einem DGL-
System. Aus der Beziehung X ~!'X = I folgt zuniichst durch Differenziation nach ¢ und
Beachtung von X = AX

0=(X"HX+X'X=(X""HX+Xx'4Xx
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und daraus die Identitat
(X7 ==X"1A@). (2.32)

Geht man in (2.32) zur adjungierten (transponierten) Gleichung iiber, d. h. zu
(X)) =[x =-AT)(x ™7,

dann sieht man sofort, dass (X )7 eine Fundamentalmatrix der adjungierten DGL

g =—-AT(t)y. (2.33)

ist.

2.5 Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Fiir die in der Praxis haufig auftretenden linearen DGL-Systeme
&= Az + b(t) (2.34)

mit konstanter Koeffizientenmatrix A = (a;;) € R™™™ und b(-) € C°(I,R™) lisst sich
— zumindest theoretisch — leicht ein Fundamentalsystem des zugehorigen homogenen
DGL-Systems © = Az angeben. Mit der allgemeinen Losung des linearen homogenen
Systems kann dann nach der Methode der Variation der Konstanten eine partikulédre
Lésung des Systems (2.34) geméaf Abschnitt 2.4, (vi) bestimmt werden. Somit erfolgt
die Konzentration unserer Uberlegungen auf das Losen des linearen homogenen DGL-
Systems

it=Ax, zeR", AecR"™". (2.35)
Léasst man sich von der einfachsten Form eines solchen DGI-Systems, also
t=ax, z€R, a€R (2.36)

leiten, dann besitzt diese Gleichung die allgemeine Lésung o(t) = ce®. Die Idee, um
(2.35) zu lésen, ist nun die folgende: Man fiihrt eine Matriz-Ezponentialfunktion ein,
indem man in der Partialsumme Z;:o akack einer Potenzreihe ZZO:() akxk die Potenzen
z¥ durch die Potenzen A¥ = A-A ... A (k-mal, A° = I) einer Matrix A € R™*™ ersetzt.

Man erhalt auf diese Weise fiir jedes r € Ng eine n x n-Matrix

ZakAk =aol +a1A+...+a-A". (2.37)
k=0
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Die Matrixreihe > 7°  ar Ay heiBt konvergent mit Grenzwert S = (si;) € R™ ™ wenn
jede der (4, j)-Komponenten von (2.37) (das sind jeweils Partialsummen von Zahlenrei-
hen) fiir r — oo gegen s;; (1 < 4,j < n) konvergiert.

Satz 2.14 (Matrix-Exponentialfunktion)
Gegeben seien A € R™*™ und r > 0. Dann ist die Matrix-Exponentialreihe

:Z%A’“:IHA+%1&2A2+... (2.38)
k=0

absolut und gleichméfig konvergent fiir jedes ¢t < r.

Beweis: Koordinatenweise ist jede (Zahlen-)Potenzreihe eine absolut konvergente Reihe
mit dem Konvergenzradius co und in jedem kompakten Teilintervall auch gleichmafig
konvergent. 0

Beispiel 2.15

1. Mit A := diag(A1,..., ) folgt A¥ = diag(\F,...,\%) und daraus e* =
diag (e™,...,eM).

2. Ist A eine nilpotente Matrix, d. h. A*T = 0 fiir ein k& € N, dann bricht die Exponen-
tialreihe fiir e nach endlich vielen Gliedern ab:

A 1 1 k
_I+ﬂA+"'+EA .
0 2 4 1 2 7
Speziell: A:= [0 0 3| = e*=I1+5A+5A4%=[0 1 3
0 0 0 0 0 1

-1 -1 0 0 1
3. A= A? = , A= , At=1, ... .
0 0 -1 -1 0

Daraus folgt

2 3 .
o 1—%+4.:F © Otk T ) | [cost —sint) -
0+t—§j:-~ -L+5F sint  cost

Aus der Definition (2.38) folgen Rechenregeln:

i. =1 (0ist diec Nullmatrix, I ist die Einheitsmatrix),

ii. AB= BA (A und B kommutieren) = e“ef = efe? = A5,
Ay—1 —A

iii. Inverse: (e ) =e 7

iv. Ableitung: % et = Aett = etA, teR.
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Man moge sich an einem einfachen Beispiel (2 x 2-Matrix) klarmachen, dass bei der
Rechenregel ii. aus AB # BA im Allgemeinen auch el #* eBet #* 1B folgt. Die
Regel iv. folgt aus Satz 2.14, da die Reihe (2.38) gliedweise differenziert werden darf.
Mit der Matrix-Exponentialfunktion kann man nun die allgemeine Losung des linearen
homogenen DGL-Systems (2.35) darstellen.

Satz 2.16 (Matrixexponentialdarstellung der Losung)
Das lineare homogene DGL-System (2.35) mit konstanten Koeffizienten besitzt die all-
gemeine Losung

tie)=elc, ceR™. 2.39
©

Sie ist fiir alle t € R definiert. Ist C' € R™*" eine invertierbare Matrix, dann ist
X(t) =eC

eine Fundamentalmatrix des DGL-Systems (2.35).
Die Losung des AWP & = Az, z(to) = zo € R" lautet:

w(t;to, x0) = elt—to)A To . (2.40)

Beweis: Der Nachweis fiir die Formeln (2.39) und (2.40) erfolgt durch Nachrechnen
(unter Zuhilfenahme der Rechenregel iv.). Die Unitdt der Losung (2.40) des AWP ist
durch den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindel6f gesichert. (I

Bemerkung 2.17

Die Abbildung et : R™ — R™ (mit to = 0) kann als die Beschreibung fiir die Bewegung
eines Punktes zop € R™ im Phasenraum R™ aufgefasst werden. Deshalb spricht man
bei dieser Abbildung o(t;to = 0,-) = e*A(:) auch vom Fluss des linearen Systems.
Eigenschaften des Flusses werden in Satz 2.24 dargelegt. |

Um zu einer Losung von (2.35) zu kommen, miisste man jedes Mal eine unendliche Reihe
aufsummieren — eine im Allgemeinen sehr schwierige Aufgabe. Deshalb zeigen wir andere
Moglichkeiten, wie man zu einem Fundamentalsystem von (2.35) gelangen kann.
Warum das Bestimmen der Losungen von (2.35) auf ein Problem der linearen Algebra
hinauslauft, soll die folgende Uberlegung zeigen. Wir machen den Ansatz

z(t) = ce™ mit ceC", AeC (2.41)
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und setzen A voriibergehend als konstante komplexe Matrix voraus. Diesen Ansatz in
(2.35) eingesetzt, liefert die Gleichung

i = Aee™ = Ace™.
Somit ist z(¢) genau dann eine Losung von (2.35), wenn
Ac = Ac (2.42)

gilt. Ein Vektor ¢ # 0, der der Gleichung (2.42) geniigt, wird ein FEigenvektor, die Zahl
A, der zu ¢ gehérige Figenwert der Matrix A genannt (siehe Abschnitt 1.2.2). Somit sind
alle Eigenpaare (A, c¢) der Gleichung (2.42) oder, was dasselbe bedeutet, alle Losungen

(A= X)c=0 (2.43)

zu bestimmen. Bei (2.43) handelt es sich um ein lineares homogenes Gleichungssystem
fiir c. Es hat genau dann eine nichttriviale Losung, wenn

Pa()) == det(A — AI) =0 (2.44)

ist. Die Eigenwerte von A sind also die Nullstellen des sogenannten charakteristischen Po-
lynoms Py, (). Es besitzt n (reelle oder komplexe) Nullstellen, wobei jede Nullstelle geméfl
ihrer Vielfachheit gezdhlt wird. Die Vielfachheit x(\) der Nullstelle A des charakteristi-
schen Polynoms Pp(-) heifit algebraische Vielfachheit des Eigenwertes. Bezeichnet man
mit o(A) die Menge aller Eigenwerte von A, dann sagt der Fundamentalsatz der Algebra,
dass ZAEU(A) x(A) = n gilt. Die Dimension des Eigenraumes, dim ker(A — AI) =: m(A),
heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwertes. Im Fall x(\) = 1 heifit A ein einfacher
Eigenwert. Es gilt stets 1 < m(\) < x(N). Ist m(A) = x(A) so heifit A halbeinfacher
Eigenwert. Fiir jedes A € o(A) ist dimker(4 — X)X = y()). Die von Null verschie-
denen Elemente von ker(A — AI)X™) heiBen verallgemeinerte Eigenvektoren von A und
ker (A — X)X heiBt verallgemeinerter Eigenraum zu A.

Satz 2.18 (Komplexe Losungen)

Es seien A, ¢, A komplex, ¢ # 0. Die Funktion ¢(t) = ce™ ist genau dann eine Losung von
(2.35), wenn )\, ¢ ein Eigenpaar von A ist. Die Losungen ¢;(t) = c;e™* (i =1,...,r)
sind genau dann linear unabhéingig, wenn die Vektoren c¢; linear unabhéangig sind. Dies
ist gewiss dann der Fall, wenn alle \;, ¢ = 1,...,r verschieden sind.

Der Beweis des Satzes ist aufgrund der voranstehenden Uberlegungen klar. ]
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Man erhalt z. B. genau dann ein Fundamentalsystem von Lésungen, wenn die Matrix A
n verschiedene Eigenwerte besitzt. Der Satz (2.18) gilt natiirlich auch fiir reelle Systeme.
Man ist jedoch dann auch an reellen Losungen interessiert. Die Schwierigkeit ergibt sich
dadurch, dass eine reelle Matrix komplexe Eigenwerte besitzen kann, die dann auf kom-
plexe Losungen gemédfl Ansatz (2.41) fithren. Man rechnet leicht nach, dass bei reeller
Matrix A der Realteil und auch der Imaginarteil einer komplexen Losung zwei linear
unabhéngige Losungen fiir £ = Az darstellen. Mit A und ¢ sind auch die konjugiert
komplexen GroBen A und ¢ wieder Losungen der Gleichung (2.42). Sie fiihren auf die zu
p(t) = ce konjugiert komplexe Losung m = EeXt, bei der die Aufspaltung in Real-

und Imaginéarteil auf dieselben Losungen fiihrt. Somit hat man

Satz 2.19 (Reelle Losungen)

Ist A := p+iv (v # 0) ein komplexer Eigenwert und ¢ := a+14b ein komplexer Eigenvektor

At

der reellen Matrix A, so ergeben sich aus ¢(t) = ce™’ zwel linear unabhéngige reelle

Losungen

y(t) = Rep(t) = e*(acosvt — bsinvt),
y*(t) = Imp(t) = e*(asinvt + beosvt).

Beweis: Die lineare Unabhéngigkeit der Losungen rechnet man einfach nach. (Il

Wir machen jetzt eine Koordinatentransformation. Durch x = Cy mit det C # 0 geht
& = Az iber in

y=CtACy. (2.45)

Besitzt nun die Matrix A die n linear unabhéngige Eigenvektoren ci,...,c, und setzt
man C := (c1,...,¢n) soist AC = (Act,...,Acn) = (Aic1, ..., Ancn) = CD, wobei

D = diag()\l,.. ,)\n) (d h. D= (d”) mit d;; = Ag, dij =0, 7,75])

eine Diagonalmatrix ist, also C ™' AC = D gilt. Das System (2.45) lautet dann

y=Dy bzw. ¢i=XNy; (1=1,...,n). (2.46)
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Ein Fundamentalsystem von Losungen lautet dazu:

e>\1t 0 0
0 et L. 0
Y (t) = diag (y1(t) ... yn(t)) = ’ o 7
0 0 €>‘"t

woraus sich aus C'Y (t) = X (¢) das Fundamentalsystem zu & = Ax ergibt.

Immer dann, wenn jeder Eigenwert A € o(A) halbeinfach ist, gibt es n linear unabhéngige
FEigenvektoren, so dass man damit eine Fundamentalmatrix aufstellen kann. Die Matrix
A kann dann in Diagonalgestalt iiberfithrt werden (siehe (2.46)). Das angegebene Verfah-
ren versagt, wenn die geometrische Vielfachheit m()\) eines Eigenwertes kleiner als seine
algebraische Vielfachheit x(\) ist. Da die geometrische Vielfachheit die Maximalzahl 1i-
near unabhéngiger Eigenvektoren zum Eigenwert A\ angibt, ist diese also jetzt kleiner
als die algebraische Vielfachheit x(A). Somit kann nach der bisherigen Vorgehensweise
kein vollstdndiges Fundamentalsystem von Losungen gefunden werden. Deshalb geben
wir jetzt ein praktikables Verfahren an, wie man trotzdem zu einem Fundamentalsystem
gelangt. Der Trick besteht darin, den R™ mit einer Basis aus Eigenvektoren und Haupt-
vektoren zu versehen, die die Matrix-Exponentialreihe nach endlich vielen Summanden
abbrechen zu lassen.

Praktische Berechnung eines Fundamentalsystems von Losungen

Zur Bestimmung eines Fundamentalsystems benétigen wir den Begriff des wverallgemei-
nerten Eigenvektors bzw. Hauptvektors.

Definition 2.20 (Hauptvektor)
Ein Vektor v € C" (v # 0) heilt Hauptvektor der Stufe | € N zum Eigenwert A der
Matrix A € C™*", wenn (A — X)'v =0und (A—A)"v #0 fir r =1,...,1 — 1 gilt.

Hieraus folgt: Hauptvektoren 1. Stufe sind Eigenvektoren. Fiir Hauptvektoren kann man
folgendes zeigen:

i. Zu jedem k-fachen Eigenwert A der Matrix A gibt es k linear unabhéngige Haupt-
vektoren, d. h.

dim{z € C" | (A= Az =0} = k.

ii. Hauptvektoren zu verschiedenen Eigenwerten der Matrix A sind linear unabhéngig.

iii. Zu jeder Matrix A € C™*™ gibt es in C" eine Basis aus Hauptvektoren.

iv. Ist A € R™” und v ein Hauptvektor von A zum nichtreellen Eigenwert ), so sind
Rev und Im v linear unabhingig.
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Wir konstruieren nun eine Fundamentalmatrix. Dabei ist nicht unbedingt e zu berech-
nen, sondern man hat mit e!2C ebenfalls eine Fundamentalmatrix, wenn nur die Matrix
C' invertierbar ist. Wahlt man also

C = (v1,v2,...,0p)

mit einer Basis aus Hauptvektoren von A, so ergeben sich in den Spalten der Fundamen-
talmatrix Losungen o, (t) = etAvi in Form endlicher Summen:

i. Fiir jeden Eigenvektor u zum Eigenwert A die Losung eMu.
ii. Fiir jeden Hauptvektor v der Stufe [ zum Eigenwert p die Losung
2 A1

t t _
e“t[v—f—1!(A—u[)fu—l—Q!(A—MI)QU+...+(Z_1)!(A—;LI)Z o],

Beweis: Zu i. klar.
Zu ii. Trick: Es gilt ¢t = et A= — ont HA=RD Darays folgt

k
etAv:e“tZ%(A*/U)kv.

Wegen (A — ul )k v =0 fiir £ > [ bricht die Matrix-Exponentialreihe nach [ Summanden
ab, und man hat lediglich eine endliche Summe zu berechnen. ([

Beispiel 2.21
Wir betrachten das AWP

-1 0 O
i=Az, (0)=z0, zeR*, A=|1 -1 0o]. (2.47)
0 1 0

Gesucht ist der Fluss von (2.47) (sieche Bemerkung (2.17)) und eine partikuldre Losung

zu
i = Az + (0,0,8)T. (2.48)
Wie im vorigen Beispiel werden zuniichst die Eigenwerte aus det(A—\) = —A(14+))? =

0 ermittelt. Der Eigenwert A1 = 0 tritt einfach auf, wihrend A2 = —1 die algebraische
Vielfachheit 2 und die geometrische Vielfachheit 1 besitzt.
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Im Fall des Eigenwertes A1 = 0 ergibt sich ein Eigenvektor zu v1 = (0,0,1)7. Fiir Ao =
—1 ergibt sich ein Eigenvektor va = (0,—1,1)7 und vs = (—1,0,1)7 als Hauptvektor
der Stufe 2 aus (A + I)vs = v2. Die drei Basislésungen lauten

0 0
901(15) = 01, QDQ(t) = -1 eita
1 1
os3(t) = Aty = MatT(A=XaDt ot (A+D
-1
_ t _ t _
= et1+ﬂ(A+I)]v3:et[v3+ﬁvg]: —t et
141
Daraus stellen wir die Losung zusammen:
e(t;c) c1p1(t) + c2p2(t) + caps(t)
0 0 —et c1
= 0 —et —tet co| =t X(t)e, ce€ R®.
1 et (1+te ) \cs
Die Losung des AWP lautet
- -1 At
@(t;0,20) = @(t;20) = X(8) - X~ (0)z0 =" "0
Wir berechnen X ~*(0) und erhalten
0 0 —e ! 1 1 1
tA  _ -1 _ —t —t
e = X({t)-X"(0) =10 —e —te 0 -1 0
1 et (1+t)e 1 0
et 0 0
= te™* et 0
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Damit ist der Fluss ¢(t;-) = e (-) (siehe Bemerkung 2.17) berechnet und wir kommen
zur Bestimmung einer partikuldren Losung von (2.48). Eine partikulare Losung ¢, lautet:

, , e (79 0 0\ (o
/ eA(t—S)b(S) ds = / (t _ S)ef(tfs) e*(tfs) 0 0 ds
0
1—(14+t—s)e ) 1 (=9 7 s

ep(t)

tO 0
:/ 0fds = 0
0 2

s t“/2

Die allgemeine Losung ergibt sich nun aus o(t;0,z0) = @n(t) + @p(t) = etxo 4 @p(t).
Steht an Stelle des Anfangswertes x(0) = zo der Anfangswert z(t9) = xo, dann lautet
die Losung o(t; to, z0) = on(t) + @p(t) = e Az + o, (2). |
Eine lineare DGL n-ter Ordnung hat die Form

Lu =1 4 an 1 ()u™ ™Y + - a1 (t)i+ ao(t) u = b(t). (2.49)
Sie ist dem DGL-System

z =A(t)z+b(t) mit (2.50)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(t) = , b(t) =
0 0 0 e 0 1 0
—ap —ai —az -+ —ap-2 —Qp-—1 b(t)

dquivalent. Man gewinnt (2.50) aus (2.49) durch die Substitution
— Yy — oo (n—1) _
U=, Yy=22, U =23, ..., U = Tn .

Es gilt wieder der Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Sind die a;(-) (¢ =0,...,n—1) und
b(-) auf einem Intervall I stetig und ist ¢o € I, dann hat das AWP

Lu=0b@t), u®(t)=uor, k=0,...,n—1 (2.51)

genau eine Losung. Sie existiert auf ganz I und hingt in jedem kompakten Teilintervall
von [ stetig von den a; und b ab.
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2.6 Autonome Systeme

Die autonomen DGL-Systeme sind Sonderfélle der bisher behandelten Differenzialglei-
chungen. Sie sind dadurch gekennzeichnet, dass f ein zeitunabhéngiges Vektorfeld ist.
Wir legen ein System der Form

z=f(z), z€QCR" (2.52)

zugrunde. Es soll unseren Standardvoraussetzungen geniigen, d. h. f : Q@ — R"™ ist auf der
offenen Menge €2 lokal Lipschitz-stetig. Somit behalten alle bisher erzielten Ergebnisse
ihre Giiltigkeit. Die rechte Seite von (2.52) ist also jetzt fiir alle Zeiten ¢ € R erklért. Die
Eigenschaften einer DGL (2.52) mit der speziellen rechten Seite f(z) := Az, A € R™*™
haben wir bereits im Abschnitt 2.5 kennengelernt.

2.6.1 Allgemeine Aussagen

Ausgehend von einem DGL-System & = f(t,2) konnen wir dieses als mathematisches
Modell fiir ein naturwissenschaftliches oder okonomisches Problem ansehen. Dabei cha-
rakterisiert der Vektor x = (x1,...,2y) einen Zustand des Systems. Mit der Zeit ¢ be-
schreibt eine Losung ¢ — x(t) des DGL-Systems einen Prozess, wobei z(t) als die Phase
des Prozesses zur Zeit t betrachtet werden kann. Deshalb nennen wir die z; auch Phasen-
koordinaten und das Bild von ¢ +— z(t) wird Phasenkurve genannt. Der Vektor &(t) ist
die Phasengeschwindigkeit. Dieser ist zu jedem Zeitpunkt ¢ durch & = f(t, z) eindeutig
definiert. Im Fall unseres autonomen DGL-Systems (2.52) legt der Zustand z — unabhén-
gig von der Zeit — eindeutig die Phasengeschwindigkeit fest. Unter dieser Besonderheit
wollen wir weitere Aussagen fiir unser DGL-System (2.52) treffen, da im Allgemeinen
die t-Abhéangigkeit von f eine Beeinflussung des Systems von auflen bestimmt. Solche
Prozesse verlaufen heteronom.

Wird ein physikalisches System durch eine autonome DGL modelliert und der Prozess
zu unterschiedlichen Anfangszeiten to und ¢1 (to # t1) jedoch bei gleicher Anfangs-
bedingung gestartet, so konnen wir vermuten und letztlich auch beweisen, dass beide
Prozesse identisch (bis auf eine Zeitverschiebung) verlaufen. Wir nennen diese Eigen-
schaft Translationsinvarianz der Losung. Es wird auf die theoretische Ausfithrung dieser
Behauptung verzichtet. Stattdessen geben wir eine weitere charakteristische Eigenschaft
der Integralkurve in nachfolgender Bemerkung an.
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Bemerkung 2.22
1. Es sei (t; to, zo) die Losung des AWP & = f(x), z(to) = zo. Dann ist

{(t7 So(t; tvaO)) ‘ te Imax(toafo)}
{(t, o(t — t0;0,z0) | t — to € Imax(0,70)} (2.53)
= {(8 + to, QO(SQ 0, J?o) | EAS Imax(o, &Uo)} .

graph o (-5 to, zo)

Die letzte Menge ist die um to parallel zur ¢-Achse verschobene Integralkurve zum An-
fangswert (0, zo) (siche Abbildung 2.10). Im Fall n = 1 besitzt eine autonome DGL keine
periodische Lésung. Ausgenommen sind die Punkte mit f(z) = 0. Dort ist die existie-
rende Losung konstant und als solche periodisch mit jeder beliebigen Periode T' > 0. In
allen anderen Punkten ist die Losung streng monoton.

x
|
|
Q I
d__1_
i) | I I
: X i Abb. 2.10 Die Integralkurven
| Y R
T ! =T B zu Anfangswerten (to,xo)
to t1 \ t s
I~ (to,mo) " ITT (Lo, z0) und (t1,71) bei festem zo
_ I+(t1,x0) sind in bezug auf ¢ transla-
17 (t1, 20) tionsinvariant

2. Die Translationseigenschaft ist auch fiir das Studium periodischer Lésungen und fiir
die Theorie dynamischer Systeme wichtig. ]

Den voranstehenden Uberlegungen entnimmt man, dass aufgrund der Unitét der Lo-
sung des AWP die Phasenkurven entweder identisch oder disjunkt sind. Die Lésungen
t— (t) und t — (¢t — to), die man erhélt, sind zwar im (¢, z)-Raum verschieden, aber
als Bild im z-Raum identisch. Der Raum, in dem das Verhalten der Variablen x1, ..., xn,
parametrisiert durch die Zeit ¢, beschrieben wird, heifit Phasenraum. Ein Punkt im Pha-
senraum mit den Koordinaten x1(t),...,zn(t) fir ein festes ¢ heifit Phasenpunkt. Fiir
wachsendes t wird der Phasenpunkt durch den Phasenraum transportiert. Phasenkurven
kénnen sich im Phasenraum nicht schneiden. In unserer Ausgangsgleichung (2.52) ist Q
der Phasenraum der DGL. Wir erldutern diese Begriffsbildungen noch einmal an einem
einfachen Beispiel.
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Beispiel 2.23
Die Gleichung fiir den harmonischen Oszillator ist gegeben durch

i+xz=0. (2.54)
Sie ist autonom, das dazugehorige System lautet:

1 = x2, T2 = —x1. (2.55)
Die Losungen der skalaren Gleichung (2.54) sind Linearkombinationen aus cos ¢ und sin .

Es ist leicht, diese periodischen Losungen im Losungsraum G = R x R? zu zeichnen (siehe
Abbildung 2.11 (links)). Die Lésungen konnen in den Q:=R?*-Raum, d. h. in die (z, )-

- (x,&) — Ebene

8.9.9.9.4
O ’

Abb. 2.11 Spiralférmige Lésungen von (2.55) im (z,%,t)-Raum (links), Phasenkurven von
(2.55) (rechts)

Ebene projiziert werden und erscheinen dort als geschlossene Phasenkurven bzw. Orbits
(Abbildung 2.11 (rechts)). Man erkennt also im Phasenraum € an den geschlossenen
Orbits eine periodisch ablaufende Bewegung. |

Da die Zeit in der Gleichung (2.54) bzw. (2.55) nicht explizit auftritt, konnen diese
Projektionen auch fiir Losungen der allgemeinen Gleichung (2.52) durchgefiihrt werden.
Um Verwechslungen zu vermeiden, werden die Begriffe Losung, Losungskurve und Pha-
senkurve (auch Orbit, Trajektorie oder Bahn) fiir die DGL (2.52) kurz erlautert. Eine Lo-
sung ist eine Funktion ¢ : I — R™ von einem Intervall I in den R", eine Léosungskurve ist
der Graph {(t,¢(t)) € R*™™ | ¢t € I} einer solchen Losung, also eine Teilmenge des R**™,
Zwischen beiden besteht kein grofler Unterschied, da man Funktionen letztlich durch ihre
Graphen definiert. Eine Phasenkurve (Orbit etc.) ist die Bildmenge {¢(t) C R™ |t € I}
einer (maximalen) Losung ¢, also eine durch die Funktion ¢ parametrisierte Kurve im
R™. Wie auch im nichtautonomen Fall nennen wir Imax das maximale Losungsintervall

zum AWP

== f(x), z(0)=xo. (2.56)
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Wegen der Translationsinvarianz der Zeit ¢ kann in (2.56) stets to = 0 gesetzt werden.
Mit ©(t; z0) := p(¢;0,z0) wird die allgemeine Losung zu (2.56) mit maximalem Defini-
tionsintervall Imax(20) := Imax(0, z0) bezeichnet.

Bisher galt unser Interesse dem Verlauf einzelner Losungskurven der Abbildung ¢ —
o(t;xo) des Systems (2.56). Nun beziehen wir einen anderen Standpunkt. Wir halten
t fest und wollen wissen, was aus einer bestimmten Menge M von Startpunkten nach
der Zeit ¢ wird, d. h. wie sich die Menge M; := {¢(t;x0) | zo € M} im Laufe der Zeit
verhalt. Wir betrachten also die Schar von Abbildungen ¢ und nennen

e R" = R"™, 20— p(w0) = @(t;20)

den Fluss zu der DGL (2.56) fiir jeden beliebigen Anfangswert xo € Q@ C R™. Man spricht
auch noch vom Fluss ¢ zum Vektorfeld f. Die Exponentialabbildung ¢ := et erfiillt die
folgenden grundlegenden Eigenschaften fiir alle z € R™: o = I, ¢s(pt(x)) = pste(x)
fir alle s,t € R und ¢—¢(pe(z)) = we(p—t(x)) fir alle ¢ € R. Diese Eigenschaften
lassen sich sofort aus den Rechengesetzen fiir die Matrix-Exponentialfunktion herleiten.
Der folgende Satz zeigt, dass diese Eigenschaften sogar fiir den Fluss der DGL (2.56)
erhalten bleiben.

Satz 2.24 (Eigenschaften von Fliissen)

Fiir den Fluss ¢; und das zugehorige maximale Existenzintervall Imax(zo) =
(I (x0), " (x0)) des autonomen Systems (2.56) gelten fiir ein belichiges aber fest
gewahltes zg € 2 folgende Aussagen:

i. —co< T (w0) <0< It(z0) < +o0,

ii. »(0;20) =xo (bzw. wo = 1),

iii. p(t;p(s;20)) = @(t + s;w0) (bzw. vt 0 ps = Pits), Vs, t mit s,t+ 8 € Imax(T0),
iv. o(—t;0(t;x0)) = p(0;20) = x0 (bzw. p—topt =1), Yt E Imax(To).

Samtliche Behauptungen folgen aus entsprechenden Aussagen iiber die anfangszeitab-
héngige allgemeine Losung ¢(t;to, o). Fir eine detaillierte Beweisfithrung kann man
Aulbach (1997) heranziehen. (Eine Verwechslungsgefahr zwischen I fiir die Identitét ei-
ner Abbildung und I als Intervall besteht nicht!)

Die Abbildung 2.12 veranschaulicht das Resultat iii. des Satzes beziiglich eines Anfangs-
punkts xp. Man stelle sich dazu vor, dass nach Anhalten der Zeit zum Zeitpunkt 7 die
Uhr nicht von 7 an los lduft, sondern man die Zeit auf Null zuriicksetzt und erst dann
die Uhr wieder startet. Dies wird bei der geometrischen Veranschaulichung in Abbildung
2.12 (links) dadurch sichtbar, dass der Kurvenbogen auf der Losungskurve von ¢(¢; xo)
fiir ¢ zwischen 7 und 7 + o identisch ist mit dem Kurvenbogen zwischen 0 und o zu
derjenigen Losung, die zum Zeitpunkt 0 in ¢(7; o) startet.
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Abb. 2.12 Zur Eigenschaft iii. des Flusses

Bemerkung 2.25

1. Auch bei Fliissen kann man Aussagen iiber ihr Randverhalten machen: Liegt der Fluss
¢(t;z0) der DGL & = f(z) fiir alle ¢ € [0, 17 (z0)) in einer kompakten Menge K (siche
Abbildung 2.8), so gilt I*(z0) = oo. Ist I (z0) endlich, so ist ¢(t; z0) entweder auf dem
Intervall [0, /T (x0)) unbeschriinkt, oder der Orbit lduft zum Rand von €, d. h. es gilt

d(p(t; o), OQ) — 0 fiir t — I (2z0) — 0.

d bezeichnet den Abstand zwischen (¢, zo) und dem Rand von €.

2. Betrachten wir den (linearen) Fluss e”* : R™ — R”™ des linearen Systems & = Az,
dann erfiillt dieser Fluss — wie bereits erwédhnt — alle Eigenschaften aus Satz 2.24.

3. Im allgemeinen Fall einer DGL (2.56) muss es nicht fiir das gesamte Gebiet §2 eine
gleichméaBige Lebensspanne der Menge M geben (siehe nachfolgendes Beispiel). |

Beispiel 2.26

Wir betrachten das AWP & = z(1 — z), 2(0) = zo, z € R und wollen die Losungen fur
alle Anfangswerte 2(0) = xo, xo € R bestimmen. Die Nullstellen der rechten Seite der
DGL liefern sofort die stationdren Losungen ¢:(0) = @¢(1) = 0 fur alle Zeiten t € R.
Als néchstes bestimmen wir die Losungen fiir alle Anfangswerte x(0) = zo mit zo > 1.
Trennung der Variablen und Integration beider Seiten der DGL liefert die Lésung

zoe!

Imax =(In(1-1 ; 5 1.
e (w0) = (In( /®0), 00), o >

ot(z0) = p(t;z0) =

Analog bestimmt man fiir die Féalle 0 < zg < 1 und zo < 0 die Losungen ¢;. Sie lauten:

_me g (zo) =R, 0<mzp<1
1+$0(6t—1)’ max\L0) — 5 0 5
o(t; o) = ot
0
T Imax(0) = (=00, In(1 — 1 , .
oo 1) ax(0) = (—o0, In( /xo)), xo<O0

Diese DGL besitzt keinen globalen Fluss ¢y, da ﬂEQER Imax(zo) = {0}. ]
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Um das Phasenportrait einer DGL zu entwerfen, bendtigt man die Phasenkurven des
Systems. Diese konnen wir mit einem einfachen Trick gewinnen. Wir schreiben (2.52)
komponentenweise auf: ©; = f;(z), ¢ = 1,...,n. Dann benutzen wir eine der Koordina-
ten von z, z. B. x1 als neue Koordinate. Dies erfordert die Voraussetzung f1(x) # 0.
Mittels Kettenregel ergeben sich dann n — 1 Gleichungen der Form

dzs fa(z) dzn,  fo(z)

dzy filz)” 777 da B fi(z)

(2.57)

Die Losungen dieses Systems im Phasenraum werden Orbits genannt. Die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung ist nach Satz 2.8 gesichert, falls die rechte Seite von (2.57)
Lipschitz-stetig ist. Die Losungen von (2.57) beschreiben das Verhalten der Orbits im
Phasenraum. Die Orbits im Phasenraum schneiden sich nicht. Die Menge aller Orbits
stellen das Phasenportrait dar.

Falls fi(z) Nullstellen besitzt, dafiir aber f2(x) keine Nullstellen hat, dann kénnen wir
z2 als unabhéngige Variable verwenden und in (2.57) die Rolle von fi(z) und fa(z)
vertauschen usw. Ist fi(zo) = f2(xo) = -+ = fa(xo) = 0 in irgend welchen Punkten
xo € 2, dann nennt man xo Fizpunkt oder Gleichgewichtspunkt (siche Definition 2.28).
In der Umgebung solcher Punkte ist eine gesonderte Untersuchung erforderlich.

Beispiel 2.27

1. Wir betrachten noch einmal den harmonischen Oszillator & + = = 0 (siche Beispiel
2.23). Der Phasenraum ist zweidimensional (siche System (2.55)) und die Orbits werden
durch eine der Gleichungen

dxz T1 dZC1 T2
— =—— 0 bzw. —=—— 0
d331 2132’ T2 7& “w dxz 1‘1’ o 7&
beschrieben. Die Integration der ersten Gleichung liefert 3 + 23 = ¢ (¢ = const).

Es handelt sich hierbei um eine Familie von Kreisen in der Phasenebene; (0,0) ist ein
Gleichgewichtspunkt, der Zentrum genannt wird (siehe Abbildung 2.13 (links)).
2. Die Gleichung & — x = 0 hat ebenfalls einen 2-dimensionalen Phasenraum und die
Orbits werden durch die Gleichung

doa _ 21 4 #0

d:rl x27

beschrieben. Die Integration liefert
3 — x5 =c (¢ = const.; Familie von Hyperbeln).

Der kritische Punkt (0,0) wird Sattel genannt (siche Abbildung 2.13 (rechts)). In Defi-
nition 2.44 gehen wir auf diese Begriffsbildung naher ein. Die Pfeile zeigen die Richtung
der Bewegung der Phasenpunkte mit wachsender Zeit an. Die Bewegung einer Menge
von Phasenpunkten entlang der dazugehérigen Orbits wird der Phasenfluss genannt. Wl
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ZN
V)

N

Abb. 2.13 Der Fixpunkt (0, 0) ist ein Zentrum (links), der Fixpunkt (0, 0) ist ein Sattel (rechts)

2.6.2 Kritische Punkte

Im Phasenraum betrachtet ist ein kritischer Punkt xo ein Punkt, in dem keine Bewegung
stattfindet. Dieser Punkt stimmt mit der Gleichgewichtslosung p(t) = xo, (¢t € R) der
DGL & = f(z) iiberein. Man hat fiir ihn auch noch andere Begriffe geprégt.

Definition 2.28 (Fixpunkt, Gleichgewichtspunkt)
Der Punkt = xzg € Q mit f(xzo) = 0 wird Fizpunkt oder auch Gleichgewichtspunkt der
DGL & = f(z) genannt.

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt weiter, dass ein Gleichgewichtspunkt
niemals in endlicher Zeit erreicht werden kann. Wire dies der Fall, dann wiirden sich
zwei (verschiedene) Losungen schneiden, was der Eindeutigkeit widerspricht.

Beispiel 2.29

Wir betrachten die DGL ¢ = —z, ¢t > 0. Hier ist £ = 0 ein Fixpunkt, z(¢) =
0 fiir alle ¢ > 0 ist Gleichgewichtslsung. Die Losungen lauten ¢(t, zo) = zoe™ ", 2o € R.
Alle Losungen, die in xg # 0 zur Zeit t = 0 starten, laufen in unendlicher Zeit in den
Fixpunkt hinein: lim¢—, o z(t) = 0. |

Beispiel 2.30

Bei der DGL ¢ = —x2, t > 0 ist = 0 wieder ein Fixpunkt, z(t) = 0 ist Gleichge-
wichtslosung. Die Losungen, die in zg # 0 (fiir ¢ = 0) starten, zeigen qualitativ ver-
schiedenes Verhalten fiir x9 > 0 bzw. x¢ < 0. Dies ist klar, wenn man die Losung
p(t;x0) = ﬁ (zo # 0) betrachtet. Fiir zg < 0 werden die Lésungen in endlicher
Zeit unbeschrankt. Fiir g > 0 laufen die Losungen zum Fixpunkt. Dieses Phanomen
nennt man Attraktion (Anziehung). |

Der Leser moge fiir beide Beispiele die Losungskurven und den (eindimensionalen) Pha-
senraum skizzieren.
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Definition 2.31 (Attraktor, Repeller)

Ein Fixpunkt x = zo der DGL & = f(x) heifit Attraktor, falls eine Umgebung U (z¢) C
R™ von x = xo existiert, so dass aus z(0) € U(zg) folgt: lim¢— oo z(t) = xo. Besitzt ein
Fixpunkt xo diese Eigenschaft fiir t — —oo, dann ist z = xo ein Repellor (auch negativer
Attraktor genannt).

Fiir das Auffinden eines Attraktors (Repellers) ist die grundlegende analytische Heran-
gehensweise dabei die, dass wir stets mit der Linearisierung der DGL in einer Umgebung
des kritischen Punktes beginnen. Wir untersuchen die Frage, inwieweit Eigenschaften
des linearen Systems in einer noch néher zu erlduternden Art und Weise im nichtlinea-
ren DGL-System zumindest qualitativ erhalten bleiben. Wir setzen voraus, dass f eine
Taylor-Reihenentwicklung in der Nahe des kritischen Punktes o — man beachte, dass
dort f(zo) = 0 ist — besitzt:

f(x) = Df(zo)(x — o) + o([|x — zol) - (2.58)

Hier und im Weiteren bezeichnet D f(xo) = (%) (i, = 1...n) die Jacobi-Matrix®
J

der ersten partiellen Ableitungen der Funktion f: 2 C R™ — R"™. Unter der Linearisie-

rung von & = f(z) verstehen wir dann das DGL-System mit konstanter Koeffizienten-

matrix

¥ = Df(xo)(y — zo). (2.59)

Substituieren wir § := y — o, dann erhalten wir das System 4 = D f(x)y. Wir nennen
es wieder

y=Df(zo)y (2.60)

Mit A := D f(zo) handelt es sich um das in Abschnitt 2.5 ausfiihrlich studierte System
(2.35).

Beispiel 2.32
Die DGL des mathematischen Pendels lautet:

Z+sine =0, —-7w<z<n (mod2n)
oder als DGL-System geschrieben

T1 = T2, T9 = —sinxy, (2.61)

8Wir weichen hier von der bisher verwendeten Schreibweise f’(zo) ab.



106 2 Gewdhnliche Differenzialgleichungen (DGL)

wobei z die Winkelauslenkung von der nach unten orientierten Vertikalen angibt. Die
Fixpunkte lauten (z1,x2) = (0,0), (—m,0), (7, 0), die Linearisierung am Fixpunkt (0, 0)

()=o), ()-(5)

©0,0)
wéhrend an den Fixpunkten (£, 0)

)= )

gilt. Bei der Pendelgleichung treten qualitative Unterschiede im Phasenportrait im Ver-

ist

gleich zur Linearisierung auf. Der Charakter der Fixpunkte bleibt erhalten: (0, 0) ist ein
Zentrum, (+m,0) ist jeweils ein Sattel. Das Phasenportrait von (2.61) lasst sich jedoch
nicht aus seiner Linearisierung gewinnen (siehe Abbildung 2.14).

R
NN
&

/\/\ Abb. 2.14 Phasenportrait der

Pendelgleichung

x
™

Zwei charakteristische Orbits, die die Fixpunkte (+m,0) miteinander verbinden, fallen
auf. Solche Orbits heiflen heterokline Orbits. In diesem Zusammenhang kann man auch
von Separatrizen sprechen. Sie trennen geschlossene von nicht geschlossenen Orbits. W

Wir wenden uns periodischen Lisungen zu (sieche Abbildung 2.14). Wir nehmen an, dass
©(+) eine Losung der Gleichung & = f(z), z € Q@ C R” ist und weiter ein 7" > 0
existiert, so dass p(t +T) = ¢(t) fir alle ¢ € R gilt. Eine solche Losung heifit periodisch
mit Periode T'. Falls ¢ die Periode T" hat, dann hat ¢ auch die Perioden 27T, 3T usw.
Falls T die kleinste Periode ist, nennen wir ¢(-) T-periodisch. Eine T-periodische Losung
von & = f(x) nimmt also nach der Zeit T' wieder den gleichen Wert im R™ an. Solch eine
periodische Losung erzeugt einen geschlossenen Orbit im Phasenraum. Insgesamt gilt der
folgende Zusammenhang;:
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Satz 2.33
Jede periodische Losung der DGL & = f(z) stimmt mit einem geschlossenen Orbit (im

R™) iiberein und umgekehrt ist jeder geschlossene Orbit eine periodische Losungskurve
(im R™*1).

Der Leser sollte beachten, dass es bei nichtautonomen Systemen auch geschlossene Losun-
gen in der x-y-Phasenebene gibt, die nicht periodisch sind. Dazu muss man als Beispiel
nur das heteronome System

T = 2ty, y = —2tr

betrachten, das Losungen der Form z(t) = —c1 cos(t?) + casin(t?), y(t) = c1sin(t?) +
c2 cos(t?) besitzt. Die dazugehorigen Phasenkurven sind geschlossen, jedoch nicht peri-
odisch. Im autonomen Fall sind jedoch geschlossene Phasenkurven stets periodisch.

2.7 Hilfsmittel zur Konstruktion von Phasenportraits

In diesem Abschnitt wollen wir uns das Ziel stellen, unter Zuhilfenahme der linearen
Theorie Aussagen fiir das nichtlineare DGL-System & = f(z) in einer Umgebung eines
Fixpunktes zu gewinnen. Eine zentrale Rolle wird dabei der Satz 2.54 von Hartman
und Grobman einnehmen, der eine Aussage dariiber macht, dass Phasenportraits in der
Umgebung eines hyperbolischen Fixpunktes homoomorph zur linearisierten Gleichung

sind. Dieser Satz ermoglicht auch Stabilitdtsaussagen am Fixpunkt.

2.7.1 Stabilitat linearer Systeme

Zunéchst werden die stabilen, instabilen und Zentrumsunterrdume E°, E* und E° eines
linearen DGL-Systems

&= Az, AeR™" (2.62)

erklart. Es sel wj = uj; + v; ein verallgemeinerter Eigenvektor der reellen Matrix A mit
zugehorigem Eigenwert A\; = a; + ¢b;. Ist b; = 0, dann ist auch v; = 0. Weiter sei

B = {u17"'7uk7uk+lavk+17"'7uﬂ’t7vm}

eine Basis im R™ mit k 4+ 2(m — k) = n, also n = 2m — k.
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Definition 2.34
Mit den Basiselementen uy, vi wird definiert:
E® :=span {uj,v; | a; < 0}, E" := span {uj,v; | a; > 0},

E° :=span {u;,v; | a; = 0}.

Die Raume E°, E* und E° sind Unterraume des R", die durch die Real- und Imaginér-
teile der verallgemeinerten Eigenvektoren w; in bezug auf die Realteile der Eigenwerte

A; aufgespannt werden.

Beispiel 2.35

Die Matrix
-2 -1 0
A= 1 -2 0
0 0o 3

hat die Eigenwerte A\12 = —2 ¢ und A3 = 3. Der komplexe EW A1 = —2 4 ¢ erzeugt
den Eigenvektor w1 = u1 + iv1 = (0,1,0)T +i(1,0,0)7. Wegen a1 = —2 < 0 wird
durch (0,1,0)7 und (1,0,0)7 der stabile Unterraum E* aufgespannt. Analog ergibt sich
E* = span {(O, 0, 1)T} zum Eigenwert A3 = 3. Wir sehen, dass alle Losungen in E* sich

C%W
© S
° —1 Abb. 2.15 Stabile und in-

stabile Unterraume E° und

Ev__— E* (links), Eigenwertdia-

gramm (rechts)

&)

dem Gleichgewichtspunkt « = 0 fiir ¢ — oo annahern, wéhrend sich alle Losungen aus
E" dem Fixpunkt z = 0 fiir { — —oo néhern (siehe Abbildung 2.15). |
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Beispiel 2.36
Wir betrachten das Eigenwertdiagramm in Abbildung 2.16 (rechts). Wir kénnen es uns
z. B. durch die Matrix

(an)
(an)
—

erzeugt denken. Zu A1 = ¢ gehort das Paar reeller Eigenvektoren u; = (0, 1,0)T, v =
(1,0,0)7 und zu A3 = 1 gehort ug = (0,0,1)7. Der Zentrumsunterraum E° ist die
(x1,22)-Ebene und E* ist die x3-Achse. Wegen 7 + 23 = ¢? liegen alle Phasenkurven
auf dem Zylinder (sieche Abbildung 2.16). |

: 2 EC
/ /
Abb. 2.16 Die Unterraume E€ und

EY E* (links), Eigenwertdiagramm
(rechts)

Die Abbildung 2.16 suggeriert die Vorstellung, dass Losungen mit einem Anfangspunkt
in E° beschriankt sind. Dass dies nicht so ist, zeigt das einfache

Beispiel 2.37
Gegeben sei das DGL-System

) 0 0 1
T = Ax, A-( ), bzw.

1 0 T2 = I1.

0

Die gesamte x2-Achse ist Fixpunktgerade und Null ist doppelter Eigenwert. Hierzu ge-
horen u1 = (0,1)T als Eigenvektor und us = (1,0)7 als verallgemeinerter Eigenvektor.
Folglich ist £¢ = R?. Die Losungen lauten

1 (t) =cC1

I'Q(t) =cit+co.

Nur die Losungen mit ¢; = 0 bleiben beschrénkt, alle anderen (mit ¢; # 0) nicht. Der
Leser moge sich das Phasenportrait klar machen. |
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Wir hatten das AWP
&=Az, AeR™", 2(0)=um0 (2.63)

betrachtet (siehe Abschnitt 2.5). Wie bekannt, ist die Lésung des AWP (2.63) durch
¢(t;0,70) = e*'xo

gegeben. Die Abbildung et : R™ — R™ hatten wir Fluss des linearen Systems genannt.
Eine wichtige Rolle spielt im weiteren der hyperbolische Fluss.

Definition 2.38 (Hyperbolischer Fluss)

Falls alle Eigenwerte der Matrix A € R™*"™ einen nichtverschwindenden Realteil haben,
dann wird der Fluss e!4 : R™ — R™ hyperbolischer Fluss und (2.63) hyperbolisches
lineares System genannt.

Definition 2.39 (Invarianter Unterraum)
Ein Unterraum E C R™ heift invariant in bezug auf den Fluss et? : R® — R™, falls
e (E) C E fiir alle t € R gilt.

Mit diesen Definitionen lassen sich folgende Eigenschaften iiber die Unterriume E?, i =
s, u, ¢, hier ohne Beweis, formulieren.

Satz 2.40
Sei A eine reelle n X n-Matrix. Dann gilt
i. R"=FE°@ E"® E°“.

ii. Die E', i = s, u,c, sind invariant unter dem Fluss e? von (2.63).

Aus Lemma 2.40 ergibt sich noch eine einfache Folgerung. In Abwesenheit rein imaginérer
Eigenwerte von A haben wir die Zerlegung

R" = E* ® E".

Wegen der Invarianz der Unterriume E° und E* in Bezug auf den Fluss ', sind nur
die Halborbits (das sind Losungen, die auf [to, 00) betrachtet werden) beschrénkt, deren
Anfangspunkt z(¢o) in E° liegt.

Definition 2.41 (Senke, Quelle)
Falls alle Eigenwerte von A einen negativen (positiven) Realteil haben, dann nennt man
x = 0 eine Senke (Quelle) fur das lineare System (2.63).
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Beispiel 2.42
Das lineare System & = Ax mit

-3 1 0
A=|-1 =3 0
0 0 -1

hat die Eigenwerte A1,2 = —3 4 und A3 = —1. Es ist E° = R?3 und der Ursprung (er
ist einziger Fixpunkt des Systems) ist eine Senke. Der Leser moge sich den Verlauf der
Orbits klar machen. ]

2.7.2 Linearisierung nichtlinearer DGL-Systeme

In diesem Abschnitt sollen Voraussetzungen aufgestellt werden, unter denen sich das
Phasenportrait des nichtlinearen Systems

i=f(x), feC'(QR™), QCR", Q offen (2.64)
aus dem linearisierten System am Fixpunkt x = xo, also

y=Df(xo)y, [flzo) =0 (Df:=(0fi/0x;)) (2.65)

ableiten ldsst. Im Allgemeinen ist es nicht moglich, das DGL-System (2.64) zu l6sen.
Deshalb ist es wichtig, wenigstens qualitative Informationen iiber das lokale Verhalten
der Losungen in der Nahe eines Fixpunktes zu erhalten. Wenn dies mit Hilfe des Systems
(2.65) moglich ist, dann ist das ein enormer Gewinn, da man von (2.65) (prinzipiell) den
Fluss und somit die Losung

eth(wO)EQ,

wt(To) = ¢(t;To) = Zo # Zo

kennt. Die Rechtfertigung dieser Vorgehensweise wird durch das Theorem von Hartman
und Grobman aus dem Jahr 1959 begriindet.

Bei der Analyse des Systems (2.64) gehen wir so vor, dass wir zunéchst alle Gleichge-
wichtspunkte von (2.64) bestimmen und dann das Verhalten der Losung von (2.64) in
der Nihe dieser Fixpunkte untersuchen.

Definition 2.43 (Hyperbolischer Gleichgewichtspunkt, Linearisierung)

Wir betrachten das System (2.64).

1. Ein Fixpunkt xo heifit hyperbolischer Gleichgewichtspunkt, falls alle Eigenwerte der
Matrix D f(xg) nichtverschwindende Realteile besitzen.

2. Das lineare System & = Ax mit der Matrix A = D f(zo) heifit Linearisierung von
(2.64) am Fixpunkt zq.
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Nun wird dargelegt, dass das lokale Losungsverhalten des nichtlinearen Systems (2.64)
in der Nahe eines hyperbolischen Gleichgewichtspunktes qualitativ durch seine Lineari-
sierung im Fixpunkt bestimmt ist. Ist zo = 0 ein Fixpunkt von (2.64), dann ist f(0) =0
und der Satz von Taylor (entsprechende Differenzierbarkeit vorausgesetzt) liefert

f(z) = Df(0)x + %sz(o)(x,a:) ...

Die lineare Funktion D f(0)z ist in der Regel eine gute erste Approximation fir f in der
Nihe von 2o = 0. Ubertriigt man diesen Approximationsgedanken auf die Phasenpor-
traits der nichtlinearen und linearisierten DGL-Systeme, dann wird sich herausstellen,
dass dies in der Tat nur fiir hyperbolische Fixpunkte gilt.

Zunéchst werden wir die Begriffe Senke (Quelle) aus Definition 2.41 auf unser System
(2.64) tibertragen.

Definition 2.44 (Senke, Quelle, Sattel fiir nichtlineare DGL-Systeme)

Ein Fixpunkt xo von (2.64) heifit Senke (Quelle), falls alle Eigenwerte der Matrix D f(z0)
negativen (positiven) Realteil haben. Er wird Sattel genannt, falls z¢ hyperbolischer
Fixpunkt ist und mindestens einen Eigenwert mit negativem Realteil und mindestens
einen Eigenwert mit positivem Realteil besitzt.

Beispiel 2.45
Wir klassifizieren die Fixpunkte des Systems (2.64) mit

T
fla) = <1 + 23 — x%) .

Es gilt f(zo) =0 in 29 = (0, £1). Die Linearisierung lautet

b=, o). proan= () °).

Somit ist der Fixpunkt (0, 1) ein Sattel und (0, —1) eine Quelle. |

2.7.3 Das Hartman-Grobman-Theorem

Fiir Aussagen wie ,das System geht gegen einen Gleichgewichtszustand“ oder ,,das Sys-
tem nahert sich fiir grofle Zeiten einer periodischen Losung“ benotigt man lediglich ein
Phasenportrait, das bis auf homéomorphe oder diffeomorphe Verzerrungen bekannt ist.
Es muss also untersucht werden, ob eine Linearisierung des Vektorfeldes am Fixpunkt
das Phasenportrait lediglich in diesem Rahmen verandert. Bei mathematischen Model-
lierungen von physikalischen Systemen hat man es in der Regel mit Parametern zu tun,
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die nicht exakt bekannt sind und die somit auch das Vektorfeld verdndern. Da ist es
natiirlich erwiinscht, dass diese (kleinen) Storungen des Vektorfeldes f hochstens zu ho-
moomorphen (also stetigen) Verdnderungen des Phasenbildes fithren.

Der néchste Satz, der ohne Beweis angegeben wird, begriindet die Existenz einer glatten
invarianten Mannigfaltigkeit in einem Fixpunkt des nichtlinearen Systems (2.64). Der hier
auftretende Begriff der Mannigfaltigkeit wird nur in dem Rahmen, wie er im Weiteren
benotigt wird, erklért. Mit dem Begriff Invarianz ist wieder die Invarianz der Mannig-
faltigkeit unter dem Fluss ¢; von (2.64) zu verstehen. Wir kénnen uns auf die Klasse
von Mannigfaltigkeiten, die man als Untermannigfaltigkeiten des R™ auffasst, beschrén-
ken. Diese sind reichhaltig genug, um damit beim Studium von Differenzialgleichungen
auszukommen.

Definition 2.46 (Mannigfaltigkeit)
Eine Menge M C R™ heifit n-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls Folgendes gilt:

i. Lokale Koordinaten. Zu jedem Punkt z € M existieren eine Teilmenge U C M,
die den Punkt x enthélt und eine bijektive Abbildung

p:U—=U,

vermittelt, wobei U, eine offene Menge des R™ ist. Die Abbildung ¢ heifit Kartenab-
bildung und U, nennt man das Kartenbild von U. Das Paar (U, ) heifit eine Karte
von M und z, = ¢(z) = (x1,...,Zn) heiBt lokale Koordinate des Punktes x in der
Karte (U, ).

ii. Wechsel der lokalen Koordinaten. Ist (V1)) eine zweite Karte fiir den Punkt x
mit der zugehorigen lokalen Koordinate

Ty = P(x),

dann ergeben sich fiir die beiden lokalen Koordinaten des Punktes = die folgenden
Transformationsformeln:

Tp = (¥ (zy)) baw. xy=9(p" (z)).
Wir verlangen, dass die beiden zugehorigen Abbildungen
wotp i Vy U, baw. Yo U, -V
aus C* sind. In diesem Fall spricht man von einer C*-Mannigfaltigkeit.

Die Abbildung ¢ versteht sich hier als eine Kartenabbildung. Eine Verwechslung mit der
Losung einer DGL besteht nicht.
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Anschauliche Interpretation: Wir wihlen als Mannigfaltigkeit M die Erdoberflache
(siehe Abbildung 2.17). Ein geographischer Atlas fiir M besteht dann aus geographi-
schen Karten, die Teilmengen des R? sind. Jede geographische Karte ist das Bild eines
Teiles der Erdoberfliche. Dabei kann ein Punkt x der Erdoberfliche in verschiedenen

geographischen Karten auftreten (siehe Definition 2.46 ii.).

Lo — U,
%
e
W ot
/ 7
7,
Loy
—+ Vi Abb. 2,17  Zweidimensionale

Mannigfaltigkeit, eingebettet im
RS

Den Prototyp fiir eine eindimensionale Mannigfaltigkeit stellt die Kreislinie dar. Die
Kreislinie muss durch mindestens zwei Karten beschrieben werden, da sonst die Bijekti-
vitat der Abbildung ¢ nicht gewéhrleistet ist. Dabei herrscht eine gewisse Willkiir. Um
diese zu vermeiden, wird der maximale Atlas eingefiihrt. Darauf gehen wir hier nicht
weiter ein. Der interessierte Leser moge sich in den Biichern von Zeidler (1986) oder
Choquet-Bruhat (1983,1988) einen Uberblick verschaffen.

Eine Mannigfaltigkeit kann auch durch ein System von Gleichungen

filz1,...,zn) =0, j=1,...,m, 1<m<mn (2.66)

erfasst werden. Die Funktionen f; sind auf der offenen Menge @ C R™ glatt, d. h. ck-

Funktionen. Wir verlangen weiter, dass die Funktionalmatrix

a(fla"‘afm)

—_— 2.67

5(1‘1,...,:17n) ( )
den maximalen Rang m fiir jeden Punkt = (z1,...,2n) € Q besitzt. Dann gilt der
Satz 2.47

Die Menge aller Punkte € 2, die Losungen der Gleichung (2.66) sind und fiir die (2.67)
maximalen Rang besitzt, bildet eine (n — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Man bezeichnet M in diesem Fall auch als eine (n — m)-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R™.
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Beweis: Die Aussage ist eine einfache Konsequenz des Satzes {iber implizite Funktionen.
|

Grob gesprochen heifit eine Teilmenge N C M (wobei M eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit im Sinne der gegebenen Definition 2.46 ist) eine m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von M, falls N lokal wie ein m-dimensionaler linearer Unterraum von R"
aussieht. Der Tangentialraum T, M von M im Punkt z besteht in diesem Spezialfall
(siehe das Gleichungssystem (2.66)) aus allen reellen n-Tupeln v = (v1,..., vy, ), die dem
linearisierten System

zn:afj(x)vk:o, j=1,...,m, (2.68)

geniigen. Da der Rang der Matrix (2.67) gleich m ist, stellt T, M einen (n — m)-
dimensionalen linearen Vektorraum dar.

Beispiel 2.48
Fiir festes » > 0 bildet die Menge S™ ' ((n — 1)-dimensionale Sphire im R™) aller
Losungen (z1,...,2n) € R™ der Gleichung

n

> ai-r?=0 (2.69)

eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die entsprechende Matrix der Linearisierung
(2z1,...,2xy) hat den Rang 1 in jedem Losungspunkt von (2.69), weil mindestens eine
der Komponenten x; ungleich Null sein muss. Der Tangentialraum 7T S™~1 besteht aus
allen n-Tupeln v = (v, ..., v,) mit E?zl zjv; = 0. u

Besitzt (2.67) in jedem Punkt x, der Losung der Gleichung (2.66) ist, den Rang s mit
1 < s < m < n, dann bildet die Losungsmenge von (2.66) eine (n — s)-dimensionale
Mannigfaltigkeit M. Der Tangentialraum T, M wird wieder durch (2.68) gegeben.
Nach diesem kleinen Ausflug in die Begriffswelt der Mannigfaltigkeiten kehren wir zum
Studium des Phasenportraits unserer DGL (2.64) in Verbindung mit (2.65) zurtick.

Satz 2.49 (Existenz invarianter Mannigfaltigkeiten)

Es sei Q C R™ eine offene Menge mit 0 € Q und f € C*(Q,R™). Weiter sei ¢; der Fluss
des nichtlinearen Systems (2.64), das Vektorfeld f besitzt in o = 0 einen Fixpunkt und
die Linearisierung D f(0) hat k Eigenwerte mit negativem Realteil und n — k Eigenwerte
mit positivem Realteil. Dann existiert eine k-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit S, die im Nullpunkt tangential zum stabilen Unterraum E° des linearisierten
Systems (2.65) ist. Fiir ¢ > 0 gilt ¢¢(S) C S und auBerdem

tlim wi(z) =0, VzeS.
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Des Weiteren existiert eine n — k dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit U, die
im Fixpunkt tangential zum instabilen Unterraum E“ von (2.65) ist. Fir ¢ < 0 gilt
p+(U) C U und auBerdem

tlir_n pi(x) =0, VzeU.

Beweis: Die Idee besteht darin, eine geeignete Fixpunktgleichung in einem passenden
Banach-Raum aufzustellen, so dass der Fixpunkt eine C*-Abbildung zwischen R™ und
R™ " wird und sein Graph die gewiinschte invariante Mannigfaltigkeit darstellt (siche
Perko (1996)). O

Bemerkung 2.50
Falls f € C"(2,R"™), r > 1, dann sind auch S und U von der Klasse C". Ist f analytisch
in 2, dann sind auch S und U invariante analytische Mannigfaltigkeiten. |

Beispiel 2.51
Wir betrachten das System

i1 =—x1—25, d2= xzo+ai. (2.70)

Es hat die Fixpunkte (0,0) und (—1, —1). Wir wollen die invariante stabile Mannigfaltig-
keit an E° im Fixpunkt (0, 0) ndherungsweise berechnen. Die Linearisierung des Systems
(2.70) lautet

1 0
y= y, yeR”
0 1

Daraus ergeben sich die stabilen und instabilen Unterriume E* = span {(1,0)”} und
E* = span{(0,1)T}. Nun wird die invariante Mannigfaltigkeit S niherungsweise mittels
Potenzreihenansatz gemafl Satz 2.49 und Bemerkung 2.50 berechnet. Wir machen den
Ansatz x2 = ¥(z1) = a2z + azzi 4+ ... . Aus dem System (2.70) ergibt sich zunichst
durch Einsetzen aus der zweiten Gleichung

2 = (21) - 41 = ' (21)[~21 — [Y(x1)]?] = Y(a1) + 27

eine Bestimmungsgleichung fiir die unbestimmten Koeffizienten der Potenzreihe. Aus
(2a221 + 3asz? + dasxs + basz + - - —z1 — asxi — 2azasx) — - - -]
= ax2? + asx} + asal +asz) + -+ 2

folgt durch Koeffizientenvergleich

a——la—a—O a—14
2—3, 3—4—,5—3~
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Somit ergibt sich angendhert fiir S die Darstellung

4
1 1
x2_3x%+(3> 5 + o(x?), |z1] <0, d>0.

Es ist klar, dass diese Darstellung nur lokal gilt. Abbildung 2.18 zeigt stabile und instabile
Mannigfaltigkeiten S und U. Der Leser moge mit einer entsprechenden Rechnung eine
genéherte analytische Darstellung fiir U finden. |

€2

— pu

/z

IR

Da stabile und instabile Mannigfaltigkeit S und U sind nur in einer kleinen Umgebung

Abb. 2.18 Stabile und instabile invariante Mannigfaltigkeiten
E? und E*

des Fixpunktes definiert sind, bezeichnen wir sie als lokale stabile und instabile Mannig-
faltigkeit. Wir definieren die globale stabile und instabile Mannigfaltigkeit von (2.64) im
Ursprung, indem wir Punkte aus S riickwérts in der Zeit fliefen lassen und jene in U in
der Zeit vorwérts fliefen lassen:

W?(0) = RERZACH WH(0) = U pu(U).

Man kann zeigen, dass die globalen Mannigfaltigkeiten W*(0) und W*(0) eindeutig
bestimmt und invariant unter dem Fluss ¢+ sind. Auflerdem erhé&lt man:

Ve W0): tlim pi(z) =0, Vze W"0): . lim p¢(2) =0.

,Nicht ganz analog* stellt sich ein entsprechendes Resultat {iber die Zentrumsmannigfal-
tigkeit W°(0) dar. Sie ist zwar tangential zum Zentrumsunterraum E°, aber man kann
sie nicht einfach mit Hilfe des asymptotischen Verhaltens von Losungen charakterisieren
wie Abbildung 2.20 zeigt. Es gilt aber der

Satz 2.52 (Zentrumsmannigfaltigkeit)

Sei f wie in Satz 2.49 vorausgesetzt. Weiter wird angenommen, dass f(0) = 0 und die Ma-
trix D f(0) k Eigenwerte mit negativem Realteil, j Eigenwerte mit positivem Realteil und
m = n — k — j Eigenwerte mit Realteil Null besitzt. Dann existiert eine m-dimensionale
Zentrumsmannigfaltigkeit W¢(0) der Klasse C", die tangential zum Zentrumsunterraum
E€ in 2o = 0 verlauft und invariant unter dem Fluss ; ist.
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Auf den Beweis verzichten wir und verweisen stattdessen auf die Literatur (Perko (1996)
bzw. Guckenheimer und Holmes (1983)). ]

Um den angekiindigten Satz von Hartman und Grobman formulieren zu kénnen, bend-
tigen wir noch eine

Definition 2.53 (topologisch dquivalent, topologisch konjugiert)

Zwei DGL-Systeme ¢ = f(z) und y = D f(zo)y heiBen topologisch dquivalent in einer
Umgebung eines Punktes zp, wenn ein Homéomorphismus H : U — V (U und V
beides offenen Mengen, die den Punkt z¢ enthalten) existiert, der die Trajektorien von
z = f(x) in U auf die Trajektorien von § = D f(xo)y in V abbildet und die Orientierung
der Phasenkurven erhalt.

Die genannten Systeme heiflen topologisch konjugiert, wenn dariiber hinaus die Parame-
trisierung der Trajektorien in der Zeit erhalten bleibt.

Es werden nun die Fliisse der DGL-Systeme
= f(z) und y= Ay mit A:= Df(zo0)

in der Nahe eines hyperbolischen Gleichgewichtspunktes zo miteinander verglichen. Da-
bei wird angenommen, dass der Gleichgewichtspunkt x¢ in die Null transformiert wurde.

Satz 2.54 (Hartman und Grobman)

Es seien die offene Menge 2 C R™ mit 0 € Q, f € C*(Q,R™), f(0) = 0 und ¢ der Fluss
des Systems & = f(x) gegeben. Weiter moge die Matrix A := D f(0) nur Eigenwerte mit
Realteil verschieden von Null haben. Dann gibt es einen Homéomorphismus H : U — V
(U, V C R" offene Nullumgebungen), so dass fiir jedes Z € U ein offenes Intervall Iz C R
mit 0 € Iz existiert und fiir alle z € U und alle t € Iz gilt

Hopy(z) = e H(z). (2.71)

Mit anderen Worten: Die beiden DGL-Systeme & = f(x) und y = Df(0)y sind topo-
logisch dquivalent in einer Umgebung des Punktes 0. Dartiber hinaus ist die Abbildung
H topologisch konjugiert. Sie bildet Orbits von @ = f(x) auf Orbits von ¢ = Df(0)y
nahe dem Ursprung ab und erhélt die Parametrisierung der Orbits bzgl. der Zeit ¢. Der
interessierte Leser kann den Beweis in Perko (1996) nachlesen.

Manchmal gelingt es, den Homoéomorphismus explizit anzugeben. Dies wollen wir an
folgendem Beispiel demonstrieren:
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Beispiel 2.55
Wir betrachten das System

%1 - 2(0) = wo = (9601) (2.72)

2
T2 T2 +x7,

mit zo € R? beliebig aber fest vorgegeben. Aufgrund der einfachen Struktur des nichtli-
nearen Systems kann der Fluss explizit angegeben werden:

:L‘oleit

ot(x0) = @(t;x0) = . ., VteR.
xozet+% (et7672t)

Das System (2.72) besitzt als einzigen Fixpunkt den Ursprung. Wir suchen Men-
gen, die invariant unter dem Fluss bleiben und fir die lim¢— o ¢:(x9) = 0 bzw.
lim¢—, — oo w1 (xo) = 0 gilt, sofern man den Punkt x¢ aus diesen Mengen nimmt. Wahlen
wir die Anfangswerte o aus der Menge S := {xo € R? | 202 = —x3;/3}, dann ist diese
Menge invariant unter dem Fluss ¢q:

3301€_t

20€S = ¢i(xo) = ( 22 —2t> es, (t>0).
—e

2
Eliminiert man ¢, dann erhélt man im Phasenraum die Beziehung xz2 = —%, was die
Zugehorigkeit zu S bedeutet.
Die Menge U := {7g € R?|zo1 = 0, o2 € R} ist ebenfalls invariant unter dem Fluss
Pt-

__ . 0
ToelU = QDt(xO):< t)GU, (t>0).
To2€

Mit der Kenntnis der Mengen S und U lésst sich das Phasenportrait bereits qualitativ
zeichnen (siehe Abbildung 2.19, (rechts)). Da es sich bei dem Fixpunkt Null um einen
Sattelpunkt handelt, kann man zum Zeichnen der Orbits auch das linearisierte System

2)1 = —y1, 2)2 = Y2 (273)

zu Hilfe nehmen (siehe Abbildung 2.19, (links)). Dabei ist auch schon zu sehen, dass
S und U tangential im Nullpunkt an E° = span{(0,1)T} und E* = span{(1,0)7}
anliegen. Man nennt diese Mengen S und U auch stabile und instabile Mannigfaltigkeiten.
Aus der Abbildung 2.19 geht hervor, was damit gemeint ist. Auf eine mathematische
Begriffspragung wird verzichtet.
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T2

H
N

\ . |
~ LAY

S
H—l

2
e )
S:xy=—5

Abb. 2.19 Linearisiertes System (2.73) (links), DGL-System (2.72) (rechts)

Die stabile Mannigfaltigkeit eignet sich als guter Kandidat fiir einen geeigneten Homéoo-
morphismus H, der nach dem Satz von Hartman und Grobman existiert. Wir betrachten
die stetige Abbildung

H:R* R, H(a) = . )=("). (2.74)
T2+ 5 Y2

Die Inverse von H ist leicht zu berechnen:

— 1 1
H o) = |7 2| = :
Y2 — 5 T2

Sie ist wieder eine stetige Abbildung von R? auf R?. Dariiber hinaus transformiert die
Abbildung unser nichtlineares System (2.72) in das linearisierte System (2.73). Aus (2.74)
und (2.72) folgt

T1=Y1=—T1=—Y1
2
do=12— 211 =zt a2l =y2 — & +yi

Ersetzt man in der letzten Gleichung noch 31 durch —y1, dann lautet das transformierte
HY-System

n = -y, Y2 = Y2
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Dabei handelt es sich genau um das aus der Linearisierung von (2.72) gewonnene System
(2.73). Fir die jeweiligen Fliisse rechnet man mit H folgendes nach (Es wird aus Griinden
der Vereinfachung z = z gesetzt.):

—t
T1e
H(piz) = > >
zae + 2 (et _ e—Qt) + o o2t
z1 e ! z1et yr et
o = 2 =
zo el + % e (:132 + %) e’ yo €'

(e . L - ety = e H(z).
0 e Y2

Dies bestétigt noch einmal die Beziehung (2.71) in Satz 2.54. |

Beispiel 2.56
Wir betrachten das System

i1 = 21, 2= —xo. (2.75)

Die Linearisierung am (einzigen) Fixpunkt xg = (0,0) liefert das System
. . 0 0 5
y=Ay mit A:=Df(0,0)= und y € R”. (2.76)
0 -1

Die Abbildung 2.20 zeigt das Phasenportrait von (2.75). Jede Losungskurve die in der
T2

w=(0)

Abb. 2.20 Phasenportrait fiir das System (2.75)

linken Halbebene startet, kann man sich im Fixpunkt mit der positiven x1-Achse ,zu-
sammengeflickt “ denken. Sie bilden eine eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit, die
tangential zu E¢ im Ursprung ist. Der Fixpunkt xo = (0,0) des Systems (2.75) ist nicht
hyperbolisch, da die Linearisierung (2.76) einen Nulleigenwert aufweist. Der Satz von
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Hartman und Grobman ist somit nicht anwendbar. Um zu sehen, dass die beiden Pha-
senportraits tatsdchlich nichts miteinander zu tun haben, zeichnen wir die Orbits von
(2.76) (siehe Abbildung 2.21). Der stabile Unterraum E® von (2.76) ist die z2-Achse, der

T2

T

Abb. 2.21 Phasenportrait des Systems (2.76)

Zentrumsunterraum F¢ die z1-Achse. Der Fluss lautet

0 0
@t(xo) = etAxO = o1 = ot ) t Z Oa xo € R2~
0 et 02 02 et

AuBerdem enthélt das Phasenportrait die x1-Achse als Fixpunktgerade. |

2.8 Aufgaben

Aufgabe 2.1

Skizzieren Sie folgende Kurvenscharen (¢, c1, c2-Scharparameter) und bestimmen Sie ihre
dazugehorigen Differenzialgleichungen niedrigster Ordnung:

Tcazz’ c € R, b)y:%ﬁ—kcg, c1, c2 € R,

c) ?4+y*=¢, ceR, d) y=¢€", ceR.

a) y=

Aufgabe 2.2
Skizzieren Sie das Richtungsfeld von a) & =t+x, b) & =1t>+z?.

Welche Gestalt der Integralkurven entnimmt man dem Richtungsfeld?

Aufgabe 2.3

Losen Sie das AWP
s=1_ 1 to)=20, D=(0,1) xR
_t 9 1—t’ 0) = X0, — ’

und untersuchen Sie das Verhalten der Lésungen am Rand von D.
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Aufgabe 2.4
Losen Sie das AWP

¢:2tx2, D =R?, x(to) = xo

und skizzieren Sie die Losungskurven fiir die Anfangswerte

a) (to,zo) = (1,1), b) (to,z0) = (2, 7%): c) (to, o) = (1, 7%)7 d) (to,zo0) = (1,0).

Aufgabe 2.5
Es sei T:C°[0,1] — €°[0,1] definiert durch

(Tu)(t) ;:;t2+/0ts-u(s)ds, te0,1], uec’(o,1]).

a) Zeigen Sie: T ist kontraktiv.

b) Es sei (uk)ren rekursiv definiert durch w; = 0 und ugy1 = Tuy, (k € N). Geben Sie
eine Darstellung fiir ux(t), k € N\{1}, ¢t € [0,1] an.

c) Bestimmen Sie u* € C°([0,1]) mit |juy — u*| — 0 fiir k — oo.

d) Geben Sie iiber Tu* = u* ein AWP an, fiir das u* eine Losung ist.

Aufgabe 2.6

Berechnen Sie fiir ein festes o € R die Losung des AWP & = ax, x(to) = xo mittels der
Picard-Iteration.

Hinweis: Die Methode der sukzessiven Approximation lasst sich auch auf Differenzi-
algleichungen {ibertragen, in dem man das AWP & = f(t,2), z(to) = xo durch Inte-
gration in eine Integralgleichung z(t) = zo + |, :0 f(s,z(s)) ds umformt und dann die
Picard-Iteration definiert:

ZTr4+1(t) == zo —l—/t f(s,zk(s))ds, keNp. (*)

Als Startwert nimmt man zo(t) = zo. Kann man die (gleichméBige) Konvergenz der
Funktionenfolge (zx(t)) beweisen, dann folgt durch Grenziibergang in ((*))

t
ocoo:z:o+/ f(s,z0(s))ds,
to

und letztlich die Losung des AWP.

Aufgabe 2.7
Losen Sie das AWP

(1-2)y" —ay =2, y(0)=y'(0)=0, |z[<1,
durch einen Potenzreihenansatz y(x) = ao + .o, anz™. Bekanntlich ist

arcsinx—x+lx—3+ﬁx—5+1'3'5x—7+ fir |z < 1
ST 23 0 2:45 2467 ’
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und durch Cauchysche Multiplikation gewinnt man daraus
4

(arcsinz)?® = z* + % + %xG +..., fir |z|<1.

Geben Sie unter Beriicksichtigung, dass (arcsin 1‘)2 dem oben gegebenen AWP geniigt,
ein einfaches Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten der entsprechenden Reihe an.

Aufgabe 2.8

Losen Sie die Differenzialgleichung & = g(z) mit der Energiemethode: Uberfiihren Sie
i = g(z) in i@ = g(x)&. Nutzen Sie die Beziehung i@ = ()", um & = g(z) in eine
Differenzialgleichung 1. Ordnung zu iiberfiihren. Losen Sie die folgenden Differenzialglei-

chungen
3.. .
a) z°¢=1, b) i==z
nach der Energiemethode.

Aufgabe 2.9
Es seien zwei Losungen der zu

. 0 1 cos t?
T =2t T+
-1 0 — sin ¢?

gehorenden homogenen Differenzialgleichung durch
z1(t) = (cost?, —sint®)? und  za(t) = (sint?, cost®)”

gegeben. Berechnen Sie durch das Verfahren der Variation der Konstanten eine spezielle
Losung der angegebenen Differenzialgleichung.

Aufgabe 2.10
Gegeben sei die Differenzialgleichung

3,3
&= 1—5-% + e’ cos(x).
Geben Sie das maximale Losungsintervall des zugehorigen AWP mit x(tg) = zo an.

Begriinden Sie ihre Aussage! Zeichnen Sie zusétzlich das Richtungsfeld und die Integral-
kurven unter Zuhilfenahme eines Computeralgebrasystems.

Aufgabe 2.11
Fiir die folgenden linearen inhomogenen DGL sind jeweils eine allgemeine Losung der
linearen homogenen und eine partikuldre Losung der linearen inhomogenen DGL zu be-

rechnen.

a) vy’ +y=xsinz, b) ¥ +3y —4y=e " fae "
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Hinweis: Man kann durch spezielle Ansétze partikulére Losungen linearer inhomogener
DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten berechnen. Hat die Inhomogenitat die
Struktur
cos (Bx
(bo + b1z + ...+ bmz)e®™™ - ,
sin Bz
so wéahlt man den Ansatz

((Ao + A1z + ... + Amax™) cos Bx + (Bo + Bix + ... + Bpx™) sin Bz) ™7,

falls oo+ i3 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p ist. Ist o+ eine v-fache
Nullstelle, so setzt man an

(Ao + A1z + ...+ Apx™)cos Bz + (Bo + Biz + ... + Bpx™) sin Bz) e*”.

Ist die Inhomogenitit f der Differenzialgleichung

. da” d
L(y) = f mit L(y) ¢=anw(y)+“-a1@(y)+aoy, an #0

eine Summe von Funktionen f;, ¢ = 1,...,m, so bestimmt man Partikulérlosungen y,,
zu den Gleichungen L(y) = f;. Die Summe der y; ist dann eine Losung von L(y) = f
(Superpositionsprinzip).

Aufgabe 2.12

Beweisen Sie fiir eine lineare homogene DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
a;, i =0...,n—1 (siehe (2.49)) die folgende Behauptung: Die geometrische Vielfachheit
eines k-fachen Eigenwertes Ao ist m(Ao) =n —rg(A — Xol) = 1.

Hinweis: Verwenden Sie fiir die DGL die Darstellung (2.50) mit b(¢) = 0. A ist die
Matrix A(t) mit konstanten Eintragen a;, ¢ =0,...,n — 1.

Aufgabe 2.13
Lésen Sie folgende Systeme gewthnlicher Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten:

)5572895 b)%;1_2
)T s ) o R B

Aufgabe 2.14
Losen Sie folgende Systeme gewo6hnlicher Differenzialgleichungen mit zeitabhéngigen Ko-

we

effizienten durch Umwandlung in eine Differenzialgleichung 2. Ordnung:

2 ()= 0 w06
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Aufgabe 2.15
Losen Sie die AWP

a)i=z+y, y=4r -2y, z(0)=0,y(0)=5,
b) =3z —-4y, y=x—y, z(0)=3,y(0) =1,
c) #=4dx+y—36t, y=—2x+y—2", x(0)=0,y(0)=10.

Aufgabe 2.16
Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem zum System

1 1 0 0

0 1 0 0
i=Az, zeR* A=

2 -2 3 -2

2 -1 4 -1

Aufgabe 2.17
Skizzieren Sie das Phasenportrait des Systems & = Az, z € R?, fiir jeden der angegebe-
nen Félle. Untersuchen Sie den Fixpunkt zo = (0,0) auf Stabilitét.

) (1 o>’ b) (0 1>, 0 (1 0>’
0 —1 -1 0 01

Aufgabe 2.18
Skizziere Sie die Phasenportraits der folgenden nichtlinearen Systeme in der Nihe ihrer

Fixpunkte.

a) 1 = 1‘1(1—:02) b) 1 = $1(1—$1)
22 = x2(1—1z1), zo = —2x2(1—0z1) (BER).

Aufgabe 2.19
Fertigen Sie eine Beweisskizze des Satzes von Hartman und Grobman (Satz 2.54) an,
indem Sie die Literatur zu Hilfe nehmen (z. B. Perko (1996) S.119).
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Anderungen von Kontrollparametern in DGL-Systemen konnen zu ganz neuen Lang-
zeitmustern der Bewegung fiihren. Kleine Anderungen in der Erregerfrequenz, der Er-
regeramplitude oder der Dampfung kénnen qualitative Anderungen im physikalischen
Verhalten hervorrufen.

Die Aufgabe einer Bifurkationsanalyse ist es, diese kritischen Verzweigungsparameter
ter zU bestimmen und die fiir g > per abzweigenden neuen Losungen zu konstruieren.
Eine Systematisierung der abzweigenden Losungen, wie sie fiir eindimensionale Systeme
mit einem Kontrollparameter moglich ist, gestaltet sich fiir hoherdimensionale Systeme
mit mehreren Parametern auflerordentlich schwierig und ist demzufolge weitestgehend
unerforscht.

Wir beschéftigen uns deshalb in diesem Kapitel nur mit den einfachsten lokalen Bi-
furkationen von Gleichgewichtszustdnden und periodischen Bewegungen und zwar fiir
Systeme, die nur von einem Parameter abhéngen. Nichtlineare Koordinatentransforma-
tionen ermdglichen anschliefend eine Transformation auf Normalform und damit eine
Zuordnung der auftretenden Bifurkationen zu einigen wenigen Grundtypen.

Neben den lokalen gibt es auch globale Bifurkationen, bei denen infolge der Variation der
Parameter globale qualitative Anderungen der dynamischen Eigenschaften des Systems
auftreten, die sich nicht aus lokalen Informationen herleiten lassen. Spontane Entstehung,
Vernichtung oder Anderung von Attraktoren sind typisch fiir globale qualitative Ande-
rungen der Dynamik und damit fiir globale Bifurkationen. Eine systematische Behand-
lung dieser Bifurkationen kénnen wir in diesem Buch nicht vornehmen, sondern werden
uns im Rahmen der néchsten Kapitel mit theoretischen und numerischer Untersuchungen
auf einige wesentliche Félle beschrénken. Fiir ein Studium theoretischer Grundlagen und

B. Marx, W. Vogt, Dynamische Systeme,
DOI 10.1007/978-3-8274-2448-8 3, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2011
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weiterer Beispiele seien die Biicher von Guckenheimer und Holmes (1983), Chow und
Hale (1982) und Wiggins (1990) empfohlen.
Das Bifurkationsverhalten kann von zwei Faktoren abhangen:

1. Wie verédndert sich das qualitative Verhalten der Lésung der DGL
i=f(x), z€QCR", feC'(QR"), (3.1)

wenn das Vektorfeld f gedndert wird? Bleibt das qualitative Verhalten der Losung bei
wkleinen Storungen“ (Begriff wird noch prézisiert) erhalten, dann nennt man das Sys-
tem (3.1) oder das Vektorfeld f strukturell stabil. Die Idee der strukturellen Stabilitét
geht auf Andronov!' und Pontrjagin® aus dem Jahr 1937 zuriick. Fiir zweidimensionale
Systeme sind die strukturell stabilen Vektorfelder durch Peizxoto’s Theorem vollstan-
dig charakterisiert. Ein entsprechendes Resultat ist fiir hoherdimensionale Vektorfel-
der (n > 3) nicht verfiighar.
2. Eine Anderung des qualitativen Verhaltens der Losung in DGL-Systemen der Form

i=f(x,p), z€QCR", pecR” (3.2)

kann auch durch Anderung des Parameters p hervorgerufen werden. Bei uns ist stets
u € R. Wir betrachten f in der Umgebung einer Ruhelage (zo,uo) € 2 x R, d. h.
f(zo, no) = 0 und untersuchen, ob es weitere Ruhelagen in der Ndhe des Wertes po
gibt und von welchem Stabilitatstyp diese sind.

Ein wichtiges Prinzip der Bifurkationstheorie wird sich bei den Beispielen herausstellen:

Der Verlust der Stabilitat in einem Punkt fihrt zur Bifurkation der DGL.

3.1 Strukturelle Stabilitat

Im Abschnitt 2.7.3 haben wir Phasenbilder des Systems & = f(z) mit ihrer Linearisierung
an einem Fixpunkt verglichen und erklart, wann wir solche Phasenportraits noch als
gleichwertig ansehen wollen; welche Verzerrungen also zugelassen sein sollen. Wir nennen
ein Vektorfeld f strukturell stabil, wenn jedes Vektorfeld g, welches nahe bei f bleibt,
topologisch &quivalent zu f ist. Ist also z. B. g(z) := Df(xo)x und sind die Realteile
der Eigenwerte von D f(xo) ungleich Null, dann gibt es einen orientierungserhaltenden
Homoomorphismus H, der die Trajektorien des Vektorfeldes f auf die des Vektorfeldes g
abbildet. Es finden also nur stetige Deformationen der Phasenportraits zueinander statt.

! Aleksandr Aleksandrovic Andronov (1901-1952), verfasste Arbeiten iiber quantenmechanische
Statistik, iber nichtlineare Schwingungen und zur Storungstheorie, aulerdem zur Bifurkation, Sta-
bilitdt und Topologie der Lésungen dynamischer Systeme.

2Lew Semjonowitsch Pontrjagin (1908-1988), verfasste Arbeiten iiber quantenmechanische Sta-
tistik, 1937 ein Standardwerk zur Storungstheorie nichtlinearer Systeme und lieferte Beitrage zur
Bifurkation, Stabilitdt und Topologie der Losungen dynamischer Systeme.
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Definition 3.1 (Strukturelle Stabilitat)
Ein Vektorfeld f € C'(Q,R™) mit Q € R™ und Q offen heift strukturell stabil, falls es
ein € > 0 gibt, so dass fiir alle g € C'(Q, R™) mit

If —gller <& (llfller :== sup |f(z)| + sup || Df(2)]|)
zeQ zEQ

folgt, dass f und g topologisch dquivalent auf 2 sind. Strukturell instabil heifit f, falls
es nicht strukturell stabil ist. (In || - ||c: bezeichnen | - | die Euklidische Norm im R™ und
|| - || eine der tiblichen Matrixnormen.)

An zwei Beispielen wird die strukturelle Stabilitdt (und Instabilitit) erlautert.

Beispiel 3.2
Wir betrachten das lineare System

t=Az, zeR"

mit konstanter reeller Koeffizientenmatrix A € R™*™. Sind die Realteile der Eigenwerte
von A verschieden von Null, dann sind diese Systeme strukturell stabil. |

Beispiel 3.3
Wir betrachten ein einfaches Zweipopulationenmodell, wobei
z(t) die Population der Beutespezies zur Zeit ¢ und

y(t) die Population der Rauberspezies zur Zeit t

bezeichnen (z. B. Karpfen und Hechte). Fiir jede Population gilt die Wachstumsgleichung

p=r(t,p)p.

dp
dt»
Gesamtpopulation p) zur Zeit t. Bei zwei Populationen wird natiirlich die Wachstumsrate

Dabei ist r = g die totale Anderungsrate (die zeitliche Anderung p = bezogen auf die

der einen Population durch die andere beeinflusst, d. h. es gilt

& =ri(t,x,y)x, y=r2t,z,y)y.

In unserem Modell nehmen wir an, dass die Rauberspezies sich ausschlieSlich von den
Beutespezies erndhren, wiahrend die Beutespezies unbegrenzt Nahrung vorfinden. Ein
einfacher Ansatz ist von der Form

Tl(t7x7y):a_/8yv OL,,3>0

Er lasst die Interpretation zu: Wenn kein Réuber vorhanden ist (y = 0) entwickelt sich
die Beutepopulation mit der konstanten Wachstumsrate «. Die Anwesenheit der Riu-
berspezies verringert diese Wachstumsrate und zwar proportional zur Rauberpopulation.
Analog wird der Ansatz

ra(t,z,y) = =y +dx, 7,0 >0
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gemacht. Unter diesen Annahmen erhalten wir die speziellen Rduber-Beute-Gleichungen
(auch Volterra-Lotka Gleichungen genannt):

i = (a=Pyz, y=0z-7)y (2B,706>0). (3.3)

Zum Zeichnen des Phasenportraits gehen wir wieder den iiblichen Weg. Es gibt zwei
(o7

Ruhepunkte (xo,y0) = (0,0) und (z1,y1) = (%, F)' Die Linearisierung des Vektorfeldes
(3.3) liefert

(3.4)

oy ox — 7y

Der Fixpunkst (0, 0) ist ein Sattelpunkt (zwei im Vorzeichen unterschiedliche reelle Eigen-
werte). Der stabile Unterraum ist die y-Achse, der instabile Unterraum die x-Achse. Mit
dem Hartman-Grobman-Theorem (vgl. Satz 2.54) ist somit der Phasenverlauf lokal um
(0,0) klar. Der andere kritische Punkt (3, %) ist nicht hyperbolisch ((3.4) hat in (%, %)
den doppelten Eigenwert Null) und damit das Theorem von Hartman und Grobman nicht
anwendbar. In diesem konkreten Fall kommt man mit der Phasendifferentialgleichung,
also mit dem Berechnen eines ersten Integrals fiir die DGL (3.3) weiter. Die Orbits von

(3.3) liegen dann in den Niveaulinien des ersten Integrals. Die Phasendifferentialgleichung

lautet:
dy y(y — dx)
- — _ 3.5
dr = a0 py) (32
Diese DGL ist trennbar:
(ﬁ—a)y’=7—5 (x>0, y > 0).
Yy x
Thre Losung lautet
By —alny=~vInz —dx+c, ceR.
Die Orbits von (3.3) liegen also in den Hohenlinien von
F(z,y):=0y —alny+dz —vlnz = c. (3.6)

Damit kann auch das Phasenportrait in der Umgebung des Fixpunktes (Z, %) gezeichnet
werden. (Den Beweis, dass die Hohenlinien von (3.6) geschlossen sind, tiberlassen wir
dem Leser.) Die Populationsfluktuation der Rduber- und Beutespezies zeigt Abbildung
3.1 (links) wéhrend in Abbildung 3.1 (rechts) tatséchlich zu sehen ist, wie die Population
von Réubern und Beute oszilliert.

Aus dem Phasenportrait liest man das Langzeitverhalten der beiden Populationen ab,
wobei nur die Losungskurven fiir uns von Interesse sind, die im 1. Quadranten liegen,
da es keine negativen Populationen gibt. Das Verhalten ist {iberdies stabil gegen kleine
Anderungen in den Anfangswerten Zo > 0, go > 0.
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Abb. 3.1 Verlauf von z(t),y(t) (links), Phasenportrait (rechts)

Gilt dagegen To = 0, ist also am Anfang keine Beutespezies da, so stirbt die Rauber-
spezies aus (y(t) — 0 fir ¢ — o00). Ist o = 0 (keine Rauberspezies vorhanden), so
wichst die Beutepopulation unbegrenzt (z(t) — oo fiir ¢ — 00). Eine kleine Anderung
in den Anfangsdaten (z. B. der Ubergang von zo = 0 zu zo > 0) hat ein total anderes
Langzeitverhalten zur Folge.

Stort man das Vektorfeld in Gleichung (3.3), indem man die Nichtlinearitit — (va?, py?)”
hinzufiigt, dann lautet das System

i = (a—By)z—va® §=00r—7y—py (B76>0). (3.7)

Die Linearisierung von (3.7) hat nicht wie die Linearisierung (3.4) einen doppelten Nullei-
genwert. Dieser wurde durch die Nichtlinearitit —(va?, uy?)T ,zerstort“. Die Fixpunkte
des Systems (3.7) sind wieder hyperbolisch und kénnen mit dem Satz von Hartman und

Grobman diskutiert werden. |

Die hyperbolischen Fixpunkte sind in einem gewissen Sinn stabil, d. h. kleine Anderungen
von f konnen den Charakter des Fixpunktes nicht ,zerstoren“. Genaue Voraussetzungen
macht der folgende

Satz 3.4 (Hirsch (1974))

Es seien f € C* (2, R™) und Q C R™ eine offene Menge, die den hyperbolischen Fixpunkt
xzo der DGL © = f(x) enthalt. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0, so dass fir alle
g € CH{LR™) mit || f—gller < & einyo € K (z0;€) existiert, so dass yo ein hyperbolischer
Fixpunkt von & = g(x) ist. Dartiber hinaus haben D f(zo) und Dg(yo) die gleiche Anzahl
von Eigenwerten mit negativem und positivem Realteil.
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Eine andere Situation ergibt sich, wenn das DGL-System Orbits enthélt, die Sattelpunkte
verbinden, sogenannte heterokline Orbits. Dann kann man nicht mehr von strukturell sta-
bilen Vektorfeldern sprechen. Das DGL-System in Beispiel 3.5 besitzt homokline Orbits.
Hierbei handelt es sich um Losungen, die sich in der Vorwarts- und in der Riickwértszeit
gegen ein und denselben Fixpunkt bewegen.

Beispiel 3.5
Wir betrachten das System

=y, v =py+az— > (3.8)
Fir p = 0 liegt ein Hamiltonsches DGL-System zugrunde. Darunter versteht man ein
DGL-System im R? der Form & = %—I;(w,y) und § = f%—f(&y), wobei H : R - R
eine C'-Funktion ist, die man Hamiltonfunktion nennt. Die Hamiltonfunktion fiir (3.8)
lautet: H(z,y) := %(y2 — 2% + %4‘ Sie hat die Eigenschaft, dass sie entlang jeder
Losungskurve konstant ist. Die Kenntnis einer Hamiltonfunktion hat den Vorteil, dass
man das Phasenportrait zeichnen kann, ohne das DGL-System gelost zu haben. Alle
Losungen liegen in den Niveaulinien H (z,y) = const. Die Niveaulinien fir H(z,y) = ¢
sind in Abbildung 3.2 b) gezeichnet. Wir sehen, dass fir 4 = 0 zwei Fixpunkte (£1,0)
vorliegen, die Zentren sind. Die Linearisierung an den Fixpunkten (+1,0) besitzt je
einen konjugiert komplexen, rein imagindren Eigenwert. Des Weiteren gibt es zwei, zur
z-Achse symmetrische homokline Orbits an den Fixpunkt (0,0), die geschlossene von
nicht geschlossenen Orbits trennen. Thre Vereinigung heifit in diesem Zusammenhang
auch Separatrix. Fiir p = 0 ist dieses System strukturell instabil auf jeder kompakten
Teilmenge K C R2.

Y Y Y

a) <0 b) u=0 c)u>0
Abb. 3.2 Phasenportrait fiir die Gleichung (3.8)
Das Phasenportrait wird in Abbildung 3.2 gezeigt und es ist klar, dass das Phasenportrait

flir u # 0 nicht topologisch dquivalent zu dem mit g = 0 ist. Es ist sogar so, dass fiir
w # 0 die Separatrix zerstort wird. |
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3.2 Einige typische Bifurkationen

Wir untersuchen drei Haupttypen von Bifurkationen, die auftreten, wenn der Parameter
w variiert wird. Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist die skalare DGL

&= f(z,p), z€(a,b)CR, peR, (3.9)

deren rechte Seite f :  — R auf einer offenen Menge Q C R? von der Klasse C*, k > 1
ist, und die fiir einen Parameterwert po eine stationdre Losung xo (also f(zo, puo) = 0)
besitzt. Wir interessieren uns nun fiir folgende Fragestellungen:

m  Unter welchen Bedingungen besitzt die Gleichung (3.9) fiir Werte des Parameters p
nahe po weitere stationédre Losungen in der Nahe von zo?
m  Wie viele Ruhelagen gibt es und welchen Stabilitatstyp besitzen sie?

Da die Begriffe Sattel und Knoten bei skalaren DGL keinen Sinn ergeben, wire die Be-
zeichnung irrefithrend. Sie wird jedoch sofort verstdndlich, wenn man zu der Gleichung
(3.9) z. B. die Gleichung y = —y hinzufiigt und das Ganze als zweidimensionales System
betrachtet. Die Bifurkationscharakteristik wird dadurch nicht veréndert. Im zweidimen-
sionalen Phasenraum sind dann wieder Sattel- bzw. Knotenpunkte erkennbar. Ein Pha-
senportrait im (z, u)-Raum, aus dem insbesondere die Ruhelagen sichtbar sind, nennen
wir Bifurkationsdiagramm (auch Verzweigungsdiagramm,).

Zunéchst kann man mit Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen sofort Bedingun-
gen angeben, fiir die sich die Anzahl der stationidren Losungen in der Nahe von zg bei
Variation des Parameters p nicht édndern.

Satz 3.6 (Keine Bifurkation von stationidren Losungen)

Fiir die rechte Seite der DGL (3.9) seien folgende Bedingungen erfiillt: f : Q@ — R sei
auf der offenen Menge Q C R? von der Klasse C*, k > 1 und es gelte die Beziehung
fa(xo0, po) # 0. Dann gibt es eine Umgebung U X V' des Punktes (zo, po) € € und eine
C*-Funktion g : V — U mit g(u0) = xo und der Eigenschaft

flg(p),p) =0 firalle peVv.

AuBer den stationéren Losungen (g(u), 1), p € V, besitzt die DGL (3.9) keine weiteren
stationdren Losungen in U x V.

Die Bedingung fx(zo, po) # 0 sichert, dass (xo, po) kein Bifurkationspunkt ist. Umge-
kehrt ist die Bedingung f(zo, o) = 0 notwendig, aber nicht hinreichend dafiir, dass
(zo, o) ein Bifurkationspunkt ist.
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3.2.1 Sattel-Knoten Bifurkation

Wir betrachten das System
i=p-2°, y=-y (nER). (3.10)

Die Fixpunkte ergeben sich aus © = y = 0. Fiir (3.10) gibt es (i) keinen, (ii) einen
oder (iii) zwei Fixpunkte, die von den Werten p abhéngen. Wir betrachten die drei Falle
separat.

Fall (i): Falls g < 0 ist, dann gibt es keine reellen Fixpunkte in der Ebene und der
Fluss fliefit von ,rechts nach links“, da @ < 0 ist. Die Sprechweise ,der Fluss flieit von
rechts nach links* wird sofort klar, wenn man sich das eindimensionale Phasenportrait
(Abbildung 3.3) ansieht. Es entsteht einfach durch Weglassen der zweiten Gleichung in
(3.10).

—_— —~———
x X X

uw<0 uw=20 w>0

Abb. 3.3 Phasenportrait fiir & =y — 22, z,u € R

Fall (ii): Falls u = 0 ist, dann gibt es genau einen kritischen Punkt im Ursprung. Die
Losungskurven fiir den Phasenraum ergeben sich aus der Phasendifferentialgleichung

dy _y

de 2’
Diese separierbare DGL hat die Losung

y(x) =ce /* ceR, c¢=const.
Es ist & < 0 fur alle z € R\{0}. Im eindimensionalen Phasenraum ist der Fluss wieder
nach links gerichtet (siehe Abbildung 3.3 fiir p = 0).
Fall (iii): Falls u > 0, dann gibt es zwei reelle Fixpunkte 2o = /g und 1 = —,/z.
Durch die Kurve p— 22 = 0 wird die Position der kritischen Punkte der DGL & = p — x°
bestimmt. Den eindimensionalen Phasenverlauf entnehmen wir wieder Abbildung 3.3 fiir
©>0.

Das System (3.10) wird jetzt an den Fixpunkten linearisiert:

fo (7, 0) = < T2V 0 )

0 -1

Die Eigenwerte und Eigenvektoren im Fall des Fixpunktes (\/j,0) lauten A1 =
—2/f, v1 = (1,007 und A2 = —1, vz = (0,1)". Der Fixpunkt (\/z,0) ist ein sta-
biler Knoten und die stabilen Mannigfaltigkeiten sind orthogonal zueinander. Fiir den
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Fixpunkt (—,/z, 0) erhalten wir nach entsprechender Betrachtung einen Sattel. Aus dem
eindimensionalen Phasenraum (siehe Abbildung 3.3) ergibt sich das zweidimensionale
Phasenportrait wie folgt: Man trage in den Fixpunkten der Abbildung 3.3 jeweils eine
ystabile y-Richtung“ an (siehe Abbildung 3.4).

Y Y

N

/

N

e J)
= VAN

Abb. 3.4 Phasenbilder des Systems & = p — 22, § = —y

Aus den drei Bildern in Abbildung 3.4 kann man auch ein dreidimensionales Phasenpor-
trait zeichnen, indem man die drei Bilder entlang der u-Achse ,ibereinanderlegt“ (siche
Abbildung 3.6). Man erkennt deutlich die Bifurkationsparabel p = z? mit dem stabilen
und dem instabilen Zweig (verschiedene Punktdarstellungen).

O T
\ /k H
N ~
Abb. 3.5 Sattel-Knoten- Abb. 3.6 Zweidimensionale Sattel-Knoten-
Bifurkationsdiagramm Bifurkation: & = pu — 22, § = —y

Das Bifurkationsgeschehen kann man im Bifurkationsdiagramm (siehe Abbildung 3.5)
kurz und knapp festhalten. Falls p < 0 ist, dann gibt es keine Fixpunkte und wenn p
durch den Nullpunkt geht, wechselt das qualitative Losungsverhalten. Es zweigen zwei
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Gleichgewichtspunkte vom Ursprung ab, die sich mit wachsendem p immer weiter von-
einander entfernen. Dies ist klar, da die Fixpunkte die Gleichung p = z2 erfiillen und das
Bifurkationsdiagramm die Form einer Parabel hat. Der durchgezogene Zweig ist der sta-
bile, der gestrichelte Zweig der instabile Fixpunkt. Der Verlust der Stabilitat im Ursprung
fiihrt also zur Bifurkation der DGL.

Allgemein kann man an einer skalaren parameterabhéngigen Differenzialgleichung & =
f(z, p) ihren Sattel-Knoten-Charakter wie folgt erkennen: Zunichst sollte (0,0) eine
nichthyperbolische Ruhelage sein. Dies ist gewéhrleistet durch die Bedingungen

Die Taylorapproximation von f(z, ) im Punkt (0,0) lautet:

F, 1) = Fu(0,0)p1 5 [fo 0, 0)2* + 2o (0,00 + fun (0, 0)1) + Rest (1)

Man kann sich nun iiberlegen, dass das Erfiilltsein der Bedingungen

das Auftreten einer Sattel-Knoten-Bifurkation sichert. Kennt man das Vorzeichen von
f2(0,0), dann kann man Aussagen iiber die Stabilitét der beiden Ruhelagen machen

(siche Aulbach (1997), S. 358 ff.).

Bemerkung 3.7
Bei der skalaren DGL ¢ = f(z) kann man aus den Ableitungen der rechten Seite an
einem Fixpunkt zo auf die Stabilitdt dieser Ruhelagen schlieflen:

f'(xz0) <0 = =xo asymptotisch stabil
f'(x0) >0 = =z instabil.
Im Fall f’(zo) = 0 miissen hohere Ableitungen herangezogen werden, wie wir im Fall der

Sattel-Knoten-Bifurkation gesehen haben. |

3.2.2 Transkritische Bifurkation

Wir betrachten das eindimensionale System

i=pr—2°, pekR (3.11)

und aus den uns bekannten Griinden der besseren Veranschaulichung das zweidimensio-

nale System

i=pr—2*, y=-y (neR). (3.12)
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Die kritischen Punkte von (3.11) sind # = 0 und z = p. Fir g = 0 gibt es nur einen
Fixpunkt z = 0 und dieser ist nicht hyperbolisch, da f(0,0) = 0 gilt. Das Vektorfeld
f(z) = —a? ist strukturell instabil und g = 0 ist ein Bifurkationspunkt. Fiir p = 0
lautet die Zentrumsmannigfaltigkeit W°(0) = (—o0, o). Das Bifurkationsdiagramm ist
in Abbildung 3.7 gezeichnet. Man erkennt, dass am Fixpunkt x = 0 (u = 0), der gleich-
zeitig Bifurkationspunkt ist, ein Stabilitdtswechsel stattfindet. Der Verlust der Stabilitét
im Ursprung fiihrt wieder zur Bifurkation der DGL (3.11).

<> ——
T T T

nw<0 nw=0 w>0

Abb. 3.7 Phasenportrait fiir die DGL (3.11)

Etwas anschaulicher wird unser Phasenportrait, wenn wir die Gleichung §y = —y hin-
zunehmen. Man denke sich also wieder eine stabile Mannigfaltigkeit in den Fixpunkten
parallel zur y-Achse angetragen (sieche Abbildung 3.8). Falls p < 0, dann ist der Ursprung
ein stabiler Knoten und x = p ist ein Sattel. Falls 4 = 0, dann ist £ = 0 ein nichthyper-
bolischer Fixpunkt. Die Losungskurven geniigen der Phasendifferenzialgleichung

dy _ vy

=d _ I 0

dx xQ ) z # )
die die Losung y(z) = ce™ /% mit ¢ = const besitzt. Im Fall x> 0 ist der Ursprung ein
Sattel und = = p ist ein stabiler Knoten (sieche Abbildung 3.8). Das Stabilitatsverhalten

Y ) Y

a) p<0 b) p=0 c)p>0
Abb. 3.8 Phasenportrait der DGL (3.12) bei verschiedenen Parameterwerten
hat also im Ursprung wieder gewechselt. Das Bifurkationsdiagramm ist in Abbildung

3.9 gezeichnet. Durchgezogene und gestrichelte Linien geben wieder das Stabilitéts- bzw.
Instabilitatsverhalten der Fixpunkte an.
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Abb. 3.9 Transkritische Bifurkation: & = px — 22, § = —y.

a) eindimensional, b) zweidimensional

3.2.3 Die Pitchfork-Bifurkation

Wir betrachten sowohl das eindimensionale System

i=pr—12°, pekR

als auch das zweidimensionale System

i=pr—a°, y=-y (LER).

(3.13)

(3.14)

Eine einfache Rechnung zeigt, dass sowohl (3.13) als auch (3.14) entweder einen Fixpunkt

oder drei Fixpunkte besitzt. Fiir u < 0 ist « = 0 einziger Fixpunkt, fiir 4 > 0 gibt es drei
Fixpunkte: x = 0 und = £,/p. Fiir 4 = 0 ist x = 0 nichthyperbolischer Fixpunkt, da
f=(0,0) = 0 ist. Das Vektorfeld f(z) = —z? ist strukturell instabil. Kleinste Stérungen
konnen das Phasenportrait verdndern (siehe Abbildung 3.10). Folglich ist u = 0 ein

Bifurkationspunkt.

Das Phasenportrait fiir die Gleichung (3.13) ist in Abbildung 3.11 aufgezeichnet. Das
Bifurkationsdiagramm ist in Abbildung 3.12 a) zu sehen und der Typ der Bifurkation ist
treffend Pitchfork-Bifurkation (Heugabel-Bifurkation) genannt.
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& =—2®+px,p <0 &= —a’ &= -2+ pr,p >0
x T x

asymptotisch asymptotisch instabil
stabil stabil

Abb. 3.10 Zur strukturellen Instabilitat der trivialen Ruhelage bei skalaren DGL vom

Typ & = —z3 unter Stérungen
—_—
uw<0 w>0

Abb. 3.11 Phasenportrait fiir die DGL (3.13)

Die Abbildung 3.12 b) zeigt das Phasenportrait von Gleichung (3.14). Fiir u = 0 erhalten
wir aus
dy _y

de ~ 23

die Losungen y(z) = ce /(7)) Dper Fixpunkt = = 0 ist fiir 4 < 0 ein stabiler Knoten.
Fiir g > 0 haben wir die drei Fixpunkte (0,0) und (£,/,0). Der Ursprung ist jetzt ein
Sattelpunkt und die Fixpunkte (£,/z,0) sind stabile Knoten.

Die Sattel-Knoten-, Transkritische- und Pitchfork-Bifurkation sind sicherlich die h&ufigs-
ten Typen von Bifurkationen, die in eindimensionalen Systemen auftreten kénnen. Hier
ist nur fiir gewisse Prototypen das Bifurkationsverhalten erklart worden. Diese Situa-
tionen lassen sich auch verallgemeinern und durch Bedingungen an die Ableitungen des
Vektorfeldes f(x,p) charakterisieren, so wie es im Fall der Sattel-Knoten-Bifurkation
beschrieben ist. Beispielsweise tritt die transkritische Bifurkation mit ihrem typischen
Bifurkationsdiagramm (siehe Abbildung 3.9) stets dann ein, wenn folgende Bedingungen
an f erfillt sind: f(0,u) = 0 fiir alle p € (=6,6), § > 0 und fz(0,0) = 0. Hieran
erkennt man sofort, dass es sich um ein anderes Verzweigungsproblem handelt als bei der
Sattel-Knoten-Bifurkation. Dort wurde f,,(0,0) # 0 vorausgesetzt (f(0, ) = 0 fiir alle
o verhindert dies). Des Weiteren wird fiir die transkritische Bifurkation fz,(0,0) # 0
und fz2(0,0) # 0 bendtigt. Unter diesen Voraussetzungen kann bis auf Homéomorphie
stets das Bifurkationsdiagramm aus Abbildung 3.9 nachgewiesen werden. Die stabilen
und instabilen Zweige sind lediglich eine Frage der Vorzeichen der Ableitungen. Auch
flir die Heugabel-Bifurkation ist eine solche Betrachtungsweise moglich. Es sei hier noch
einmal auf Aulbach (1997) verwiesen, wo diese verschiedenen Bifurkationsphédnomene

theoretisch vollstdndig ausgearbeitet sind.
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n<Oo

a) b)
Abb. 3.12 a) Superkritische Heugabel-Bifurkation & = ux — z3,

b) Zweidimensionale Heugabel-Bifurkation & = pz — z°, § = —y

In eindimensionalen Differenzialgleichungen kénnen auch noch andere Bifurkationsty-
pen als die drei beschriebenen auftreten. Falls f5(0,0) = ... = ;m‘l)(o,o) = 0 und
fgﬁm)(o7 0) # 0 gilt, dann spricht man von einem Fixpunkt der Vielfachheit m in = 0.
In diesem Fall kénnen hochstens m Fixpunkte zur Bifurkation des Ursprungs Anlass ge-
ben. In den Gleichungen (3.10) und (3.11) ist im Bifurkationspunkt p = 0 der Ursprung
x = 0 ein Fixpunkt der Vielfachheit zwei, in (3.13) von der Vielfachheit drei.

Wir haben in diesem Abschnitt skalare DGL der Form @ = f(z,u), u € R, stets auch
in Verbindung mit einer zweiten Gleichung der Form ¢ = —y betrachtet. Dadurch waren
u. a. die Charakterisierungen der Fixpunkte als Sattel, Knoten usw. verstiandlich. Wir
haben damit auch gleichzeitig einfachste Bifurkationsphdnomene von ebenen Systemen
kennengelernt. All diesen Systemen ist gemeinsam, dass am Bifurkationspunkt u = po die
Linearisierung f(xo, to) einen einfachen Nulleigenwert besitzt. Im néchsten Abschnitt
betrachten wir einen Typ von Bifurkation der auftritt, wenn die Linearisierung von f ein
einfaches Paar rein imagindrer Eigenwerte hat.

3.2.4 Die Hopf-Bifurkation

Allen bisher erwahnten Bifurkationsphdnomenen ist gemeinsam, dass die Eigenwerte der
Jacobi-Matrix im Gleichgewichtszustand reell sind. Der Fall konjugiert komplexer Eigen-
werte ist bisher nicht aufgetreten, obwohl er der Interessanteste ist. Er fiihrt zu einem
Klassiker unter den Verzweigungen — der Hopf-Bifurkation. Benannt nach dem Mathema-
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tiker Eberhard Hopf?, der diesen Verzweigungstyp 1942 fiir Systeme im R™ studierte. Die
Fixpunkte sind alle nicht hyperbolisch. Insofern handelt es sich um strukturell instabile
Systeme von DGL, die in Abhéngigkeit vom Parameter p ihr qualitatives Losungsver-
halten andern. Der Bifurkationstyp wird auch noch einmal im Abschnitt 4.3 behandelt.
Wir betrachten ein ebenes System

i=flx,u), z€QCR?® pekR, (3.15)

wobei die Matrix fz (o, o) ein Paar rein imaginérer Eigenwerte besitzt. Mit dieser For-
derung grenzen wir uns gegen die anderen drei Grundtypen von Bifurkationen aus dem
vorigen Abschnitt ab. Es ist zu vermuten, dass ein neues Bifurkationsphdnomen entsteht.
Zunéchst untersuchen wir die Fixpunkte von (3.15). Es mége (zo, uo) ein Fixpunkt von
(8.15) sein, d. h. es gilt f(zo,u0) = 0. Da die Linearisierung fu(zo, po) nur ein paar
rein imaginédrer Eigenwerte besitzt, garantiert der Satz iiber implizite Funktionen, dass
es fiir jedes p nahe po einen einzigen Fixpunkt x, nahe xo gibt. Falls die Eigenwerte
von fr(xu, 1) die imaginire Achse fiir p = po tiberqueren, dann werden sich die Dimen-
sionen von stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit von x,, dndern; ebenfalls die lokalen
Phasenportraits von (3.15).

Um die nachfolgenden Betrachtungen zu erleichtern nehmen wir einige Vereinfachungen
vor, die sich in konkreten Féllen leicht bewerkstelligen lassen. Wir setzen voraus, dass
die Schar der Ruhelagen z,, nur aus trivialen Ruhelagen besteht, d. h. dass der Stabi-
litdtswechsel beim Parameterwert Null stattfindet. Die parameterabhéngige Koeffizien-
tenmatrix der Linearisierung moge bereits in reeller Jordanscher Normalform vorliegen.
Dann kann man das folgende ebene autonome System der Form

(z) _ (a(u) —ﬁ(u)) (x) . (f(x,y,m) (3.16)
] Bp)  alw) ) \y 9(z, y, 1)

a(0)=0, B(0)#0, fgelC", n>4, (3.17)

mit

f und g enthalten keine linearen Terme in x und y, betrachten. Letzteres bedeutet:

f(anvﬂ) = fI(0707u) = fy(0707/1‘) =

9(0,0,11) = g2(0,0, 1) = g4(0,0,) = 0, (1€ (—€,8), e>0). (3.18)

3Eberhard Hopf (1902-1983), sterreichisch-amerikanischer Mathematiker, arbeitete auf dem Ge-
biet der elliptischen DGL, der Hydro- und Aerodynamik und der Ergodentheorie.
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Das Uberschreiten der imaginiren Achse durch das Eigenwertpaar a(yu) & i3(u) setzen
wir als ,transversal“ (d. h. die imaginare Achse wird tatsachlich {iberquert) voraus. Die
entsprechende Transversalitdtsbedingung lautet

a'(0) #0. (3.19)

Die Bedingungen, die an die Ableitungen von f gestellt werden miissen, sind im vorlie-
genden Fall von komplizierterer Natur. Der Ausdruck

% +As #£0  mit (3.20)
Az = fo2902 — f20920 + f11(f20 + fo2) — g11(g20 + go2),
As = f30 + fi2 + g21 + gos,
fis = 9'*7£(0,0,0) gy = 9"174(0,0,0)
(0z)"(9y)’ (0z)"(9y)?

sichert letztlich die Hopf-Bifurkation. Wir wollen unsere Ausfiihrungen nun prézisieren.

Satz 3.8 (Hopf-Bifurkation, E. Hopf 1942)

Das System (3.16) habe fiir alle g aus einem Intervall (—e,e) die triviale Losung und
bei p = 0 gelten die Voraussetzungen (3.17), (3.18) und (3.19). Gilt dariiber hinaus die
Ungleichung (3.20), dann gibt es eine Nullumgebung U(0) € R? und ein g9 > 0 mit
folgenden Eigenschaften:

i. Das System (3.16) besitzt in U X [—eo,e0] keine Ruhelagen auBer den trivialen
(0,0, 1), 1 € [—€0,€0].

ii. Fiir @’(0) > 0 sind die trivialen Ruhelagen fiir u € [—&0, 0) asymptotisch stabil und
fiir p € (0, 0] instabil. Im Fall o’(0) < 0 gelten umgekehrte Aussagen.

iii. Fiir p = 0 ist die triviale Losung asymptotisch stabil bzw. instabil, je nach dem ob
ﬁ + As negativ oder positiv ist.

iv. Fiir [,6%03 + Ag]O/(O) > 0 gibt es fiir jedes u € [0, 0] keine geschlossene Trajektorie
in U, wahrend es fiir jedes pu € [—&0, 0) genau eine geschlossene Trajektorie in U gibt.
Diese ist anziehend fiir o’(0) < 0 und abstoend fiir @’(0) > 0. Ein entsprechendes
Resultat gilt fiir den Fall [ 475 + As]a/(0) < 0.

Beweis: Die Idee besteht darin, dass System (3.16) in Polarkoordinaten zu transformie-

ren, was auf eine Gleichung der Form

f:a(M)T+F(T7g&,ﬂ)7 30:,8(/14)4-(;(7“,(,0,,[//)

fiihrt. Die Trajektorien dieses Systems lassen sich dann mit Hilfe der Phasendifferential-
gleichung

dr _ a(ur+ F(r,e, p) (3.21)

de — B(p) +G(r, e, 1)
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als Losungskurven dieser skalaren Differenzialgleichung schreiben. Alle Aussagen des
Satzes folgen dann aus der Gleichung (3.21). Man beachte, dass es sich bei diesem Satz
um zweigeteilte Voraussetzungen handelt. Der eine Teil betrifft den Linearteil des Sys-
tems mit den speziellen Annahmen {iber das Eigenwertpaar a(p) &+ i8(u), der andere
Teil bezieht sich auf die Nichtlinearitdten f und g, genauer auf bestimmte Terme zweiter
und dritter Ordnung der Taylor-Entwicklung. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis konsultiere
man Aulbach (1997), Satz 7.11.1. O

An einem Prototyp wollen wir das Hopfsche Resultat néher erlautern.

Beispiel 3.9
Wir betrachten das planare System

& = —y+a(p—a® -y’

_ . . (3.22)
Yy =c+yp—z°—y°).

Der Leser iiberlege sich, dass (3.22) als einzigen Fixpunkt (z(u),y(p)) = (0,0) fiir alle
u € R besitzt. Weiter gilt fiir die Linearisierung am Fixpunkt

no -1
Day f((0,0), 1) = (1 p ) : (3.23)

Die Eigenwerte von (3.23) lauten: A\12(u) := p £ 4. Fir p < 0 ist der Gleichge-
wichtszustand ein stabiler Fokus (ReA1,2(n) < 0), und fiir o > 0 ein instabiler Fokus
(ReA1,2(p) > 0). Man nennt einen Fokus auch noch Spiralpunkt. Er ist dadurch ge-
kennzeichnet, dass sich die Phasenkurven des DGL-Systems ¢ = Az, A € R?*? mit
wachsender Zeit in den Fixpunkt ,spiralen“ (stabiler Fokus). Ein instabiler Fokus ,spi-
ralt“ sich mit ¢ — —oo in den Fixpunkt. Fiir g = 0 besitzt (3.23) ein Paar rein imaginérer
Eigenwerte und man kann zeigen (siche Perko (1996), S. 142, Theorem 5 und S. 188),
dass der Ursprung entweder ein Zentrum oder ein Fokus des Systems (3.22) ist. Fiir den
Entwurf des Phasenportraits ist es geeigneter, das System (3.22) in Polarkoordinaten zu
betrachten. Das ist u. a. auch ein Grund, warum in (3.22) die Nichtlinearitét genau diese
Struktur hat. Fiithrt man die Transformation

z(t) =r(t)cosp(t), y(t)=r(t)sinp(t)
durch, dann ergibt sich das System
F=r(p—r1), ¢=1. (3.24)

Wir sehen, dass fiir 4 = 0 der Ursprung ein stabiler Fokus ist und fiir i > 0 ein stabiler
Grenzzyklus

Yu(t) = /i (cost,sint)”, € [0,2n]
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vorliegt (siehe Abbildung 3.13). Ein Grenzzyklus (engl.: limit cycle) ist eine geschlossene
Losungskurve im Phasenraum (bzw. Phasendiagramm) gegen die entweder alle Orbits,
die in unterschiedlichen Startpunkten beginnen, konvergieren oder auf der Trajektorie
beginnen und dort verbleiben. Entsprechendes gilt fiir wachsende negative Zeiten.

/
- o f

(t)

=

N
Y/

Abb. 3.13 Das Phasenportrait
p<0 p>0 fir das System (3.22)

Die Kurve v, (t) reprisentiert eine Familie von Grenzzyklen (Familienparameter p1) dieses
Systems. Das Bifurkationsdiagramm zeigt Abbildung 3.14. Die obere Kurve stellt eine
einparametrige Familie von Grenzzyklen v, dar, die eine Oberfliache im R? xR definieren.
Die Bifurkation des Grenzzyklus vom Ursprung tritt im Bifurkationswert g = 0 auf. Im
Bifurkationspunkt 1 = 0 tritt wieder ein Stabilitdtswechsel ein, welches unser friiheres

wBifurkationsprinzip “ bestatigt. |
x
Y
r
0 J @ a /\
V) V g
f T

0 I

Abb. 3.14 Das Bifurkationsdiagramm von (3.24) und die einparametrische Familie von Grenz-
zyklen v, die aus der Hopf-Bifurkation von (3.22) resultiert

Dieses Bifurkationsszenario wird Hopf-Bifurkation genannt. Man unterscheidet zwei Falle

von Hopf-Bifurkationen:

i. Die superkritische Hopf-Bifurkation geht im Bifurkationspunkt g = 0 von einem
stabilen Fokus in einen stabilen Grenzzyklus iiber, der Ursprung ist ein instabiler
Fokus.

ii. Die subkritische Hopf-Bifurkation geht am Bifurkationspunkt x4 = 0 von einem in-
stabilen Fokus in einen instabilen Grenzzyklus iiber; der Ursprung ist ein stabiler
Fokus (siehe Abbildung 3.15).
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Abb. 3.15 Bifurkationsdiagramm fiir Abb. 3.16 Bifurkationsdiagramm fiir
eine subkritische Hopf-Bifurkation das System (3.25)

Beispiel 3.10
Abhéngig vom Vektorfeld in (3.16) gibt es auch Systeme mit zwei Grenzzyklen. Betrachten

wir das System
F=r(p+ri—rt), o=1. (3.25)

Der Ursprung ist Fixpunkt fiir jedes p. Das System (3.25) durchlauft in g = 0 eine
superkritische Hopf-Bifurkation, d. h. der Fixpunkt £ = y = 0 ist stabil fiir 4 < 0 und
instabil fiir 4 > 0. Dann gibt es noch zwei weitere Fixpunkte:

1 1 1 1 1 1
=5y E e wz -t ma =3 e we o).

Das Hopf-Bifurkationsdiagramm ist in Abbildung 3.16 gezeichnet. Daraus lesen wir das
folgende Bifurkationsszenario ab: Fiir g > 0 ist die triviale Losung instabil, und es gibt
einen stabilen Grenzzyklus mit ,grofer“ Amplitude. (Mit dem Begriff ,groff“ wollen
wir uns gegeniiber der klassischen Hopf-Bifurkation in Abbildung 3.14 abgrenzen, wo
die Amplitude von Null auf nur kleine Werte wéchst.) Im Parameterwert p = 0 wird
ein weiterer Grenzzyklus, beginnend mit Amplitude Null geboren. Der Stabilitatswechsel
erfolgt in p = 0, und zwar so, dass jetzt die triviale Losung stabil ist, der Grenzzyklus
mit, der kleineren Amplitude instabil und der &uflere Grenzzyklus wieder stabil ist. Mit
fallendem p, u € (—i, 0) wachst die Amplitude des inneren Grenzzyklus an, bis beide
Grenzzyklen im Parameterwert g = — X zu einem Grenzzyklus verschmelzen und der fiir
o> —i verschwindet. Dabei bleibt fiir 4 < 0 die triviale Losung stets asymptotisch
stabil. In Abbildung 3.17 wird noch einmal im (g, z, y)-Diagramm (und auch im (z,y)-

Diagramm) das Bifurkationsszenario dargestellt. ]

In einem weiteren Beispiel soll u. a. das Bestehen eines Grenzzyklus fiir alle 1 € R gezeigt
werden. Auflerdem gibt es einen weiteren Grenzzyklus fiir alle p > —1.
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D)

T
Abb. 3.17 Anschauliche Darstellung der Hopf-Bifurkation fiir (3.25)
Beispiel 3.11
Wir betrachten das System

& = —y—z@+y? -1 +y? -1 p),

g = z-y@@®+y?-D@E*+y*—1-p)
oder in Polarkoordinaten

F=—r(? =1 =1—p), ¢ =1. (3.26)

Aus (3.26) liest man unmittelbar die beiden Grenzzyklen ab: r = 1 fiir alle 4 € R und
r = /14 p fir alle g > —1. In den (z,y)-Koordinaten wird der zweite Grenzzyklus
durch

(zo(t),yo0(t)) = (/1 + p cos(t), /1 + usin(t)) (3.27)

reprasentiert. Das Bifurkationsdiagramm ist in Abbildung 3.18 dargestellt. Es zeigt in
der (u,r)-Ebene die sogenannte transkritische Bifurkation, die im Bifurkationspunkt
i =0 (r = 1) auftritt. Die gestrichelten (durchgezogenen) Linien geben die Instabilitét
(Stabilitdt) der beiden Grenzzyklen an. Interessant ist, dass bei dieser Hopf-Bifurkation
als mogliches Bifurkationsszenario die transkritische Bifurkation vorliegt. |

3.2.5 Zusammenfassung der Bifurkationstypen

In skalaren einparametrigen Differenzialgleichungen der Form & = f(x, u) konnen in der
Néahe von Gleichgewichtzustédnden verschiedene Typen von Bifurkationen auftreten. Den
ersten drei in Abschnitt 3.2 genannten Typen ist eine verschwindende erste Ableitung
(bzgl. x) der rechten Seite f(x,p) am kritischen Punkt gemeinsam. Die transkritische,
Sattel-Knoten- und Heugabel-Bifurkation kann jeweils durch eine Normalform charakte-
risiert werden. Erst durch Voraussetzungen an die Terme hoherer Ordnung stellen sich
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Abb. 3.18 a) Phasenkurven und Grenzzyklen, b) Bifurkationsdiagramm

die entsprechenden Bifurkationszustande ein. Das Verhalten von Lage und Stabilitét der
Gleichgewichtszustéande in der Nahe des Bifurkationspunktes kann kurz wie folgt charak-
terisiert werden.

Sattel-Knoten Bifurkation

Ein stabiler und ein instabiler Gleichgewichtszustand bewegen sich aufeinander zu, ver-
schmelzen und verschwinden bzw. entstehen im Bifurkationspunkt neu und entfernen
sich wieder voneinander.

Transkritische Bifurkation
Ein stabiler und ein instabiler Gleichgewichtszustand bewegen sich aufeinander zu und
im Bifurkationspunkt erfolgt ein Stabilitatsaustausch; anschlieBend entfernen sich die

Gleichgewichtszustdnde voneinander.

Pitchfork-Bifurkation

Ein stabiler Gleichgewichtszustand behélt seine Lage, verdndert im Bifurkationspunkt
jedoch sein Stabilitdtsverhalten; zusatzlich entstehen bzw. verschwinden zwei Gleichge-
wichtszustdnde derselben Stabilitét.

Hopf-Bifurkation:

Bei den vorangegangenen Bifurkationstypen kam der Stabilitdtswechsel dadurch zustan-
de, dass der parameterabhéngige Koeffizient des Linearteils einer skalaren DGL das Vor-
zeichen wechselte. Hier betrachten wir ebene autonome Systeme mit der Eigenschaft,
dass die Koeffizientenmatrix der Linearisierung ein Paar konjugiert komplexer Eigenwer-
te besitzt, das bei der Anderung des Parameters die imaginire Achse iiberquert. Beim
Durchgang der Eigenwerte durch die imaginére Achse wird ein Stabilitdtswechsel im Ur-
sprung vollzogen. Der Fixpunkt ist ein Fokus und beim Ubergang vom stabilen zum
instabilen Fokus wird ein periodischer Orbit (Grenzzyklus) ,,geboren. Dadurch entsteht

ein komplett neues Bifurkationsszenario.
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Weiterhin existieren abgewandelte Bifurkationen, die aus einer Kombination der beschrie-
benen Arten bestehen. Die genaue Kenntnis dieser Bifurkationsphanomene ist z. B. fiir
die Synthese und den Entwurfsprozess von Schaltungen bei vorgegebenem Bifurkations-
verhalten wichtig. Die Struktursynthese fiihrt iiber die Simulation des dynamischen Ver-
haltens zum Strukturbild und dem Schaltungsaufbau fiir diese Bifurkationsarten. Einen
ersten schonen Ansatz zu diesen moglichen Schaltungsaufbauten findet man in der Dis-
sertation von Mohr (2001).

3.3 Aufgaben

Aufgabe 3.1
Beweisen Sie, dass in Beispiel 3.3 die Hohenlinien von F(x,y) = c¢ (siehe Gleichung (3.6))
geschlossen sind.

Aufgabe 3.2
Gegeben sei das konkrete Rauber-Beute-Modell (siehe Beispiel 3.3) der Form

t=A-yz y=(r-3y.

Untersuchen Sie die Fixpunkte auf Stabilitit, geben Sie eine Losung an und skizzieren
Sie das Phasenportrait.

Aufgabe 3.3

Skizzieren Sie fiir das System (3.7) das Phasenportrait in der Ndhe der Fixpunkte. Kann
zur Untersuchung des Systems (3.7) der Satz von Hartman und Grobman (Satz 2.54)
heran gezogen werden?

Aufgabe 3.4

Fiir das System (3.8) in Beispiel 3.5 lautet fir 4 = 0 die Hamiltonfunktion H(z,y) :=
1y? —2%) + %4. Fiir welche ¢ € R sind die Hohenlinien {(z,y) € R* | H(x,y) = c}
geschlossene Orbits.

Aufgabe 3.5
Skizzieren Sie die Phasenportraits der zu den skalaren DGL

U = pt + vu, wveR
gehorigen ebenen autonomen Systeme.

Aufgabe 3.6
Skizzieren Sie das Phasenportrait des ebenen autonomen Systems

abzccy—mg, g =0.
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Interpretieren Sie das Ergebnis im Hinblick auf die parameterabhéngige Gleichung

a'c:,ux—a:B, neR.

Aufgabe 3.7
Erstellen Sie das von einem reellen Parameter p abhingige Phasenportrait des zu der
Differenzialgleichung 2. Ordnung

. 3
T=pur—2x

gehorigen Systems 1. Ordnung.

Aufgabe 3.8

Bestimmen Sie fiir die von dem reellen Parameter p abhéngige skalare DGL
T=—-x+ ,u:r3

alle nichttrivialen Ruhelagen. In Abhéngigkeit von dem Parameter p € R bestimme man
die eindimensionalen Phasenportraits und zeichne diese in ein z, u-Koordinatensystem.
Kennzeichnen Sie die Einzugsgebiete in Bezug auf die jeweilige Ruhelage (Fixpunkt).

Aufgabe 3.9
Gegeben sei eine parameterabhangige skalare DGL

&= f(z,pn), peR

mit einer C*-Funktion f : R? — R. Die DGL besitze eine differenzierbare Schar (g(u), 1),
i € (—&,¢) von Ruhelagen und es gelte f(g(0),0) # 0. Zeigen Sie, dass damit fiir jeden
(betragsméBig) hinreichend kleinen Parameterwert p die Stabilitéat der Ruhelage g(u)
festgelegt ist.

Aufgabe 3.10
Gegeben sei eine von zwei Parametern g und v abhéngige DGL

&=p(l+z)+(u+v)z®, prveR

Zeigen Sie, dass fiir jedes feste v # 0 bei (x, ) = (0,0) eine Sattel-Knoten-Bifurkation
auftritt und skizzieren Sie das jeweilige Phasenportrait. Welcher Verzweigungstyp liegt
fiir v = 0 vor?

Aufgabe 3.11
Gegeben sie die von zwei Parametern p und v abhangige DGL
i =px+ (p+v)e +2°, pvekR

Zeigen Sie, dass fir jeden festen Wert v # 0 bei (z,u) = (0,0) eine transkritische
Bifurkation oder eine Pitchfork-Bifurkation vorliegt und skizzieren Sie das jeweilige Pha-
senportrait.
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Aufgabe 3.12
Zeigen Sie, dass in dem System

@ =psinz 4+ ycosz —z® 4+ ay®, ¢ =sin(uy — x) + =2V

beim Parameterwert 4 = 0 im Koordinatenursprung eine Hopf-Bifurkation stattfindet.
Welches Stabilitatsverhalten zeigt der Grenzzyklus?

Aufgabe 3.13
Gegeben sei eine skalare DGL 2. Ordnung der Form

&=pxr—zx+h(z,z,u), peR.

Stellen Sie mit Hilfe des Satzes 3.8 von Hopf eine Bedingung an die Funktion h auf, die
fiir betragsmafBig kleine Werte des Parameters p nichtkonstante periodische Lésungen
dieser DGL liefert.

Aufgabe 3.14
Gegeben sei die skalare DGL 2. Ordnung

i=d(p—z*)—2z, pekR

Untersuchen Sie, ob die DGL fiir betragsmifig kleine Werte des Parameters p nichtkon-
stante periodische Losungen liefert.
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Mit dem Begriftf Bifurkation werden Phéanomene beschrieben, die bei nichtlinearen, para-
meterabhéngigen Gleichungssystemen bzw. nichtlinearen DGL-Systemen auftreten. Falls
die Systemparameter gedndert werden, kann fiir einen bestimmten Parameterwert ein
plotzlicher Wechsel der Losungsstruktur auftreten. Dann sprechen wir von Bifurkation.
Neben der analytischen Bifurkationstheorie gibt es auch die topologische Bifurkations-
theorie. Beide Theorien unterscheiden sich jedoch lediglich durch ihre Untersuchungs-
methoden — analytische Techniken bzw. Abbildungsgrad-Techniken — nicht durch den
Gegenstand an sich. In diesem Kapitel werden (anders als in Kapitel 3) zwei verschiede-
ne Aspekte diskutiert.

Statische Bifurkationstheorie beschaftigt sich mit dem Wechsel der Struktur der Nullstel-
len in parameterabhéingigen Gleichungen bei Anderung des Parameters. Der Parameter
kann dem R™ oder auch einem Funktionenraum entnommen sein und die entwickelten
Methoden arbeiten konstruktiv — ein Vorteil der analytischen Bifurkationsmethoden. Ei-
ne unmittelbare Anwendung fiir die statische Theorie sind die Differenzialgleichungen.
Die Gleichgewichtslosungen (Fixpunkte) eines DGL-Systems sind genau die Nullstellen
des Vektorfeldes.

Dynamische Bifurkationstheorie beschéftigt sich mit der Anderung des Losungsverhal-
tens eines DGL-Systems, wenn der Parameter in dem Vektorfeld variiert. Diese Theorie
ist eng mit dem Wechsel des qualitativen Verhaltens von Systemen und dem Wechsel
ihres Stabilitatsverhaltens verkniipft. Betrachtet man z. B. eine Fliissigkeit, die um eine
Achse rotiert, dann bricht bei entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten die existierende
Gleichgewichtsform in neue Formen auf. Ein anderes Beispiel fiir ein Bifurkationspro-
blem ist die Bestimmung der kritischen Kraft bei der Deformation von Stidben, Platten
und Schalen. Des Weiteren wird die Theorie auf verschiedene Probleme der nichtlinea-

B. Marx, W. Vogt, Dynamische Systeme,
DOI 10.1007/978-3-8274-2448-8 4, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2011
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ren Schwingungen angewendet. Solche Schwingungen spielen eine grundlegende Rolle in
elektrischen Schwingkreisen, mechanischen Systemen (d. h. Motoren, Maschinen, Staben
und Platten), in biologischen Systemen usw. Eine Vielzahl von diesen kénnen nicht durch
lineare Systeme beschrieben werden. Wiirde man dies durch geeignete (vereinfachende)
Modellannahmen erzwingen, so konnte man solche typischen Phénomene wie Grenzzy-
klen (siehe Beispiele 3.9 und 4.20) mit diesen linearen Modellen nicht nachweisen. In
Abschnitt 4.3 wird ein abstraktes Hopf-Bifurkationstheorem bewiesen (siehe Satz 4.29),
welches wesentlich allgemeiner als Satz 3.8 ist. Weitere interessante Modellprobleme zu
nichtlinearen Schwingungen werden in den Kapiteln 6 und 7 untersucht.

4.1 Bifurkationsgleichung von Ljapunov-Schmidt

An der einfachen Gleichung
F:R*> >R, F(z,p)=z"-p=0 (z,n €R)

tritt bereits Losungsbifurkation am Punkt (z,u) = (0,0) ein. Fir p < 0 besitzt die
Gleichung keine reelle Losung, wiahrend fiir p > 0 die Gleichung zwei reelle Losungen
besitzt.

Fiir DGL-Systeme kann man ebenfalls Bifurkation in Bezug auf die qualitative Anderung

des Phasenportraits an einem bestimmten Parameterwert feststellen. Betrachtet man das
DGL-System

i=A(p)r mit A(u) e R**? zecR? peR (4.1)

dann hingen die beiden Eigenwerte stetig von g ab. Nimmt man einmal an, dass die
Eigenwerte A(p) = a(p) £ ¢6(p) bei p = 0 die imagindre Achse tiberschreiten, dann
fiihrt dies zu einem Stabilitatswechsel des Gleichgewichtspunkts x = 0: Z. B. von einem
stabilen Spiralpunkt (Re a(p) < 0) zu einem Zentrum (Re a(p) = 0) und dann zu einem
instabilen Spiralpunkt (Rea(p) > 0). Das System (4.1) wechselt also sein qualitatives
Verhalten, wenn p von Werten 4 < 0 tber p =0 zu g > 0 variiert und dabei die
Eigenwerte A\(u) die imaginire Achse iiberqueren.

Dies fithrt zu der Beobachtung: Ein Stabilitatswechsel kann dadurch verursacht werden,
dass durch dufere Einfliisse die strukturelle Stabilitit gestort wird. Die alten Strukturen
verlieren ihre Stabilitdt und werden durch neue ersetzt.
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4.1.1 Herleitung einer Bifurkationsgleichung
Betrachtet wird die reelle Gleichung

F:R*> >R, F(z,u)=0, (x,n € R) (4.2)
mit F(zo,po) = 0, Fu(zo,po) # 0 und F ist eine C*-Abbildung in einer Umgebung
von (zo, po). Nach dem impliziten Funktionentheorem (siehe Satz 1.80) kann man (4.2)

eindeutig nach x in einer Umgebung von po auflésen. Es geht also genau eine Losungs-
kurve durch (zo, po) (sieche Abbildung 4.1 a)). Eine andere Situation in der Umgebung

ol /./ zol 7<

Li() K Ko K
Abb. 4.1 a) Eindeutige Lésung durch (po,z0), b) Bifurkationspunkt (uo, o)

eines Punktes po ist in Abbildung 4.1 b) dargestellt. Dieses Lésungsphéanomen kann bei
Gleichungen (4.2) auftreten, fiir die F; (o, no) = 0 ist. Ein einfaches Beispiel liefert die
Gleichung F(z, 1) == (4 — po)* + (x — 0)? = 0.

Eine entsprechende Situation liegt vor, wenn F' auf Banach-Raumen erklart ist. Hierbei
ist p die Parametervariable und « bezeichnet den Zustand des Systems.

Zunachst wird geklart, was man unter einem Bifurkationspunkt versteht. Betrachtet wird
die Gleichung

F:XxK" =Y, F(z,0)=0 mit z€ X, peK™ meN, (4.3)
wobei X und Y Banach-Raume sind.

Definition 4.1 (Bifurkationspunkt)
Sei X ein Banach-Raum iiber K (= R, C).
1. Der Punkt (zo, o) € X x K™ heifit Bifurkationspunkt von (4.3), falls

i' F(anMO) = 07
ii. Zwei Folgen (xn, in), (Yn,pn) C X X K™ (2, # yn fir alle n € N) existieren, die
Losungen der Gleichung (4.3) sind und mit n — oo gegen (zo, o) konvergieren.
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2. Der Punkt po € K™ heifit Bifurkationspunkt von (4.3), falls die Gleichung fur alle p
stets die triviale Losung = 0 besitzt, d. h. es gilt F(0, u) = 0 fiir alle x € R™, und vom
Punkt (0, uo) mindestens eine (nichttriviale) Losung z # 0 abzweigt (siehe Abbildung
42).

Letzteres kann auch noch so formuliert werden: o heiffit Bifurkationspunkt von F' = 0,
falls es eine Folge (zn,pn) € X X R mit 2, # 0 und F(zn,un) = 0 gibt, so dass
(Tns pn) — (0, po) gilt.

In den Anwendungen werden die Parameter p € R™ die Rolle einer Kraft, Druck
oder/und Temperatur usw. spielen. Selbstverstiandlich kann der Parameter auch aus ei-
nem abstrakten Parameterraum P (P Banach-Raum) entnommen sein. An der Definition
4.1 andert sich deshalb nichts.

Haufig liegt fiir Gleichungen vom Typ (4.3) mit der Linearisierung Fy(xo, po) folgende
Situation vor: Die Gleichung F(z,u) = 0 hat fiir jedes p die triviale Losung = = 0.
Dariiber hinaus kénnen an Punkten pu1, pa, .. ., fir die

dimker(F5 (0, u3)) > 1

ist, nichttriviale Losungen von der trivialen Losung z = 0 abzweigen. Im Diagramm
(sieche Abbildung 4.2) kénnte das folgendes Aussehen hervorrufen. Jene Punkte (0, z;)

X

Y olcle,

Abb. 4.2 So kann ein Bifurkationsdiagramm aussehen

in Abbildung 4.2, in denen nichttriviale Losungen von der trivialen Lésung abzweigen,
nennt man Bifurkationspunkte.

Wenn man sich mit Bifurkationsproblemen in unendlichdimensionalen Banach-Raumen
beschéftigt, wird folgende Strategie verfolgt. Man verwendet Projektionsmethoden — je
nach Problemstellung von E. Schmidt' oder A. M. Ljapunov® — um das Problem auf eine

!Erhard Schmidt (1876-1959), deutscher Mathematiker, promovierte 1905 bei David Hilbert.
Zusammen mit David Hilbert wird er als einer der Begriinder der modernen abstrakten Funktional-
analysis angesehen. Er lieferte u. a. wesentliche Beitrége zur Theorie der Integralgleichungen.

2Alexander Michailowitsch Ljapunov (1857-1918), russischer Mathematiker. Er leistete grundle-
gende Beitrage zur Potentialtheorie, der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten,
der Stabilitatstheorie gewohnlicher Differenzialgleichungen, sowie zur Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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endlichdimensionale nichtlineare Gleichung mit endlich vielen reellen oder komplexen
Variablen zu reduzieren. Eine solche Gleichung nennt man Bifurkationsgleichung (siehe
(4.11)). Um zu erkennen, ob es sich um ein Bifurkationsproblem handelt, wird zunéchst
eine notwendige Bifurkationsbedingung abgeleitet.

Lemma 4.2 (Notwendige Bifurkationsbedingung)

Es seien X und Y Banach-Riume iiber K und F : U(xo, o) C X x K™ — Y eine C*-
Abbildung in einer Umgebung (xo, po). Falls (xo, po) ein Bifurkationspunkt der Gleichung
(4.3) ist, dann ist der lineare stetige Operator Fy(xo,po) € L(X,Y) nicht invertierbar.

Beweis: Nimmt man an, dass F,(xo, o) invertierbar (auf V') ist, dann gibt es nach dem
Satz 1.80 iiber implizite Funktionen eine eindeutig bestimmte Losung x = z*(u) auf
U(po) im Widerspruch dazu, dass es in U(uo) zu (urn) C U(uo) zwei Folgen (1), (yn)
mit xp, # yy, fiir alle n € N und zn, yn — xo gibt, sofern pu, — o strebt. (Il

Die Bedingung ,,F; (zo, ,uo)_l existiert nicht auf Y “ ist nicht hinreichend fiir das Vorlie-
gen eines Bifurkationspunktes, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 4.3
Es seien X = R? und # = (x1,22). Dann ist der Punkt po = 1, 1 = 22 = 0 kein
Bifurkationspunkt fiir die Gleichung

3
1 — p(r1 — 2 0
z2 — (T2 + 27) 0
obwohl F,(0,0,1)"" nicht existiert. Es ist nimlich F,(0,0,1) = (39) und somit
F»(0,0, 1) nicht invertierbar. Die Multiplikation der ersten Zeile mit x2 und der zweiten

Zeile mit —z1 und anschlieBender Addition liefert p(zf +z3) =0, d. h. 21 = x> = 0 fiir
w # 0. Die Gleichung F' = 0 besitzt fiir alle p € R nur die triviale Losung. |

Ein interessanter Fall tritt ein, wenn X =Y und F : X x K — X die Darstellung
F(x,p) =2 — p(Ax + G(x)) (Ae L(X,X), GeC'(X, X)) (4.4)
hat. In diesem Fall ist Fi (zo, po) = I —po(A+G'(z0)) und man kann folgendes beweisen:

Korollar 4.4

Gegeben sei das nichtlineare Eigenwertproblem
z = p(Az + G(x)), reX,pekK (4.5)

mit A : X — X als linearen kompakten Operator auf dem Banach-Raum X (iber K) und
G:U(0) C X — X, definiert auf einer Umgebung von Null in X mit ||G(z)|/||z|| — O
fir ||z|| — 0. Falls (0, po) (po # 0) ein Bifurkationspunkt von (4.5) ist, dann ist po eine
charakteristische Zahl fir das linearisierte Problem x = poAx.
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Es ist also 1/u0 ein Eigenwert von A und gehort somit zum Spektrum o (A). Der einfache
Beweis wird in der Aufgabe 4.6 abgefragt. |

Es kann Punkte p geben, die zum Spektrum von A gehoren, jedoch keine Bifurkations-
punkte von F' = 0 sind, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.5
Esseien X =Y =R? p e R, u#0,

A:=1 und G:X — X mit G(z,y) = (y°, —z*)T

gegeben. Die Gleichung F(z,y, ) = (z,9)T — p(I(z,)T + G(z,y)) = 0 hat keine
Bifurkationspunkte, obwohl po = 1 ein Eigenwert von A ist. Aus Az = z + y> und
Ay =y — x> (\:=1/p) folgt, dass z* + y* = 0 und folglich x = y = 0 einzige Losung
von F' = 0 ist. |

Wir stellen nun die allgemeine Prozedur von Ljapunov und Schmidt vor, die zur Gewin-
nung einer Bifurkationsgleichung fithrt. Beide Vorgehensweisen stellen ein grundlegendes
Werkzeug zum Auffinden von Losungen nichtlinearer Gleichungen dar. Das Ziel besteht
darin, die Losung eines Bifurkationsproblems in unendlichdimensionalen Banach-Raumen
auf die Losung von endlich vielen Gleichungen mit endlich vielen reellen (oder komple-
xen) Variablen zu reduzieren. Diese Gleichungen enthalten quantitativ alle Losungen,
die auch die Ausgangsgleichung besitzt und werden deshalb auch Bifurkationsgleichun-
gen genannt.

Die von E. Schmidt hergeleitete Bifurkationsgleichung wird mittels Schmidt-Operator
erzeugt und ist auf den Spezialfall ind F (0, po) = 0 ausgerichtet, wihrend die Variante
von A. Ljapunov auch auf den allgemeinen Fall ind F3 (0, o) = n (n € Z) anwendbar ist
(siehe Zeidler (1986), Abschnitt 8.6).

Satz 4.6 (Ljapunov-Schmidt Bifurkationsgleichung)

Es seien X und Y Banach-Raume iiber K (= R oder C) und F : U(0, uo) C X x K =Y
eine C*-Abbildung mit & > 1 und F(0, o) = 0. Weiter sei T' := F (0, uo) ein Fredholm-
Operator vom Index r und dimker(7) = n > 1, d. h. Tz = 0 hat n linear unabhéan-
gige Losungen z1,...,xn. Dann ist das Bestimmen der Losungen (z, ) der Gleichung
F(z,p) = 0 in einer hinreichend kleinen Umgebung um (0, o) dquivalent zu dem Losen
der Bifurkationsgleichung. Diese besteht aus n — r nichtlinearen C*-Gleichungen in n+ 1
Variablen tiber K (siehe (4.11)). Falls F analytisch in einer Umgebung von (0, uo) ist,
dann ist der Operator, der die Bifurkationsgleichung (4.11) definiert, ebenfalls analytisch
um (0, uo).

Weitere Ausfithrungen zu diesem Satz findet man in Wainberg und Trenogin (1973).

Hinzu kommen in diesem Buch umfangreiche Aussagen iiber Lésungsmethoden der Bi-
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furkationsgleichung. Wir wenden uns nun dem Beweis zu.

Die Methode von Ljapunov: Projektionsmethode

Es seien F € C%(X x R,Y), X,Y Banach-Riume und es gelte F(0, o) = 0. Gemif
Satz 4.2 ist die Stelle (0, u0), fiir die Fi(0, o) nicht invertierbar ist, moglicher Bifurka-
tionspunkt von F' = 0. Wir setzen

T := F,(0,p0) € L(X,Y), Xy:=ker(T)C X, Yi:=R(T)CY. (4.6)

Da T ein Fredholm-Operator ist, kann man die Rdume X und Y in topologisch direkte
Summen zerlegen.

a. X2 mit dimker(7) = n hat ein topologisch direktes Komplement X; in X.

Dies bedeutet, dass ein abgeschlossener Teilraum X; von X existiert, so dass X =
X1 6@ X2 und jedes x € X in der Form

r=u+z, u€Xi, z€ Xo
geschrieben werden kann. Vom Wertevorrat R(T") = Y1 wissen wir Folgendes:

b. R(T) ist abgeschlossen und hat ein topologisches Komplement Y2 in Y mit endlicher
Dimension.

Dies bedeutet, dass wegen Y = Y1 @ Y2 jedes y € Y in der Form
y=v+w, vEY, weEYs

dargestellt werden kann.
Nun kann man Projektionsoperatoren (siehe Seite 34) einfiithren, die auf die endlichdi-
mensionalen Unterrdume X2 und Y2 projizieren:

P:X — X, P(X):=ker(T), Q:Y =Y, I-Q)Y):=RT). (47

Um die Projektoren explizit angeben zu konnen, statten wir die Unterrdume X und Ya
mit Basen aus. Es bilden die z1,...,z, € X und die g7, ..., gr, € Y™ jeweils eine Basis
in ker(T") und ker(T™). Dazu gibt es Funktionale f;" € X* und Elemente y; € Y, so dass
{ff zi} (i=1,...,n) und {g;,y;} (j =1,...,m) biorthogonale Systeme bilden (siche
Satz 1.36). Die Elemente y; € Y (j = 1,...,m) sind eine Basis in dem Unterraum Y5.
Nun kann eine Darstellung fiir die Projektionsoperatoren explizit angegeben werden:

m

Pz:=) (ff,w)xi € X2,  Qy:=) (g;,y)y; € Yo. (4.8)

i=1 j=1

Die Idee von Ljapunov besteht nun darin, die Gleichung

F(x,pu) =0
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dquivalent in das System von Gleichungen

(1= Q)F(u+2p) =0, (49)
QF(u+21) =0, (4.10)

wobei v := (I — P)x und z := Px sind, zu iiberfithren. Wegen der eindeutigen Zerlegung
eines Elementes y € Y in v € R(I — Q) und w € R(Q) ist die Zerlegung der Gleichung
F =01in (4.9) und (4.10) ebenfalls eindeutig. Die Gleichung (4.9) kann nach u = (2, u)

in der Néhe von (0, o) mit Hilfe des impliziten Funktionentheorems aufgelést werden.
Wir setzen dann diese Losung in (4.10) ein und erhalten die Bifurkationsgleichung

QF(v(z,1) + 2,1) = 0. (4.11)

Falls z = ¢(u) eine Losung von (4.11) ist, dann ist

z =y(p(n), n) + (1)

eine Losung von F'(z, ) = 0. Man beachte, dass (4.11) aus dim(Q(Y"))-Gleichungen und
(dim(P(X)) + 1)-Variablen besteht.

Wir zeigen nun, dass (4.9) mittels impliziten Funktionentheorems nach u aufgelst werden
kann. Zu diesem Zweck betrachten wir die Gleichung

Glu,z, 1) =T —-Q)F(u+z,u) =0 wobei G:X; x XoxK— Y. (4.12)
Mit den eingefiihrten Projektoren P und @ ist nun

Xi=({I-P)(X), Xo=PX)=ker(T) und Yi=({-Q)Y).
Wir machen von der Tatsache Gebrauch, dass die Einschrankung

Fr(0,p0) : X1 — Y1 Bezeichnung;: T .= Fz(0, po)| x,

ein linearer, stetiger und bijektiver Operator ist. Man nennt T~ auch Pseudoresolvente.
Die Abbildung G erfiillt die Bedingung G(0,0, po) = 0 und hat in Bezug auf die Linea-
risierung nach u die Gestalt G (0,0, uo) = T. Man beachte, dass (I - Q)f = T gilt.
Somit ist G (0,0, o) € L(X1,Y1) bijektiv und das implizite Funktionentheorem liefert
die eindeutige Auflésung der Gleichung (4.12) nach u in einer Umgebung von (0, 0, 10).
Zur Gewinnung von Losungen der Bifurkationsgleichung ist es niitzlich, folgende aquiva-
lente Umformung zu machen:

w=T""I - Q)[Fu(0, n0)u — F(u+ 2 p)]. (4.13)

Die Umformung wird sofort klar, wenn man beachtet, dass QFz (0, po)u = 0. Ist F eine
Ck-Abbildung mit & > 1 auf einer Umgebung von (0, u0) € X x R, dann erhalten
wir C*-Losungen u = ~v(z, ) auf einer Umgebung (0, o) € X2 x R mittels impliziten
Funktionentheorems durch sukzessive Approximation:

U1 =T (I = Q)[Fe(0, po)tn — Flun 4+ 2,1)], (n=0,1,...).
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mit dem Startpunkt uo = 0. Falls F" analytisch in (0, po) ist, dann erhélt man die Losung
~ auch als analytische Funktion in z und g. Wir kénnen fiir z € X2 setzen

Z2:=81T1+ 4+ SnTn.-

Benutzen wir noch die explizite Darstellung von @ in (4.8), dann erhalten wir die Bifur-
kationsgleichung (4.11) in der dquivalenten Form

(g7, F(y(z,p) +2,1)) =0, j=1- m (4.14)
Dies sind (n — r)—Gleichungen fiir die (n + 1) Unbekannten si1,---,sn, p € K. Da
QF%(0, uo) = 0, priift man leicht nach, dass keine Terme auftreten konnen, die linear in
den Variablen s1,-- -, sn sind. Dies verkompliziert das Losen der Bifurkationsgleichung
im allgemeinen Fall enorm. v

Die Methode von Schmidt: Schmidt-Operator

In den Anwendungen hat man es haufig mit dem Fall zu tun, dass T ein Fredholm-
Operator mit ind(7T) = 0 ist. Zur Herleitung einer Bifurkationsgleichung fiir diesem
Fall ist die von E. Schmidt gewahlte Variante zu empfehlen. Die Besonderheit besteht
in der Wahl des so genannten Schmidt-Operators S, dessen stetige Inverse auf ganz
Y definiert ist (im Gegensatz zur Pseudoresolvente bei Ljapunov). Wir betrachten das
Bifurkationsproblem

Fz,p) =0, FO,u)=0, FeCMXxKY), k>2 pnek (4.15)
zusammen mit dem linearisierten Problem

Fo(0, o)z =0, z€ X. (4.16)

Der Operator F kann auch analytisch in einer Umgebung von (0, o) sein. Im Hinblick auf
die Beispiele ist der Parameter eindimensional (siehe Zeidler (1986) fiir eine ausfiihrliche
Darstellung). Den Beweis haben wir wegen der besseren Ubersichtlichkeit in mehrere
Schritte unterteilt.

1. Schritt: Wir setzen wieder T := F (0, uo). Nach Voraussetzung ist dim ker(T) = n.
Es sei {z1,...,zn} eine Basis in ker(T) und {g7,...,gn} eine Basis in ker(T™). Dass
die Dimension der Nullrdume von T und T gleich sind, folgt unmittelbar aus Satz 1.53,
wenn man beachtet, dass ind(7T") = 0 vorausgesetzt wurde. Somit kénnen wieder zwei
biorthogonale Systeme aufgebaut werden (siehe Satz 1.36):

(fi*,a:j> = §;; und <gf,yj) =di5, 4,7 =1,...,n. (4.17)

Diey;, i =1,...,n, bilden eine Basis in Y2. Nun kann der Schmidt-Operator S eingefiihrt
werden:

Sz =Tz + ZU:’ x)yi. (4.18)

=1
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Der Operator S € L(X,Y) besitzt eine lineare stetige Inverse S™! € £(Y, X). Die Bi-
jektivitdt von S wird dadurch ,hergestellt“, dass die dem Wertevorrat von T' fehlenden
Dimensionen (in Bezug auf den Raum Y) durch den Term )" (f{, z)y; wieder hinzu-
gefiigt werden. Somit ist die Surjektivitdt klar. Die Injektivitdt sieht man so. Aus Sx =0

folgt zundchst Tx = — " | (f, z)y; und daraus
0= (T"gj,x) = (9;,Tx) = — E (i 2){95 vi)
~———
=0

_Z fz7 ]’L_ <f;,$>, j=1,...,n.

Weiter folgt aus (4.18) wegen (f;,z) = O, j=1,...,nauch Tx =0, d. h. z € ker(T)
und somit die Darstellung z = Y7 | oz mit a; € K. Aus (f},z) = 0 folgt jedoch
(fi x) =3 oui(ff,wi) = =0, j =1,...,n, was sofort x = 0 nach sich zieht.
Betrachtet man den additiven Anteil in (4.18) also Uz := )" | (f/, 2)y:, so handelt es
sich hierbei um einen endlichdimensionalen linearen Operator (d. h. einen Operator mit
endlichem Wertebereich), der kompakt ist. Nach dem Satz 1.53, ist dann S wieder ein
Fredholm-Operator mit Index Null. Nach der Aussage i. des gleichen Satzes ist wegen
ker(S) = {0} dann S™' € L(Y, X). Aus Sz; = y; ergibt sich nun auch noch z; =
STy, i=1,...,n

2. Schritt: Mit Hilfe des Schmidtschen Operators (4.18) kann die Gleichung (4.15) wie
folgt umgeformt werden:

0 = F(z, 1) = T+ Fz, p) —
Der Operator T' = F3(0, po) wird geméf (4.18) durch S ersetzt und man erhélt

n

0==Sz— Y siyi+ F(z,p) = Fo(0, o)z (4.19)

=1

mit s; := (f,x), i = 1,...,n. Lost man (4.19) nach Sz auf und beachtet man, das S

invertierbar ist und auBerdem z; = S™'y;, j = 1,...,n gilt, dann ergibt sich
v=)  siwi+ 8 [Fa(0, po)a — F(x, )] (4.20)
i=1
={fi,x), i=1,...,n. (4.21)

Dieses Gleichungssystem ist dquivalent zu (4.15).

3. Schritt: Die Gleichung (4.20) kann nach z in Abhéngigkeit von p und si,...sp
aufgelost werden (Idee von E. Schmidt). Man schreibt dazu (4.20) als Operatorgleichung
in der Form

G : XxK"xK—- X, G(z,81,...,8n,14) =

(4.22)
G(.T, 81,4, Sn?u‘) =T Z;L:l Sili — S_l[Fx(OaMO):C - F(%M)] :
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Es ist G(0,0,...,0,u0) = 0 und G ist von derselben Regularitatsklasse wie F. Des
Weiteren ist Gz(0,0,...,0,u0) = I und das implizite Funktionentheorem liefert die
Aussage, dass (4.20) bzw. (4.22) in einer Umgebung von s := (s1,...,8n) = 0, 4 = o
genau eine Losung besitzt.

Im Fall, dass F analytisch in einer Umgebung von (z,u) = (0, o) ist, lasst sich die
Losung in Form einer Potenzreihe mit banachraumwertigen Koeffizienten prasentieren:

B(i5) = Y Trgkyka (18— 10)" ST SR Tk, € X - (4.23)
aoe (4.24)
iz T

Die Losung der Gleichung (4.20) wird jetzt in (4.21) eingesetzt und man erhélt die Bi-

furkationsgleichung zur Bestimmung der si, ..., s, in Abhéngigkeit von p:
Si = Z bl(fi))ky..kn(/j’_y’o)kosllﬁ "'Sfl”v i=1,...,n, (4'25)
S ki1
=0
b.gj;))k?lk)n = <fi*71'k0k1~-k,,,>y i=1...,n.

Die zkyk,...k, in (4.23) konnen durch Koeffizientenvergleich gewonnen werden. Insofern

n

sind also die Zahlen b,(cf))klmkn berechenbar. Die Reihen (4.23) und (4.25) konvergieren
absolut in einer Umgebung um g = po und s = 0. Jede nichttriviale Losung der Bifur-
kationsgleichung (4.25) erzeugt eine Losung der Ausgangsgleichung (4.15) und kann in
Form der Potenzreihe (4.23) als Funktion x = x(u, s(p)) repréasentiert werden. v

Damit ist Satz 4.6 in den beiden angekiindigten Varianten bewiesen. O

Wir zeigen nun am Beispiel eines RWP, wie man eine Bifurkationsgleichung aufstellen
kann.

Beispiel 4.7
Wir betrachten das RWP

i(t) = f(t,a(t), te(0,1) } (4.26)

z(0) = x(1).

Es sei f € C'([0,1] x R™,R™). Jede Lésung, die in t = 0 startet, erfiillt die Integralglei-
chung

z(t) — z(0) = /0 f(s,z(s))ds

fiir alle ¢ aus ihrem Existenzintervall. Dies bedeutet, dass z(-) die Randbedingungen von
(4.26) genau dann erfiillt, wenn

G(zo) ::/0 f(s,z(s;z0))ds =0
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gilt. Hier bezeichnet x(; zo) die einzige Losung von = = f (¢, z(t)) mit x(0;z0) = xo. Es
besteht also das Problem des Losens der Gleichung

G(zo) =0 fir G:R"™—R™

Man kann nicht direkt das implizite Funktionentheorem anwenden, da (4.26) keine Pa-
rameter enthélt. Deshalb modifizieren wir das Problem durch Hinzufiigen eines multipli-
kativen Parameters p zu (4.26), d. h. wir untersuchen das Problem

.
—~
~
N2
|

= pft (1), te(0,1) } (4.26,,)

z(0) = z(1).

Fiir p = 0 ist eine n-dimensionale Konstante a eine Losung. Um den (abstrakten) funk-
tionalanalytischen Kalkiil einzusetzen, schreiben wir (4.26,,) in Operatorform. Dazu de-
finieren wir Banach-Raume

X = {xeC([0,1,R") | 2(0) = z(1)}, Y :={y € C°([0,1],R") | y(0) = 0}
und Operatoren L, N : X — Y mit

Lz : t — z(t) — z(0), N(z):t— /t f(s,xz(s))ds, t¢e€][0,1].

0

Dann ist das System (4.26,) dquivalent zu der Operatorgleichung

G(z,p) := Lz — uN(z) = 0. (4.27)
Der Operator L ist linear und stetig, folglich differenzierbar:

L'(x)h=Lh fiir h € X.
Der Operator N ist ebenfalls stetig differenzierbar und es gilt

N'(z)h : t /t fz(s,z(s))h(s)ds, te€]0,1], he X.

0

Weiter folgt, dass Gy (a,0)h = Lh nicht injektiv ist und

Xo := ker(L) = span {const.} C X
aus konstanten Funktionen c : [0,1] — R"™ besteht. Dariiber hinaus ist

Yi:=R(L):={yeY |y(l)=y(0)=0}CY.

Nun gibt es stetige lineare Projektoren P und @, die auf die abgeschlossenen Unterrdume
X2 und Y7 projizieren und durch

Pz:t—x(0), Qu:t— y(t)—1ty(1)
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gegeben sind. Diese Projektoren bewirken die Zerlegung der Rdume X und Y in topolo-
gisch direkte Summen: X = X1 @ X2 und Y = Y7 @ Y>. Hierbei sind

X1 :=ker(P)={z € X | z(0) =0}, X>= R(P)=ker(L) und

Yi =R(Q)=R(L), Ya:=ker(Q)={yeY |y@kt)=ct, ce R"}.
Jetzt 1dsst sich auch leicht kldren, dass L ein F-Operator ist. Es gilt ndmlich dim ker(L) =
dim X2 = n und codim R(L) = dimY> = n. Somit ist L ein F-Operator mit ind L =
dimker(L) — codim R(L) = 0. Damit sind die Vorbereitungen fiir die Ljapunov-Schmidt-
Reduktion abgeschlossen. Die Gleichung (4.27) mit z = 21 +a, =1 € X1, a € X3 ist
genau dann l6sbar, wenn das Paar von Gleichungen

G (w1,0,1) = QL(z1 +a) — pQN(a1 +a) = QL1 — pQN (1 +a) =0,

G (@1,0,1) = (I = Q)L(z1 +a) — (I — Q)N (1 +a) = 0
Losungen besitzt. Nun gilt R(Q) = Y1 und somit ist QLxz1 = L. Hieraus folgt auch
sofort:

(I-Q)L(z1+a)=U—-Q)Lzy = Lz — QLz1 = 0.

Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich das zur Gleichung (4.27) dquivalente Gleichungs-

system
GV (z1,a,p) = L1 — pQN (21 +a) = 0, (4.28)
G (z1,a,p) = (I — Q)N(z1 +a) = 0. (4.29)

Nun ist G(l)(O,a,O) = 0 und GS} (0,a,0)h = Lh eine lineare, stetige und bijektive
Abbildung von X; auf Yi. Somit ist die Inverse nach dem Satz 1.34 (Open Mapping
Theorem) stetig. Das implizite Funktionentheorem liefert genau eine Losung

z1 = p(a, )

von (4.28) in einer Umgebung von (a,0) € X2 x R. Auflerdem gilt
¢(a,0) =0 und @aq(a,0)=0.

Somit geniigt es, die Gleichung
H(a,p) :== (I = Q)N(¢(a,p) +a) =0

in Bezug auf a zu 16sen. Da dim Xo = dimY2 =n < co und H : X2 x R — Y3, konnen
wir das implizite Funktionentheorem noch einmal benutzen. Zu diesem Zweck benotigen
wir ein a € X, fiir das

1 1
(I-Q)N(a) = t/o f(s,a)ds = 0, d.h. /o f(s,a)ds =0
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und die Gleichung

(I - Q)N'(@)d = t(/olfm(s,?i) ds)d — tc

genau eine Losung fiir jedes ¢ € R"™ besitzt. Die letzte Forderung bedeutet, dass die
(n x n)-Matrix fol f=(s,a)ds reguldr sein muss. Mit Blick auf die voran stehenden Be-
trachtungen hat man folgende Behauptung bewiesen:

m Essei f=(f1,..., fn) : [0,1] x R™ — R" stetig und mdge stetige partielle Ableitungen

of;
ox

(i, = 1,...,n) besitzen. Weiter erfille die Funktion f die Bedingungen

/Olf(s,?i)dszo, det(/olgg{;(s,a)ds)#o

fiir ein bestimmtes a € R™. Dann existieren ein § > 0 und eine differenzierbare
Abbildung p— x(+; ), |u| <6, so dass x(+;0) = a und die Funktion x(-; ) das RWP
(4.26,,) erfullt.

Um letztlich Losungen fiir unser Ausgangsproblem (4.26) zu bekommen, muss beziiglich
des Parameters p eine Kurvenverfolgung bis 4 = 1 erfolgen. Numerische Methoden zur
Kurvenverfolgung werden dazu in Abschnitt 5.2 vorgestellt. |

4.1.2 Losen der Bifurkationsgleichung

Die Bifurkationsgleichung (4.25) zu losen, ist ein schwieriges Problem. Es gibt eine Viel-
zahl von mathematischen Methoden, um Losungen zu erhalten. Diese sind oft abhéngig
vom vorausgesetzten Regularitdtsgrad an F'. Im Analytizitatsfall kann der Vorbereitungs-
satz von Weierstrafl auf die Verzweigungsgleichungen angewendet werden. Falls nur Dif-
ferenzierbarkeit von F' vorliegt, kann die Gleichung mittels Singularitdtentheorie in Nor-
malform gebracht werden. Haufig werden auch Losungen der Bifurkationsgleichung mit
dem Newtondiagramm erzeugt. Detaillierte Betrachtungen findet man z. B. in Wainberg
und Trenogin (1973), Zeidler (1986, 1988) und Krasnoselski et al. (1973).

Beispiel 4.8

Fiir den Fall, dass T := F3(0, o) ein F-Operator mit ind(7") = 0 und dim ker(7") = 1 und
F(0,p) =0 fir p € U(po) C R ist, wird gezeigt, wie man zu einer nichttrivialen Losung
des Bifurkationsproblems F(z,u) = 0 kommen kann. Die Voraussetzung F(0,u) = 0
sichert bereits das Vorhandensein der trivialen Losung x = 0 fiir alle p-Werte. Wir
verwenden dieselben Bezeichnungen, wie wir sie bei der Herleitung des Gleichungssystems
(4.20) und (4.21) eingefithrt haben. Die Gleichungen lauten mit s1 := s:

z = sw1+ S Fu(0, po)x — F(z, p)] } (4.30)

s = (f1,x).
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Die Auflosung der 1. Gleichung in (4.30) fiihrt je nach Voraussetzung an F, d. h. F € C*
oder F' analytisch, zu Losungen in Form von einem Taylor-Polynom mit Restglied bzw.
einer absolut konvergenten Potenzreihe in p und s. Durch implizite Differentiation bzw.
Koeflizientenvergleich sind die x, %, berechenbar. Es ergibt sich fiir (4.23) mit n = 1 die
Darstellung:
2(p,8) = w15 — (57" Fup(0, po)a1) (1 — po)s

— (87 Faw (0, o) (21, 21))s* — ... . (4.31)
Da nach Voraussetzung F(0, 1) identisch Null ist, verschwinden auch alle partiellen Ab-
leitungen nach p, d. h. es ist F,(0, u) = F,.(0, 1) = ... = 0. Da F keine Terme enthélt,

die frei von x sind, besitzen folglich alle Terme von (4.31) den Faktor s. Setzt man die
Lésung (4.31) in die zweite Gleichung von (4.30) ein, dann ergibt sich

s = s(fi,x1) — (= po)s(fi, 8™ Fupu(0, o)1)
— S (f, 8T Faw (0, po) (w1, 1)) — ... . (4.32)
Wegen (ff,z1) = 1 und (S™1)*f{ = g7 (letzteres folgt, indem man in (4.18) zum ad-

jungierten Operator {ibergeht und die Biorthogonalitétsrelationen (4.17) beachtet) erhalt
man die Bifurkationsgleichung

0= (1t — p0)s{(g7, Fop(0, o)1) + s>(g7, Faa (0, o) (1, 21)) + . ..
und nach Division durch s
0= (k— p0){g7, Fou(0, po)z1) + 8(91, Foa (0, po) (z1, 1)) + ... . (4.33)

Fordert man

(91, Fupu(0, po)z1) # 0

(was wiederum bedeutet, dass Fr, (0, po)z1 ¢ R(Fz(0, no)) ist), dann kann man (4.33)
mittels impliziten Funktionentheorems in einer Umgebung von (u, s) = (uo, 0) nach p in
Abhéngigkeit von s auflésen: p = p(s) mit po = p(0). Setzt man diese Losung in (4.31)
ein, so ergibt sich ein nichttrivialer Losungszweig x = z(s) := z(u(s), s). Es gilt ndmlich
z(s) # 0 fiir 0 < |s| < 4, 6 > 0 und lims_.0 z(s) = 0. Folglich hat man mit (z(s), u(s))
aufler der trivialen Losung (0, p) eine weitere Losung von (4.15) gefunden. u

Damit hat man auch sofort folgendes Resultat bewiesen (siehe Zeidler (1986), S. 383):
Satz 4.9 (Crandall und Rabinowitz (1971))
Es sei F': U0, 0) € X x K — Y und F € C*, k > 2 in einer Umgebung von (z, u) =

(0, o) mit F(0, ) = 0 fiir alle p € K. Sei weiter Fy(0, po) ein Fredholm-Operator mit
Index Null,

dimker(F5(0,0)) =1, x1 € ker(Fy(0, uo))
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und die Bifurkationsbedingung

Fopu (0, po)z1 ¢ R(Fi(0, po)) (4.34)

(Aquivalent: (g7, Fru(0, po)z1) # 0, g7 € ker(F, (0, po))) erfiillt. Dann existiert in
einer Umgebung von (z, 1) = (0, o) exakt ein C*~!-Bifurkationszweig s — (z(s), u(s)),
der durch (0, uo) lauft. Falls F' analytisch ist, dann kann man z(s) und u(s) in Form
von absolut konvergenten Potenzreihen darstellen.

Der Beweis wurde bereits in Beispiel 4.8 erbracht. ([l

Das Weglassen der Voraussetzung (4.34) kann bereits dazu fiithren, dass die Gleichung
F = 0 keinen Bifurkationspunkt besitzt (siehe Beispiel 4.13).

Wir wollen eine zweite Beweisidee vorstellen, die grundlegend fiir den Nachweis von
Loésungen von Gleichungen der Form (4.11) ist. Dieser Beweis unterscheidet sich auch
dadurch von der ersten Beweisvariante, dass er ohne den Schmidt-Operator S auskommt.
Wir weisen eine nichttriviale Losung nach, indem wir die Gleichung (4.14) in der Form

h()‘7 S) = (g*7 F(le + 7(8331: Ho + )‘)711'0 + >‘)> =0 (435)

mit 2 € C*(R x R,R), g* == g7 € Y*, = po + A und z := sz1 mit s € R, 1 € ker(T)
schreiben. Der Trick besteht nun darin, das implizite Funktionentheorem noch einmal
auf h = 0 anzuwenden. Dazu muss h ,desingularisiert“ werden, da die triviale Losung
(A, 0) noch vorhanden ist. Zu diesem Zweck fithren wir eine Funktion

b 5) { h(A,s)/s firs#£0, (4.36)

hs(A,0) firs=0
ein. Es ist b € C*71(R x R, R) und b(0,0) = 0.
Wir berechnen die ersten partiellen Ableitungen von b. Sie lauten:

b(A,0) = b(0,0) _ . hs(X,0) = hu(0,0)

o2(0,0) = Jim, ) = ) = hex(0,0)-
Wegen h(0,0) = 0 folgt zunéchst

b(0,s) — b(0,0) = M — hs(0,0)
und nach Division durch s

b(0, ) - b(0,0) _ h(0,s) — h(0, ;)2) ~ hs(0,0) - s Taplr %hss(0,0),

d. h. b5(0,0) = (1/2)hss(0,0). v
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Die folgenden Eigenschaften von h werden spater benétigt:

i. h(\,0) =0, ii. hr(0,0) = hxx(0,0) =0, iii. hs(0,0) =0. (4.37)
Zu i. und ii.: Wegen F(0,u) =0 (p € R) gilt auch v(0, x) = 0 und es folgt

h(A,0) = (9", F(v(0, ), ) = 0.

Damit ist auch ii. gezeigt.

Zu iii.: Die Differentiation von h nach s liefert:

hs(X,8) = (g7, Fa(sz1 +7(sz1, po + A), o + A)[z1 + 7z (s21, po + Nz1])  (4.38)
Wir setzen s = 0 und beachten, dass (0, po + A) = 0 ist. Dies fithrt zu

hs(X,0) = (g", Fz(0, po + A)[z1 + 72(0, po + A)a]) (4.39)

und an der Stelle (A, s) = (0, 0)

hs(0,0) = (9", Fu (0, po)[z1 + v=(0, po)z1]) - (4.40)
Wir zeigen
~v2(0,40) = 0. (4.41)

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass Tu = (I — Q)Fx(0, po)u, v € X1 gilt. Man rechnet
nach:

(I_Q)F$(07/’L0)u = Fm(O,MO)U—QFag(O,,LLO)U = Fx(07ﬂ0)u_ <g*,F_7;(O,,LL0)U>
= Fx(07/j’0)u_<F;(07/~‘LO)g*7u>
—_————
=0
= Fo(0,p0)u = Tu, daueX;.

Damit kann (4.12) dquivalent umgeformt werden:
Tu = (I = Q)R (0, po)u — (I — Q)F(u + 2, ) (4.42)

Bereits gezeigt wurde, dass (4.12) die Losung u = v(z, p) besitzt. Somit gilt auch die
Beziehung

Yz pm) =TI — Q)[Fx (0, po)y(z, 1) — F(y(2, 1) + 2, )]

fiir (z,p) in einer Umgebung von (0, uo). Differentiation nach z an der Stelle (0, uo)
liefert fur alle h € ker(F% (0, uo))

720, po)h = T~ (I — Q) [Fa(0, 120)7=(0, p10)h — Fi (v(0, p0), 110)[ 7= (0, o) o + h]]
T = Q) [F(0, 10)7=(0, o) h — Fi(0, 10)7=(0, o) ] = 0.
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Hieraus folgt - (0, po) = 0. Damit geht (4.40) tiber in
hs(0,0) = (9", F (0, po)[a1]) = (F (0, o)g™, w1) = 0
und Behauptung (4.37) iii. ist bewiesen. v

Wir benutzen die Formel (4.39), um die Ableitung hsx(0,0) zu berechnen:
hax(A,0) = (g7, Fax(0, po + A)[w1 + 72(0, o + M)z ])
+ (9%, F (0, pro + A)72x(0, po + A)z1).
Unter Beachtung von (4.41) ergibt sich fiir A = 0 die Beziehung
hax(0,0) = (9", Fax(0, po)z1) + (97, F (0, 110) 122 (0, o)1) -

Da g*|gr(ry = 0 und Fz(0, 10)72x(0, po)z1 € R(T) folgt (g™, F=(0, o)vzx (0, o)1) = 0
und somit

hs)\(0,0) = <g*,Fx>\(0,/Lo)l‘1>. (4.43)

Aus der Beziehung (4.38) folgt, wenn man A = 0 setzt und dann nach s differenziert
durch direktes Nachrechnen

hss(O, 0) = <g*, FM(O, ,uo)[xl, :L‘1]> . (4.44)

Nun sind wir in der Lage, den Beweis von Satz 4.9 zu beenden. Aus unseren Berechnungen
folgt:

e b)\(0,0) = hS)\(Ovo) = <g*,qu(07/J/0)[x1]>,
1 1, .

ﬁ = b3(070) = 5 h35(070) = 5 <g ame(OaMO)[wlvzlb .
Auf Grund von Voraussetzung (4.34) ist o = (g%, Fzu (0, po)[z1]) # 0. Das implizite
Funktionentheorem auf die Gleichung b = 0 angewendet, liefert eine einzige Funktion A €
C (—¢,¢),50 dass A\(0) = 0 und b(\(s), s) = O fiir alle s € (—¢, ¢) gilt. Da die Gleichung
h(A,s) =0 fiir s # 0 aquivalent zu b(\, s) = 0 ist, folgt, dass die Bifurkationsgleichung
(4.35) durch X\ = A(s) eindeutig gelost ist. Gema unserer Uberlegungen ergibt sich

F(sz1 + vy(sz1, o + A(s)), o + A(s)) =0 fiir alle s € (—¢,¢).
Man beachte, dass

(sz1+ v(sz1, o + A(s)), po + A(s)) # 0 fiir s #0.

Folglich ist die Menge S von nichttrivialen Lésungen von F'(z, 1) = 0 in einer Umgebung
von (0, o) durch die einzige (kartesische) Kurve

po=p(s) = po+A(s), }

(4.45)
sx1 + y(sz1, po + A(s))

x = x(s)
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(tzy + (w1, po + A1), At))

(0,0) _J

Abb. 4.3 Bifurkationsdiagramm

gegeben, wobei s € (—¢,¢),s # 0 (siehe Abbildung 4.3 mit ug = 0). Falls F' analytisch
ist, ergeben sich diese Kurven als absolut konvergente Potenzreihen. Damit ist auch der
zweite Beweis von Satz 4.9 beendet. (]

Wir wollen zwei charakteristische Bifurkationsdiagramme betrachten, wie sie bereits bei
sehr einfachen Funktionen auftreten und welchen Einfluss sie auf den Stabilitdtswechsel
bei DGL haben konnen.

Beispiel 4.10
Die folgenden zwei Funktionen stellen sehr einfache illustrative Beispiele von Bifurkatio-
nen dar:

fap) =pr—2°  g(z,p) = pz—a2°.
Das Bifurkationsdiagramm fiir die Gleichungen f(z, ) = 0 und g(z, ) = 0 zeigt Ab-
bildung 4.4. Wir benutzen diese Funktionen, um die typischen Beispiele des Wechsels
der Stabilitat bei Differenzialgleichungen aufzuzeigen, wenn der nichthyperbolische sta-
tiondre Punkt iiberquert wird. Ein stationdrer Punkt xo heifit hyperbolisch fiir die Glei-
chung @& = f(x), wenn f(zo) = 0 und o(f'(z0)) N iR = 0. In Abbildung 4.4 werden
Zweige stationérer Losungen der Gleichungen & = f(x, u), £ = g(z, 1) mit Angabe ihrer
Stabilitit gezeigt (s fiir stabil, u fiir instabil). ]

Beispiel 4.11 (Anwendung von Satz 4.9)
Wir wollen die Bifurkationspunkte des RWP

E(t) + pa(t) + gt x(t), 2(t),n) =0, t€[0,2n] } (4.46)

z(0) = z(27), (0) = z(2m)
bestimmen. In diesem Beispiel werden wir uns auf den Punkt p = 0 konzentrieren, der
ein Eigenwert der Vielfachheit eins des zugehorigen linearisierten Eigenwertproblems

i(t) + pa(t) =0, te0,2n] }

(4.47)
z(0) = z(27), #(0) = &(2n)
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z x
s
s
s (0,0) u 5 (0,0) u
[ 1
p s
a) b)

Abb. 4.4 a) Transkritische Bifurkation, b) Pitchfork Bifurkation

ist. Wir betrachten die Funktionenrdume
X :={z € C*(R,R) | z ist 2n-periodisch},

= t B(t £(t)],
]| x Jhax lz(t)] +t€rﬂ)a};<ﬁ] |2 (t)] +t€rr[3)§5<ﬁ |(t)]

Y :={y € C°(R,R) | y ist 2m-periodisch}, ||y|ly := rr[%)agc | ly(t)]
tel0,27

und definieren F': X x R — Y durch

F(z, p)(t) := &(t) + pa(t) + g(t, z(t), £(t), ) , (4.48)
wobei die Funktion g die folgenden Bedingungen erfiillt:

i. R*> (t,z,y,p) — g(t,z,y,u) € R ist 2m-periodisch in t und stetig in Bezug auf
alle vier Variablen (als eine Funktion vom R* in den R);

ii. die Ableitungen von g bis zur Ordnung p (p > 2) in Bezug auf ¢, x, &, u sind stetige
Funktionen;

iii. g(¢,0,0, ) = 0 fiir alle t, u € R;

iv. g+(t,0,0, ) = gy(¢,0,0, ) = 0 fir alle ¢, 4 € R.

Es folgt aus iii., dass F(0, ) = 0 fiir alle 4 € R ist. Aus iv. ergibt sich

Fr (0, p)w = o + pw.
Daraus konnen wir schlieflen, dass
dim ker(F3(0,0)) = 1.

ist. Man sieht dies wie folgt. Setzt man p = A2, dann ergibt sich aus w + A?w = 0
die Losungsschar w(t) = c¢1 cos At + c2 sin At. Ein negatives u liefert keine periodischen
Losungen. Mit den Randbedingungen in (4.47) wird man auf das Gleichungssystem

1 —cos2mA —sin 2w\ ca\ (0
Asin27A A(1 — cos27A) c2 0)’
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gefithrt. Dieses besitzt nichttriviale Losungen c1,ce fiir alle A\ mit 4Asin® 7\ = 0. Der
Eigenwert A = 0 liefert w(¢) = const, was man natiirlich auch sofort erhalten hétte,

wenn man die Gleichung w = 0 unter Berticksichtigung der Randbedingungen 16st. Die

anderen Eigenwerte y = A\? = n? n € N, zichen einen zweidimensionalen Kern von

F.(0,m?) nach sich: ker(F,(0,n?)) = span {sinnt, cosnt}.
Aus ii. folgt, dass F' € CP(X x [0,27],Y"). Nach Satz 1.42 folgt:

Y1 = R(Fx(0,0)) = {w e Y | [ w(t)dt =0}.
Hieraus resultiert auch, dass Y7 ein abgeschlossener Teilraum von Y der Kodimension 1
ist. In Beispiel 4.18 wird der Wertevorrat von Fy(0,0) ohne Zuhilfenahme von Satz 1.42
ausfithrlich berechnet! Wir setzen

z1=1, Xp:=span{l}, Xo:={z€X | fo%ac(t) dt =0}.
Wegen

Frn(0,0)z1 =21 =1 und 1¢ R(Fy(0,0)),

ist die Bifurkationsbedingung (4.34) aus Satz 4.9 erfiillt. Somit zeigt sich, dass (0,0) ein
Bifurkationspunkt von (4.46) ist. Insbesondere gehért der Punkt (0,0) € X x R sowohl
zum trivialen Losungszweig (0, 1), als auch zu dem Zweig

p=p(s), n(0)=0,
s € (—e,€),
T = ac(s) =s-1+ 7(3 : 17#(8))7 ’7(070) = 07
der durch (0,0) lduft. Man sieht, dass z(s) fiir jedes s € (—¢,¢), s # 0 eine nichttriviale

Losung ist, die sich aus der Summe einer konstanten Funktion s-1 (in Bezug auf ¢) und
der Funktion (s - 1, u(s)) € X2 zusammensetzt. ]

Wir wollen nun fiir den Fall X = Y Losungen der Gleichung F' = 0 mit der speziellen
Gestalt

F(z,p) == pz — G(z), GeC*X,X), G0)=0, peR (4.49)
diskutieren. Mogliche Bifurkationspunkte fiir die Gleichung (4.49) sind Punkte po # 0,
fiir die po zum Spektrum von G'(0) € L£(X,X) gehort. Wenn dariiber hinaus G’(0)

kompakt ist, dann ist po tatsichlich ein Bifurkationspunkt. Dies wird in nachfolgendem

Satz bewiesen.

Satz 4.12
Es sei G € C%(X, X) mit G(0) = 0 und G’ (0) ein kompakter Operator. Weiter sei uo # 0
ein einfacher Eigenwert von G’(0) in dem Sinn, dass
dimker(uol — G'(0)) = 1, (4.50)
ker(uol — G'(0)) N R(uol — G'(0)) = {0} (4.51)

gilt. Dann ist u = po ein Bifurkationspunkt fir F(z, u) := ux — G(z) = 0.
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Der Beweis wird als Ubungsaufgabe empfohlen (siehe Aufgabe 4.8). O

Die Bifurkationsresultate aus den Satzen 4.9 und 4.12 gelten im Allgemeinen nicht, wenn
wir nur dimker(7) = 1 und R(T') abgeschlossen fordern, ohne (4.34) bzw. (4.51) vor-
auszusetzen. Dies zeigen die nachfolgenden Beispiele.

Beispiel 4.13
Wir setzen X =Y = R? und

3
pr—y—y
F(ﬂc,y,u):( 5 )
1y +

Multipliziert man in F(z,y, ) = 0 die erste Zeile mit y, die zweite mit 2 und subtrahiert,
dann fiihrt dies auf y? + y* + 2% = 0. Somit hat F(x,y, ) = 0 nur die triviale Losung
und folglich keine Bifurkationspunkte.

Wir berechnen die Ableitung von F' nach (z,y) (Jacobi-Matrix von F in Bezug auf (z,y))
im Punkt (0,0, po):

conem)-5 0)5)
Y 0 mo/ \y 1oy

Am Punkt (0,0,0) ist

T := F,.(0,0,0) = 0 -1
: (z,y)\Ys Vs 0 0

nicht invertierbar. Folglich ist ker(F\,,,(0,0,0)) = span {(§)} mit x1 = (§). Auierdem
gilt: R(T) = span{(})} ist abgeschlossen und codim R(7T') = 1. Andererseits ist die
gemischte Ableitung nach (z,y) und p

F, (0,0,0) = 1o =17
(z,y),u\Ys Y 01

und folglich F, ) ,(0,0,0)z1 = 1 € R(T). Weder Satz 4.9 noch 4.12 kann angewendet
werden. Die Bedingungen (4.34) und (4.51) sind nicht erfiillt. Die Linearisierung

F(4.(0,0,0) 0 -
(z,y) » - 0 0

hat am bifurkationsverdachtigen Punkt po = 0 die algebraische Vielfachheit zwei und
die geometrische Vielfachheit eins und ist somit kein einfacher Eigenwert. |
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Beispiel 4.14

Wir legen Wert auf die Feststellung, dass Satz 4.12 nur auf Gleichungen der speziellen
Form F(z,u) := px — G(z) = 0 angewendet werden kann. Ansonsten kann man Satz
4.9 benutzen, da die Bedingung (4.51) in diesem Satz keine Rolle spielt. Wir betrachten
die Abbildung F : R? x R — R?,

3 3
BT —Yy—yY 1 0) (= —y—y

F(x,y,p) := s =w + e
px + py +x 0 1 Y ur +x

Sie hat nicht die Darstellung (4.49), da G auch von u abhéngt. Somit ist Satz 4.12 nicht
anwendbar. Wie in Beispiel 4.13 ist fir uo =0

o) )
T= und R(T) = span .
0 0 0

Die gemischte Ableitung F, 4, ,(0,0,0) ist die Matrix

A:=F (0,0,0) = Lo
= Fla,y),u(0,0, L1

und es gilt

- ()enn

Somit ist (4.34) erfiillt und po = 0 ist ein Bifurkationspunkt von F. Eine nichttriviale
Losung des Gleichungssystems

pr—y—y> =0
p(x+y)+a® =0
erhalt man, wenn man Losungen der Form y = y*(x) und p = p*(z) sucht. Man sieht
leicht, dass die Losungen die Eigenschaft y*(z) = —y*(—z) und p*(x) = p*(—x) haben.
Der Potenzreihenansatz
y (z) == a1z + asx> + ...
,u*(x) = by + 52332 + b4:L’4 + ... (bo = 0)
liefert mittels Koeffizientenvergleich die ndherungsweise Losung fiir einen Bifurkations-
zZweig:

3 .5 2 4
Yy=—x —x"—..., p=—-x"—x —... . |
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Bemerkung 4.15

Wenn « := (g7, Fp (0, o)x1) = 0 (d.h die Bedingung (4.34) ist verletzt), dann kénnen
weitere verschiedene Bifurkationssituationen auftreten und eine umfangreichere Analyse
muss sich anschlielen. Fiir die Losung der Bifurkationsgleichung sind in der Literatur
vielfaltige Verfahren entwickelt worden (siehe Chow und Hale (1982), Guckenheimer und
Holmes (1983), Krasnoselski et al. (1973), Wainberg und Trenogin (1973), Zeidler (1986)
u. a.). Unsere Diskussion beschrankt sich darauf, den ,Verlauf der Bifurkationslosung® in
der Néhe des Bifurkationspunktes (0, 10) unter der Voraussetzung (g7, Fr. (0, po)z1) # 0
zu charakterisieren (siche Abbildung 4.5). Zur einfacheren Darstellung setzen wir F' € C*°

yd [ N
/po ? Mo\ 7 /Mo 7

6#0 8=0¢>0 6=0,¢c<0
(transkritisch) (superkritisch) (subkritisch)

voraus.

Abb. 4.5 Verschiedene Losungszweige

Wie in der zweiten Beweisvariante zu Satz 4.9 bereits gezeigt, 16st A = po + A(s) die
Gleichung b(\, s) = 0 (siehe (4.36)). Wir differenzieren b(A, s) = 0 implizit nach s und
erhalten

X (0) = _72’&2 g; = -2 (@#0) (4.52)
wobei
@ = (g FasOpo)or), 0= 3 (6" Fea0, po)lan, ) (1.53)

Falls 8 # 0, dann ergibt sich
A= po — és—&—o(s)
o
und der Bifurkationszweig hat die Parameterdarstellung
o
T = _ﬁ()\ — po)z1 + o(A — po) .

Die Gleichung F' = 0 besitzt nichttriviale Lésungen, sowohl fiir A > 0 als auch fiir A < 0
(transkritische Bifurkation).
Falls 8 = 0, dann findet man

1, .
2c:= )‘”(O) = 7370[(9 :FTIT(O7MO)[x17x17x1]> (454)
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(einfaches Nachrechnen). Falls 8 = 0 und ¢ # 0, dann hat der Bifurkationszweig die
Form

x::l:( )1/2x1+0()\—u0).

A — o
c
Die vorliegende Formel zeigt, dass falls ¢ > 0 (respektive ¢ < 0), dann die abzweigende
Losung nach rechts (respektive links) von po verlauft (superkritische, respektive subkri-

tische Bifurkation; sieche Abbildung 4.5).
Fir den Fall, dass F' die Darstellung F(x, ) := pax — G(z) besitzt und G hinreichend
glatt ist, ergeben sich die Formeln

_ 1 x o~ _ i x I
B = 20l<g G (0)[33171‘1” und c= 60é<g ,G (0)[331,1,‘1,.’E1D.
Falls G iiberdies kompakt ist, dann bekommt man mit Hilfe des Abbildungsgrades (siehe
Zeidler (1986) und Zeidler (1988)) weitere Resultate geliefert. |

In vielen Anwendungen tritt der Fall ein, dass ker(7") nicht eindimensional ist. Deshalb
soll jetzt ein Bifurkationsresultat fiir dimker(7T") > 1 diskutiert werden. Ein interessan-
tes Theorem zu dieser Situation findet man in Zeidler (1986), S. 392. Es ist fiir einen
mehrdimensionalen Parameterraum E aufgestellt, wobei eine der Voraussetzungen lau-
tet: dim(F) = codim (R(T')). Auf dieses Theorem wird nicht eingegangen. Hier wird ein
Ergebnis von Ambrosetti und Prodi gebracht.

Satz 4.16 (Ambrosetti und Prodi (1993))

Es seilen F € C*(X x R,Y), F(0,u) = 0, T := Fy(0, o) ein Fredholm-Operator
mit ind (T) = 0 und es mogen die Bezeichnungen wie in (4.6) gelten. Weiter seien
M = Fyx (0, uo) und B := Fp4(0, uo) und es moge ein z* € ker(7'), z* # 0 existieren,
so dass gilt:

a. QMz" + 3 QB[2*,2*] =0 (Projektor @ ist in (4.7) definiert),

b. die lineare Abbildung S : ker(T) — Y2, Sv:= QMv + QBJ[z",v] ist invertierbar.
Dann existiert ein Zweig von nichttrivialen Losungen von F(z, ) = 0, der von (0, uo)
abzweigt und die Parameterdarstellung

= o+ X } (4.55)

z=x()
mit x(0) = 0 und x’(0) = 2* besitzt.
Beweis: Bevor wir zum eigentlichen Beweis kommen, wird die Gleichung F' = 0 ent-

sprechend den Voraussetzungen umgeformt. Mit Hilfe des Taylorschen Satzes erhilt man
unter Beachtung von F'(0, ) = 0 fiir F' die Darstellung

F(z,po+A) =Tz + AMz + 3Bz, z] + ¢(z, pio + A) (4.56)
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mit glattem 1 und

¥(0,1) =0, 12(0,p0) =0, ¥ze(0,10) =0, zu(0,p0) =0. (4.57)

Wir suchen Losungen von F' = 0 in der Form « = A(u+ 2) mit u € X1, z € ker(T'). Eine
solche Fragestellung werden wir im Beispiel 4.18 noch einmal aufgreifen. Das Einsetzen
von £ = A(u + 2z) in (4.56) und Beachten von Tz = 0 fithrt auf die Gleichung

NTu+ N M (u+ 2) + %)\QB[qu z,u+ 2]+ v(AMu+ 2),p0 +A) =0. (4.58)

Wir fithren die Ljapunov-Schmidt-Reduktion durch. Das zu (4.58) #quivalente Glei-

chungssystem lautet:
AT —QTuAN(I - Q)M (u+z2) + IX*(I — Q)Blu + z,u + 2]
P
=Tu
+ (I = QYA (u+2),p0+A) =0, (4.59)

AQTu+NQM(u+ z) + %/\ZQB[U + z,u + 2]
oy
+ QU(A(u+ z), 0 +A) =0, (4.60)

wobei @ die Projektion @ : Y — Y5 ist. Gemé&$ der Eigenschaften von 1 (siehe (4.57))
kann man schreiben

DU+ 2), 0+ A) = NP(u, 2, \)
mit glattem 1[ Die Gleichungen (4.59) und (4.60) sind somit fiir A # 0 dquivalent zu
Tu+ NI — Q)M (u+z) + NI — Q)Blu+ z,u + 2]
+ X (I = Q)¥(u,2,A) =0, (4.61)
QM (u+ 2) + LQBJu+ z,u + 2] + A\Q(u, z,\) = 0. (4.62)

Mit ® = ®(u, 2, ) bezeichnen wir die linke Seite von (4.61). Es gilt sowohl ®(0, z,0) = 0,
als auch ®,,(0, z,0) = T = T|x,,V z € X». Folglich kann auf die Gleichung ®(u, z, A) = 0
der Satz tiber implizite Funktionen angewendet werden. Fiir jedes feste 2* € X2 gibt es
eine eindeutig bestimmte glatte Losung v = 7(z,A) in einer Umgebung von (z,\) =
(2*,0). Damit gilt die Beziehung

T\ﬁ(z, A) AT = Q)M (Y(z,A) + 2) + A — Q)B[¥(2, A) + 2,7(2,A) + 2]
+ /\2(I - Q)J(a(zv A),z,A) =0.

Diese Gleichung ist insbesondere auch fiir A = 0 erfiillt und da 7(z,0) = 0 die einzige
Losung dieser Gleichung ist, gilt 7(z,0) = 0 und damit auch

F(z,A) = My(z, ). (4.63)
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Einsetzen von (4.63) in (4.62) liefert

N(z,A\) == QM(My(z,\) + 2) + %QB[/\’}/(Z, A) + 2, \v(z,A) + 2]
+AQU (M (2,0),2,A) = 0. (4.64)

Hier ist N wieder glatt und man beachte auch, dass v von z* abhéngt. Geméf der Vor-
aussetzungen des Satzes wird nun z* so gewéhlt, dass man eine nichttriviale Losung fiir
N = 0 nachweisen kann. Man gibt sozusagen Richtungen an, in denen Bifurkationslo-
sungen auftreten.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis. Aus Voraussetzung a. unseres Satzes folgt
N(z*,0) = 0. Die Ableitung N.(z*,0) = S ist nach Voraussetzung b. invertierbar. Das
implizite Funktionentheorem ist auf N(z, A\) = 0 anwendbar und es existiert genau eine
Lésung z = z(A), definiert fiir kleine [A| mit z(0) = 0 und N(z(X),A) = 0. Folglich
finden wir einen Bifurkationszweig der Form

z(A) = AMz(A) + Ay(z(N), V) .

Setzt man x(A) := A(2(A) + Ay (2(A), A)), dann ergibt sich x’(0) = 2*. Da z()\) # 0 fiir
kleine |A| mit A # 0 ist, ergibt sich mit x = x(\) eine nichttriviale Losung von F = 0
und damit ein Bifurkationszweig. Dies beweist, dass uo ein Bifurkationspunkt fiir F' = 0

ist. O

Bemerkung 4.17

1. Der Bifurkationszweig, der in Satz 4.16 gefunden wurde, ist im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt. Dies kann daran liegen, dass z* aus der Gleichung a. in Satz 4.16
nicht eindeutig bestimmt werden kann oder weil es andere Bifurkationslosungen von
F(z,p) = 0, die nicht die Gestalt A(u + z) haben, gibt.

2. Die Losung der Bifurkationsgleichung N(z, A) = 0 ist bezliglich A parametrisiert. Dies
weist darauf hin, dass der Satz 4.16 Anlass zu transkritischen Bifurkationslésungen gibt.

4.2 Anwendungsbeispiele

Im Folgenden wollen wir anhand einiger Beispiele die Arbeitsweise der vorgestellten Me-
thoden und Satze demonstrieren.

Beispiel 4.18 (Nichtlineare Schwingungsgleichung)
Gesucht sind nichttriviale 27-periodische Losungen z € C*(R, R) der nichtlinearen Pen-
delgleichung

Z(t) + psinz(t) =0, peR. (4.65)
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Losung: Wir setzen

X :={z e C*(R,R) | z ist 27-periodisch},

= t B(t i (t
[l x hax lz(t)] +téﬁ)?§(ﬂ] |(t)] +t§}f§§] [Z(t)],

Y :={y € C°(R,R) | y ist 2m-periodisch}, |[jy|ly := max \ )|,
tefo

F:XxR-=Y, F(z,u):t— &(t)+ psinz(t).
Man rechnet leicht nach, dass F'(0, u) = 0 fiir alle 4 € R und
(F2 (0, )h)(t) = h(t) + ph(t)
gilt. Folglich ist ker(F, (0, ;1)) nichttrivial genau dann, wenn p = n? n € NU {0} und
ker(F;(0,0)) = {konstante Funktionen}
ker(F,(0,n%)) = span {sinnt, cosnt} fiir n € N.
1. Wir betrachten zuerst den Fall n = 0. Es ist
R(Fz(0,0)) = {y e Y| [Z7y(s)ds =0}.

Dies folgt aus F(0, O)h h = y. Integration nach t liefert h(t) — h(0) = fg y(s) ds und
wegen 0 = h(2r) — fo y(s) ds hat man den Wertevorrat von F3(0,0) ermittelt.
Die Kodimension von R(F (0, 0)) ist eins, da der Komplementéarraum zu R(F3(0,0))
nur aus konstanten Funktionen besteht. Somit ist F%(0,0) ein Fredholm-Operator mit
ind F(0,0) = 0. (Man kann auch die Vorgehensweise, wie sie in 2. beschrieben wird,
anwenden. )

Die Auflésung der Gleichung i = y nach h ergibt sich durch nochmalige Integration der
Bezichung h(s) — h(0) = fos y(r)dr:

/Oth(s)ds - /Oth(O)ds—l—/Ot(/Osy(T)dr)ds

¢ t
h(t) — h(0) h(0) - t—|—/ (/ y(7) ds) dr  (Vertauschung der Integration)

TRy

Fiir h(0) folgt

27
i(0) = —%/0 (27 — T)y(r)dr
und es ergibt sich

h(t) — h(0) = —% /O "2 — r)y(r) dr + /0 (t = r)y(r) dr. (4.66)
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Man kann dies weiter umformen:
t 27 t
h(t) = h(0) - 227/0 (27 — 7)y(r) dr — %/t (27 — 7)y(r) dr +/O (t—7)y(r) dr
t 2m
= h(0) + /0 %(t — 27r)y(7) dr + /t %(T — 27r)y(T) dr.

SchlieBlich erhalt man die Form

2 2—(t—27r), 0<7<t
h(t) = h(0) + i Kt r)yy(r)dr, Ktr):=4{ "

—(7‘—271’), t<71<2m.

Anmerkung: Aus der Formel (4.66) ergibt sich eine Vermutung fiir den Wertevorrat
von F(0,0). Denkt man sich y in eine Fourier-Reihe ao/2+ Y 77 (ax cos kt + by, sin kt)
entwickelt, dann ergibt sich fiir A (wenn man fiir y die Funktionen sinnt und cosnt
einsetzt):

2w t
h(t) — h(0) = -t (27T7T)SinanT+/(t7T)SiIlTLTdT
2 J, 0
t —sinnt+nt sin nt
=-—+ 3 = - (n € N),
t 2w t
h(t) — h(0) = — — (27T—T)COSTLTdT+/(t—T)COSanT
2m /o 0
cosnt — 1
= (n € N).

Die sin- und cos-Anteile in der Fourier-Reihe erzeugen also wieder periodische Funktio-
nen. Fiir das Absolutglied ergibt sich

t 2w

() =h(0) = =52 | (27TT)dT+/Ot(tT)dr—7rt+§t2.

Hierbei handelt es sich um keine periodische Funktion.
Fazit: Die konstanten Funktionen bilden den Komplementarraum von R(F;(0,0)). v

Des Weiteren gilt F%,(0,0)(c,1) = c fiir ¢ € ker(F;(0,0)) und die Voraussetzungen des
Satzes von Crandall-Rabinowitz sind erfiillt. Es ist ndmlich

Fzu(0,0)(¢,1) = ¢ & R(F(0,0)) (c € ker(Fx(0,0))),

da konstante Funktionen nicht zu R(F,(0,0)) gehéren. Vom Punkt (0,0) zweigt also
eine nichttriviale Losung s — (z(s), u(s)) ab!
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2. Wir betrachten jetzt den Fall n € N. Es ist nun dim ker(F%(0,n%)) = 2 und der
Satz von Crandall-Rabinowitz (Satz 4.9) nicht anwendbar. Wir greifen deshalb auf die
Ljapunov-Schmidt-Reduktion zuriick. Wir bezeichnen mit T := F.(0,n?). Der Werte-
vorrat von T ergibt sich aus der einfachen Rechnung Tz = & + n’z = y mit z € X und
y € Y (Variation der Konstanten!). Eine partikuldre Losung xp, lautet:

xp(t) = /o y(s) - cosnsds — /o y(s) - sinnsds. (4.67)

Anmerkung: Auch hier kann man sich eine Vorstellung vom Wertevorrat von T' ma-
chen, indem man sich jede stetige 2m-periodische Funktion aus X bzw. Y wieder als eine
Fourier-Reihe y(t) = ao/2 + Y-, (ax cos kt + by sin kt) gegeben denkt. Die trigonome-
trischen Reihen liegen dicht in den Raumen C° bzw. C? (siehe Heuser (1980), Teil 2, S.
66, S. 158). Eingesetzt in die partikuldre Losung zp(t) ergeben sich fiir die Terme

/O y(s)-{ cosns }ds (n € N) (4.68)

sinns

sinnt cosnt

n

die Integrale

t . .
sin(—k +n)t  sin(k +n)t
ks - ds = k
/Ocos s-cosnsds A=k +n) 2htn) #n,
¢
. cos(k+mn)t  cos(k —n)t n
ks - ds = — k
/Ocos s-sinnsds 30t n) 20 —n) pORRR #mn,
t . .
. . sin(—k +n)t  sin(k +n)t
ks - ds = - k
/Osm s-sinnsds 2k +n) 2k +tn) #n,

¢ t
1 1 1 1
/o cos’nsds = 5 t+ ™ sin(2nt), /0 sin®nsds = it ~ sin(2nt).

Die ersten drei Ausdriicke stellen 27-periodische Funktionen, die letzten beiden Aus-
driicke stellen keine 2m-periodischen Funktionen dar. Somit gibt es zu jeder stetigen und
2m-periodischen Funktion y(t), bei der die ,Anteile cos nt und sinnt fehlen, ein Urbild
in C?. Dies besagt auch, dass der Komplementdrraum zu R(T) durch die Funktionen
cosnt und sinnt (n € N) aufgespannt wird und die Kodimension von R(T") zweidimen-

sional ist. v

Wir wollen nun den Projektionsoperator @ : Y — Y aufstellen. Wir fassen Y als Unter-
raum von L?((0,27),R) auf und fithren das Skalarprodukt

(u*,v)p2 == %/0 7Tu* (t)-v(t)dt (4.69)

ein. Wir setzen 1 = y1 := cos(n-), 2 = y2 = sin(n-) und bestimmen zu ker(F;(0,0)) =
span{z1,z2} und codim R(F;(0,0)) = span{y1,y2} biorthogonale Funktionale z;, yj.
In unserem Fall sind das wieder die Funktionen cos(k-) und sin(k-). Damit ergibt sich
gemaf Skalarprodukt:

wj»yl’; €L2 mit <x:a$3>:5m und <y;27yl>:6kl7 iajakal:172
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und die Projektoren lauten:

2

2
Pr:=) (z,z)z; wd Qy:i=> (Wi.y)y, z€X, yev.
=1 k=1

Wegen der Auswahl der Funktionen und Funktionale kann man P = @) setzen, genauer:
P = Q|x. Der Operator

sinnt cosnt

Qu:t+—

27 27
/ y(s) - sinnsds + / y(s) -cosnsds, ye€Y,
0 0

ist ein Projektionsoperator, projiziert auf den Unterraum Z := span {sin(n-), cos(n-)}
und splittet den Raum Y in die topologisch direkte Summe

Y=RT)®Z mit QY)=R(Q)=:Z und (I —Q)(Y)=ker(Q)= R(T).
Achtung: Der Operator

~ sin nt
Qy:t—

2 cosnt [*"
/ y(s) - cosnsds + 7/ y(s) -sinnsds, yeY,
0 T Jo

ist kein Projektionsoperator (Warum?).
Entsprechend ist wegen Py = Qy (y € Y):

X =ker(T)®V, wobei V:={veX|Quv=0}

Jedes Element z wird dargestellt als x = v 4+ v, u € ker(T), v € V. Wegen
dimker(T) = codim R(T) = 2 ist T wieder ein Fredholm-Operator mit ind7 = 0.
v

Der Operator F kann wie folgt dargestellt werden (man beachte: Fi(0,n%)z = Tz =
&+ n’z):

Fu+uv,pu+n?) = ii+9+ (u+n?)sin(u +v)
= T(u+v) + p(u+v) = (u+n?)(u+v) + (u+n”)sin(u +v)
= Tv+ p(u+v) + h(u,v,pn), u€ker(T), veV,
wobei
By v, ) = — (it 02)(u+ ) + (u+ n?)sin(u + v)
= p[sin(u+v) — (u+v)] 4+ n*[sin(u +v) — (u +v)].

Wegen der speziellen Form von h werden wir versuchen, eine Losung von (4.65) in der
Form = = p(uw + v) zu finden. Einsetzen in F' liefert:

F(u(u+v), p+n?) = pT + p?(u+ v) + h(pu, o, 1)
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Nach Ausklammern von g ist die Gleichung F(p + n?, p(u +v)) = 0 genau dann erfiillt,

wenn
Tv + p(u+v) + p’g(u,v, p) = 0, (4.70)
wobei
h(pu, o, B o
9(u, v, p) := -

n

gt p=0

Zur Losung der Gleichung (4.70) wird die Ljapunov-Schmidt-Methode benutzt. Wir pro-
jizieren dazu die Gleichung (4.70) mit Hilfe des Projektors @ in die Unterrdume R(T)
und Z und erhalten das zu (4.70) aquivalenten Gleichungssystem:

0=(I-QTv+p - Q)u+v)+u*I - Q)g(uv, ),
0= QTv + pQ(u+v) + p*Qg(u, v, ).
Dies lésst sich weiter umformen, wenn man beachtet, dass
Qu=u und (I-Q)(u+v)=w
ist. Danach ergibt sich (wenn man aus der zweiten Gleichung noch p ausklammert):
G (uy v, 1) := T+ pv + 4 (I = Q)g(u,v,p) = 0, (4.71)
G(Q)(u,fu,u) =u+ pQg(u,v,u) =0. (4.72)
Nun gilt fiir die Gleichung (4.71):
G (u*,0,0) =0 und Ggl)(u*70,0)h =Th mit T:=T|y, heV.

T hat eine lineare stetige Inverse auf V' und demzufolge ist die Gleichung (4.71) eindeutig
nach v in Abhéngigkeit von v und g in einer Umgebung von (u*,0) auflésbar:

v=op(u,p), ¢@u,0)=0.

Wir setzen ¢ in die Bifurkationsgleichung (4.72) ein und erhalten

G(u, p) = G(Z) (u, o(u, 1), 1) = u+ pQg(u, p(u, ), 1) = 0. (4.73)

Da G(u*,0) = u*, nehmen wir v* = 0 und 16sen (4.73) in einer Umgebung von (0,0)
auf. Dies kann wieder unter Zuhilfenahme des impliziten Funktionentheorems erfolgen.
Es ist G(0,0) = 0 und G4(0,0) = I|ier(ry. Nun ist G (0,0) ein Isomorphismus von
ker(T) nach Z. Somit kann u in Abhéangigkeit von p eindeutig in einer Umgebung um
p = 0 aufgelost werden. Bezeichnen wir diese Losung mit v = w(g), dann haben wir das
folgende Resultat bewiesen:
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m Jeder Punkt (0,n?) ist ein Bifurkationspunkt der Gleichung (4.65) und ein nichttri-
vialer Losungszweig von 2m-periodischen Losungen hat die Form

z = plw(p) + ewlp,m), pe (=66, 6>0.

Es sei ausdriicklich bemerkt, dass keine Eindeutigkeit des Bifurkationszweiges bewiesen
wurde. Dies liegt an der speziellen Wahl unserer Bifurkationsrichtung: z = p(u + v). Es
konnte durchaus noch andere Bifurkationsrichtungen geben (siehe Bemerkung 4.17). Um
diese herauszubekommen, miisste man die Bifurkationsgleichung ohne Einschrinkungen
16sen, was filir den allgemeinen Fall schwierig ist. ]

Beispiel 4.19 (Sturm-Liouville-Problem)
Es seien J := [0,7], a € C(J,R), B € C°(J,R), a, 3 > 0 auf J, p € C3(J x R x R)
und seien ao, bo, a1, b1 reelle Zahlen, so dass (a3 + b3)(a3 + b3) # 0. Wir betrachten das
Sturm?-Liouville- Randwertproblem
—Lu := —g(aiu)—i—ﬁu = M+ p(t,u, ¢ ted (4.74)
de\" dt T e ’
aou(0) + bou' (0) = aru(m) +bu'(x) = 0, (4.74")

wobei X ein reeller Parameter ist. Uber Eigenschaften von L und Lésungen von (4.74),
(4.74") konsultiere man auch Ambrosetti und Prodi (1993), S. 7, Theorem 0.7.
Wir miissen (4.74), (4.74") in Form einer Operatorgleichung schreiben. Dazu setzen wir

X :={ueC?(J,R) | u erfiillt (4.74")}, Y :=C°J,R)
und definieren
F:XxR—-Y, F(u,A) := Lu+ Au + p(u) .. (4.75)

Wir verwenden dasselbe Symbol p fiir den Nemytski-Operator (sieche Abschnitt 1.4), wie
auch fiir die reellwertige Funktion p. Losungen von (4.74), (4.74’) sind dann die Paare
(u, A) mit F(u,A) = 0 und u € X. Wir setzen weiter voraus, dass p = p(t,s,&) die
Bedingungen

p(t,0,0) =0, ps(¢,0,0) =0, pe(t,0,0)=0
erfiillt. Damit gilt fiir unser RWP
F(0,A) =0 furalle A\ und Fu(0,\) : u— Lu+ Au.

Man kann zeigen, dass das lineare Problem

—Lu(t) = Au(t) (teJ), }

(4.76)
aou(0) + bou’ (0) aru(m) + bru'(7) = 0

3Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855), franzésischer Mathematiker, nach ihm und Joseph
Liouville ist das Sturm-Liouville-Problem benannt. Er ist namentlich auf dem Eiffelturm verewigt.
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eine Folge von positiven einfachen Eigenwerten Ay mit Ay — oo (k — 00) besitzt. Die
¢k sind die normierten Eigenfunktionen zu den Ay, d.h es ist fow @2 dt = 1. Nun wird
der Satz 4.9 mit po = A\x und 1 = i angewendet. Wir bestimmen den Nullraum und
den Wertevorrat von F, (0, A;). Es gilt

ker(Fu (0, Ax)) = span{px} .
Nach der Fredholmschen Alternative (siehe Satz 1.69) folgt fiir den Wertevorrat

R(Fu(0,Ar)) = [ker(Fu (0, \x)*)]"
= {ue X | {@,u) =0} fiiralle v € ker(F, (0, x)").

Somit ergibt sich
R(Fu(0,A)) = {ueY | Jo uepr dt = 0}.

Wir definieren noch v durch (,u) = foﬂ upr dt. Da Fy A(0,Ax) : v — v und
a = (Y,pr) = [5 rdt = 1 ist auch die Bedingung (4.34) erfiillt und Satz 4.9 kann
angewendet werden und liefert, dass jeder Eigenwert Ay ein Bifurkationspunkt fir ' =0
ist. Damit ist bewiesen:

Fiir jedes k = 1,2, ... gibt es eine stetige Familie uy von nichttrivialen Losungen von
(4.74), (4.74"), so dass ||[ux||cz — 0 (A — Ai).

Somit ist der Existenznachweis fiir Losungen des Sturm-Liouville-Problems gefithrt. W

Wir wollen uns nun noch etwas mit dem geometrischen Charakter der Satze 4.9-4.12
beschéftigen. Hat man die Ljapunov-Schmidt-Reduktion auf die Gleichung F'(u, A\) = 0
angewendet, verbleibt die Diskussion der Verzweigungsgleichung. Dies ist eine endlichdi-
mensionale Gleichung der Form §(t, 4) = 0 mit einer C?>-Funktion 3. Sie hat die Eigen-
schaften

B(0, ) =0 fiir alle p, 5:(0,0) =0 und B, # 0.

Die Rechnung liefert uns zwei Losungszweige: die triviale Losung und eine nichttriviale
Lésung, die Anlass zu einer Bifurkationslosung gibt. Angenommen, dass F' durch eine
Funktion F mit ||F — Flj¢> < ¢ mit kleinem & gestért wird. Die Stérung von F durch
F wird sich auch auf B auswirken, in dem Sinn, dass 8 = 0 durch die gestorte Bifur-
kationsgleichung 3 = 0 mit ||3 — B|c2 < & ersetzt wird. Im Allgemeinen ist es moglich
zu beweisen, dass die Nullstellen von 5 aus zwei Zweigen bestehen, die sich zwar nicht
schneiden, jedoch nahe beieinander liegen (siche Abbildung 4.6).

Wir bringen jetzt noch ein Beispiel fiir den Fall, dass der Kern von F,, (0, \*) zweidimen-
sional ist (vgl. Satz 4.16).
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a) b)

Abb. 4.6 a) Lésungen von 3 =0, b) Ldsungen von 3 =0

Beispiel 4.20 (Van-der-Pol-DGL)
Die von dem hollandischen Physiker Balthasar van der Pol um 1920 aufgestellte Glei-
chung lautet

i4z=e(l—a?)i, (¢ kleiner reeller Parameter). (4.77)

Sie diente damals der mathematischen Beschreibung von Oszillationen in einem elektri-
schen Schwingkreis mit Triode. In diesem Fall représentiert z(t) die Spannung zur Zeit ¢
(sieche Abbildung 4.7).

B
T e
E v M o=

ME

- +

Abb. 4.7 Elektrischer Schwingkreis fiir die Van-der-Pol-Gleichung (links), Kennlinie der span-
nungsgesteuerten Stromlinie (rechts)

Auf die Herleitung der Gleichung (4.77) wird nicht eingegangen, siehe dazu Philip-
pow (1971). Die Triodenkennlinie wird im Arbeitspunkt durch i, = ao + ai1u —
azu® (ao,a1,a3 > 0) approximiert. Dariiber hinaus wird sie in vielen anderen physi-
kalischen Systemen und in bestimmten Modellen von chemischen Reaktionen zur Mo-
dellierung verwendet. Die Behandlung der Gleichung (4.77) erfolgt hier zunéchst mit
den bereitgestellten funktionalanalytischen Hilfsmitteln. Wir vergleichen die gewonnene
Losung dann auch mit der Mittelungsmethode.

Unser Ziel ist es, fir die Gleichung (4.77) eine einzige periodische Losung fiir kleine &
nachzuweisen. Eine solche Losung nennt man wieder Grenzzyklus. Dieser wird sich als ein
stabiler Grenzzyklus fiir € > 0 erweisen, d. h. alle Losungen mit Startwerten z(to) # 0
laufen mit t — oo auf dem periodischen Orbit ein.



186 4 Analytische Bifurkationstheorie

Der Leser sollte beachten, dass es auch geschlossene Losungen in der (z, y)-Phasenebene
gibt, die nicht periodisch sind. Dazu muss man als Beispiel nur das heteronome System

T =2y, y=-—2

betrachten, welches Losungen der Form z(t) = acost® + Bsint?, y(t) = —asint? +
8 cos t2 besitzt, deren Phasenkurven geschlossen, jedoch nicht periodisch sind. In unserem
Fall (autonome DGL) sind geschlossene Phasenkurven jedoch stets periodisch.

Wir wollen nun den Existenznachweis eines Grenzzyklus in der DGL (4.77) fithren. Fiir
e = 0 ist die (z, #)-Phasenebene mit konzentrischen Orbits ausgefiillt (siche Abbildung
4.8 (rechts)). Man fragt nun, was passiert, wenn man dieses Phasenportrait durch die
Nichtlinearitit (1 — 22)i (¢ # 0) stért. Das Ergebnis ist der oben beschriebene Grenz-
zyklus (siche Abbildung 4.8 (links)), der jetzt nachgewiesen wird. Fiir ¢ = 0 liegen
Eigenlosungen der Form z(t) = acost mit beliebigem a € R vor. Dies fiihrt zu dem
Versuch, Losungen in der Form

14n, == a(l+a)cost+y
O(), a=0(), y=0(), €—0

(4.78)
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Abb. 4.8 Nur ein (asymptotisch stabiler) periodischer Orbit (links, € > 0 in (4.77)), ein Konti-
nuum periodischer Orbits (rechts, e = 0 in (4.77))

Ein Ziel ist es wieder, die Gleichung (4.77) in ein &quivalentes System zu iiberfithren,
welches aus einer eindeutig losbaren Gleichung und den Bifurkationsgleichungen besteht.
Zunéchst wird die Gleichung (4.77) in die Form

Tz = F(z,e), T:Corx—Coy, Tx:=i+x, F(ze):=ec1—2z)i (4.79)
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gebracht. Die Raume C§7r bestehen aus allen 27-periodischen Funktionen, die k-mal ste-
tig differenzierbar auf R sind. Der Grundgedanke der Projektionsmethode besteht in der
Zerlegung des Urbild- und Bildraumes des Operators T in eine direkte Summe ,ortho-
gonaler* Teilraume. Insbesondere werden Null- und Bildraum des Operators T' bendtigt.
Beide wurden in Beispiel 4.18 bestimmt und auch die Projektoren P und @ aufgestellt.
Diese Ergebnisse werden iibernommen. Zunéchst wird € C3, zerlegt in @ = z1 + x2
mit 1 := Pz, x2 := (I — P)z. Hierbei ist 1 € R(P) = N(T). Da der (z,¢)-Raum
der Gleichung Tx = 0 aus lauter konzentrischen Kreisen besteht und diese auch durch
die Wahl von z1(t) = acost, a € R, erzeugt werden kdnnen, geniigt es, = in der Form
z = acost + y mit Py = 0 darzustellen. Die Gleichung

G(z,e) :=Tx — F(z,e) =0 (4.80)
geht iiber in

G(z1+z2,6) =T (z1 +22) — F(z1 + 22,¢6) =Tz — F(z1 + z2,6) = 0.

Nun wird diese Gleichung mittels @ in die entsprechenden Teilrdume projiziert:

(I—-Q)[Tz2 — F(z1+ x2,6)] = 0,

(4.81)
Q[Txz2 — F(x1 4+ 22,¢)] = 0
Wegen QTx2 = 0 und Qx2 = Px2 = 0 ergibt sich schlielich (siehe (4.18))
Sxo = Txg + Pxo = (I — Q)F(ml + xQ,E)
bzw. in der zu untersuchenden Form
z2 = STN(F(x1 + x2,¢) — QF (21 + x2,¢€)), (4.82)
0 = QF(z1 + x2,¢). (4.83)

Die Gleichungen (4.82) und (4.83) sind aquivalent zur Ausgangsgleichung (4.79). Wie
bereits erwéahnt, ist (4.82) eindeutig nach xz2 in Abhéngigkeit von x1 und € (bei kleiner
Norm ||z1]],|e]) auflésbar. Diese Losung z2 = z5(z1,e) mit ||z1]] < r1 und |e] <
ra, ri,r2 > 0, in (4.83) eingesetzt, liefert das System der Bifurkationsgleichungen. In
unserem Fall zwei nichtlineare Gleichungen der Form

(u1, F(z1 + a5(21,€)) ) = 0, (4.84)
(v1, F(z1 + z3(21,€)) ) = 0, (4.85)

mit ui1(-) = \%sin(-) und v () = \%COS(-). Das Symbol (-,-) bezeichnet das Skalar-

produkt, wie in (4.69) eingefithrt. Wir 16sen dieses nichtlineare Gleichungssystem in drei
Schritten.
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1. Schritt: Wir beginnen mit einer einfachen aber wichtigen Substitution, die es uns
erlaubt, das Aufsuchen von Schwingungen der Gleichung (4.79) mit einer derzeitigen
unbekannten Periode von T' = 27 /w (w = 1) auf die Periode 27 zu transformieren. Da-
durch wird es moglich, das Problem in 27-periodischen Funktionenrdumen zu betrachten.
Aus diesem Grund setzen wir 7 = wt. Die Gleichung (4.79) geht dann iiber in

Wi+ = we(l — %) (4.86)

Der ,,Ableitungspunkt“ wird beibehalten, natiirlich bedeutet er jetzt die Ableitung nach
7; 2 ist nun eine Funktion von 7. Nun wird z(7) = ag(1+«) cos 7+ y(t) in die Gleichung
(4.86) eingesetzt und man erhilt mit a := ag(1+ ) und 1 +n =1

j+y=F(yena), yeCi. (4.87)
Fiir F ergibt sich nach Rechnung der Ausdruck

F(y,e,n,a) == —2n(acosT +y) —n°(acost +y) + (1 +n)f(y,a),

a2 3

fly,a) = (Z — 1>asin7'—|— %sin37+a2ysin27

a2 2

+ ay2 sinT + (1 5 T cosQT)y —2ay -ycosT — y2y.
Der Ansatz x = a cos T + y reprisentiert nicht jedes z € C3,., da der Anteil ,sin 7 fehlt.
Wiirde man den Ansatz ¢ = ao(l + «) cosT + bo(1 + () sinT + y mit entsprechenden
Grofien bo und § wahlen, dann wiirde die Losbarkeitsbedingung PF = 0, siehe 2. Schritt,
anstatt %a% — 1 = 0 zweimal die gleiche Beziehung —1 + ia% + ibg = 0 liefern. Ohne
Einschrénkung kann darin bg = 0 gesetzt werden, ohne Losungen zu ,yverlieren .

2. Schritt: Es folgt die Gewinnung einer notwendigen Bedingung fiir die Losung der
Gleichung (4.87). Fiir jede Losung y der Gleichung (4.87) muss F' € R(T") gelten. Dies
ist gleichbedeutend mit

PF =0 bzw. (u1,F) = (v1,F) = 0. (4.88)

Es wird (sin 7, F') berechnet (man beachte, dass Py = 0 gilt):

a2

(sint, F) = e(1+n) {(4 - 1>aﬂ' + a*(sin7,ysin27) + a(sinT,y’sinT)
a? a® ’ ’ 2
+ <sin7', (1 -3~ 760827’)3} > — 2a(sinT,yy cosT) — (sinT,y "y’ )| = 0.
Nach Division durch & # 0 ergibt sich ein Ausdruck der Form
2

(%2 = 1)aom +0(y,m0) = 0 fiix alle (y,n, ) € U(0).
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Die Gleichung ist nur erfiillt, falls %a% —1 =0, also ap = 2 gewahlt wird. Da —x
ebenfalls eine Losung von (4.77) darstellt, liefert die Wahl ag = —2 keine neue Losung.

3. Schritt: Die Gleichung (4.87) wird jetzt mittels Projektionsmethode in ein fquivalentes
Gleichungssystem tiberflihrt. Wegen P = ) wird mit dem Projektor P gearbeitet. Gemaf
der Uberfithrung der Gleichung (4.80) in das System (4.82) und (4.83) ergibt sich jetzt
mit Q@ = P, z1 = ao(l+ a)cosT und z2 =y :

Yy = S_l(F(yagvnva)_PF(yagvnva))v (489)
0 PF(y,e,n, ). (4.90)

Das System (4.89), (4.90) ist zur Gleichung (4.87) &quivalent. Jede Losung von (4.87)
erzeugt eine Losung des Systems und umgekehrt. Die Gleichung (4.89) lasst sich mittels
impliziten Funktionentheorems (siehe Satz 1.80) eindeutig nach y in Abhéngigkeit von
g, n, a auflésen. Wir bezeichnen die Lésung mit y = y* (g, n, ). Die Funktion y* existiert
lediglich auf einer (hinreichend kleinen) Umgebung um ¢ = n = a = 0. (Die Voraus-
setzungen des impliziten Funktionentheorems sind erfiillt, da die rechte Seite in (4.89)
keine Linearteile in y enthélt.) Nun werden aus der Gleichung (4.89) Eigenschaften der
Losung y* abgeleitet und einige Koeffizienten der Taylor-Reihe berechnet. Da die rechte
Seite von (4.89) analytisch ist, gilt entsprechendes auch fiir y* in einer Nullumgebung
von g,n und «. Somit kénnen die Koeffizienten der Losung y™* z. B. durch Koeffizienten-
vergleich gewonnen werden. Wir schreiben die Gleichung in der Form Sy = F — PF und
bezeichnen die rechte Seite mit F' := F — PF. Dann ergibt sich

Fy,e,n,a) = —2ny —n?y +e(1+n)[2(1 + a)®sin 37
+4(1 4 a)?ysin27 + 2(1 + a)y?sinT — (1 + 4o + o2y’

—2(1+ a)2y’ cos2T —4(1 + a)y - y' cos T — vy

—2(1 4+ a)*(v1,ycos 27)u1 — 2(1 4 a)(v1,y* cos T)u1 oy
— 2(v1,9*)ur +2(1 + @)*(u1,y cos 27)vy
+2(1 + a){u1,y* cos Tyvr + & (u1,y°)v1] .
Fiir die Losung y* (e, n, o) gilt fiir hinreichend kleine €, 7, o die Beziehung
Sy* = F(y*(e,n, ), e,m,0), e, |nl,|al <8, § > 0. (4.92)

Hieraus gewinnt man eine Strukturaussage fur die Losung y*. Es gilt fur ¢ = 0 die
Gleichung

Sy*(0,m, @) = F(y*(0,n,a),0,n,a) = —2ny" (0,7, @) — n’y" (0,7, ). (4.93)
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Diese Gleichung besitzt jedoch nach dem Satz iiber implizite Funktionen genau eine
Losung y*. Nun ist y* (0,7, a) = 0 einzige Losung von (4.93), d. h. es gilt die Beziehung

y*(0,m,0) =0  furalle ||, |a| <. (4.94)

Hieraus folgt sofort, dass alle Ableitungen nach 7 und « sowie auch alle gemischten
Ableitungen verschwinden. Dies erleichtert die Berechnung der Anfangsentwicklung von
y*(e,m, ) erheblich und liefert auflerdem die angekiindigte Strukturaussage tiber die
Losungsdarstellung von y™* (g, n, a):

* — _fg 3 5 2
y (e, n,a)(r) = 4sm37' (16COS3T+48COS5T)€

- %(sin 37)en — %(sin 3r)ea + O3(e, n, ), (4.95)

bzw. wegen (4.94)
v (e,m,0) (1) = —Z sin 37 + 0(e2) + e(0(n) + O()). (4.96)

Der Term Os(e, n, o) enthélt Glieder der Ordnung > 3.
Nun wird der Ausdruck PF(y,e,n, ) berechnet und dann die Losung (4.96) eingesetzt.
Die Gleichung PF = 0 zerfillt in zwei nichtlineare Gleichungen in €,7n, a. Im Einzelnen
ergeben sich aus (u1, F') = (vi, F') = 0 die Gleichungen

e(1+n)[2vma(l + )2+ a) + 4(1 + @)*(v1, (cos® 7)y)

+2(1 + a) (o1, (cos T)y?) + %(m,yg')] —0, (497)

2V (20 +n°) (1 + &) + £(1 + n) [4(1 + a)*(us, (cos” 7)y)

+2(1 + a)(u1, (cos T)y>) + %(uhy?’)] =0. (4.98)

Als néchstes wird in (4.97) und (4.98) die Losung (4.95) eingesetzt und somit die an-
gekiindigten Bifurkationsgleichungen gewonnen. Da Losungen mit Parameter € # 0 ge-
sucht werden, kann in (4.97) zuvor noch durch e dividiert werden. Die erforderlichen
Rechnungen werden dem Leser iiberlassen. Alle Terme, bis einschliefflich zu den Gliedern
2. Ordnung sind exakt berechnet. Es ergibt sich aus (4.97)

4o — éeQ + 0" + 03(e,m,0) =0 (4.99)
und aus (4.98)

4 — 252 +2n” +4na + O(e*) + Os(e,m,0) = 0. (4.100)
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Das System (4.99), (4.100) ist linear in Bezug auf n und «. Der Satz iiber implizite
Funktionen liefert das folgende Resultat: Es existiert ein eg > 0, so dass das System
(4.99), (4.100) Losungen n = n*(¢) und o = a™(¢) mit n*(0) = «*(0) = 0 besitzt. Die
Lésungen sind fiir |e| < eg analytische Funktionen. Man kann auch hier die Koeffizienten
wieder durch Koeffizientenvergleich bestimmen. Die Potenzreihendarstellungen fiir n*
und o™ (jeweils nach dem quadratischen bzw. kubischen Glied abgebrochen) lauten:

* _iZ 3 * _iZ 3
() = g¢ +O(E7), a’(e) = 55e" +0(), [e] <eo.

Setzt man diese Losungen in (4.95) ein, erhalt man fiir y* die Darstellung (|e| < £0)

3

y*(r,e) = —% sin3r — &2 (3 cos 37 + S cos 57') _ e sin 37 + O(e*) . (4.101)

16 48 256

Nun muss man lediglich noch die Zeit 7 geméfl 7 = wt nach t und 1 +n = % nach w
zuriick transformieren. Damit ergibt sich abschliefend

x*(t,e) = 2(1 + a”(g)) coswt — isin 3wt —O0(e%), el < eo (4.102)
mit
w:w*(s):#:l—isg—kO(a‘l) le] < e
1+7*(e) 16 ’ 0
. 1
a*(e) = =2+ 0, |e] <eo.
32
Damit ist die Auflésung des Systems (4.84) erfolgt. |

Im engen Zusammenhang mit der nachgewiesenen periodischen Losung (4.96) steht die
Frage nach der Stabilitdt des Grenzzyklus. Hierzu gibt es hinreichende Bedingungen fiir
Differenzialgleichungen der Form

Z4 f(z)-z+g(x)=0

(siehe z. B. Bogoljubov und Mitropolski (1965), Verhulst (2000)). In unserem Fall erfiil-
len die Funktionen f(z) := e(z* — 1) und g(z) := = die dort angegebenen Bedingungen
fiir e > 0. Diese sichern die Existenz genau eines stabilen Grenzzyklus. Fiir grofle x ist
—&(1—2?%) > 0. Dies verursacht einen Dampfungseffekt, der die Stabilitit des Grenzzyk-
lus vermuten lésst. Die Bifurkation der DGL tritt insofern ein, dass von der Schar kon-
zentrischer Kreise in der Phasenebene ((x, #)-Ebene) fiir € = 0 nur noch ein Grenzzyklus
mit der Amplitude nahe 2 fiir € > 0 ,librig bleibt “. Das Phasenportrit der Differenzial-
gleichung hat sich also bei Durchgang von € durch den Nullpunkt abrupt gedndert. Es
ist dabei qualitativ ein vollig anderes Phasenportrat entstanden.
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Beispiel 4.21 (Stabilitdt eines Grenzzyklus)

Um die Stabilitat eines Grenzzyklus zu diskutieren, bendtigt man das in Bogoljubov
und Mitropolski (1965) bzw. Verhulst (2000) angegebene Kriterium nicht. Man kann
stattdessen wie folgt vorgehen. Wir betrachten die Klasse der Differenzialgleichungen

der Form
4+ h(z,z)+g(x) =0 (4.103)

mit hinreichend glatten Funktionen A und g. Fiir den Zweck der Interpretation werden

wir weiter annehmen, dass das entsprechende DGL-System

=y, y=-hz,y)-g) (4.104)

einen einzigen Fixpunkt bei (z,y) = (0,0) besitzt, d. h. die Gleichung h(z,0) + g(x) =0
besitzt nur die Losung = 0 und es gelte auBerdem ¢(0) = 0. Unter diesen Bedingungen
kann (4.103) als Modell fiir eine Feder (auch fiir einen elektrischen Schwingkreis) ange-
sehen werden, dessen freie Bewegung durch die Gleichung & + g(z) = 0 (konservatives
System) beschrieben wird. Die ,duere Kraft —h(z,z)“ beeinflusst die Bewegung des
Systems, indem sie Energie liefert oder absorbiert. Definiert man eine potenzielle Ener-
giefunktion fiir das Masse-Feder-System durch V(z,4) := [ g(#)dz und eine kinetische
Energie durch T'(z,z) = %a’cQ, dann lautet die Gesamtenergie

E(z,z) :=T(x,z) + V(z,z) = %Z'C’Q + /Ox g(&) de. (4.105)

Die zeitliche Ableitung lings Phasenkurven (der Kiirze halber mit z statt mit x(¢) be-
zeichnet) liefert

dE(z, ) _

p” & -E+g(x) & =a(—g(x) — h(z,2)) + g(z) - & = —dh(z,£). (4.106)

Aufgrund dieser Formel lassen sich ohne Kenntnis der Losung der Gleichung (4.103)
Aussagen iiber das Verhalten von E langs eines Orbits und somit tiber die Stabilitét
eines Fixpunktes machen. Darin liegt gerade die Bedeutung dieser Energiefunktion, die
man auch Ljapunov-Funktion nennt. Hier sei nur so viel gesagt, dass die Ljapunov-
Funktion benutzt wird, um die Stabilitéit eines Fixpunktes in einem dynamischen System
zu bestimmen. Leider gibt es keine allgemeine Methode, um eine Ljapunov-Funktion zu
konstruieren. Ein guter Kandidat fiir eine Ljapunov-Funktion sind Erhaltungssétze aus
der Physik.

Setzt man in (4.105) G(x) := [ g(&) d¢ > 0 voraus (x # 0), dann ist E eine Ljapunov-
Funktion, wenn man noch & - h(x,2) > 0 fir £ # 0 annimmt. Aus diesen Bedingungen
ergibt sich dann die asymptotische Stabilitit des Fixpunktes (z,4) = (0,0) € R?. Der
Leser moge sich mit dem Begriff der Ljapunov-Funktion und der daraus folgenden Sta-
bilitét anhand des Buches von Aulbach (1997) beschéftigen.
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Fiir eine nichtlinearen Schwingung ohne Reibung mit h(z,2) = 0 und = - g(z) > 0
fiir © # 0 ist es naheliegend, die Energiefunktion E(z,4) = 4% + G(z) als Ljapunov-
Funktion heranzuziehen. Es ist E(z,%) > 0 fiir (z,4) # (0,0) und E(z(t),(t)) = 0.
Also ist die Nullosung stabil.

Im Allgemeinen ist es schwierig, isolierte periodische Schwingungen nachzuweisen und
sie dann auch noch zu konstruieren. Vor einer weiteren komplizierten Aufgabe steht man
dann, wenn auch noch die Stabilitit des Grenzzyklus untersucht werden soll. Solche
Untersuchungen wollen wir nun fiir die Familie von Gleichungen der Form

Z+4eh(z,z)+x=0. (4.107)

durchfiihren. Die Gleichung # 4 eh(z,4) + w?z = 0 kann durch einen Variablenwechsel
7 = wt in die Form (4.107) (mit einem neuen ¢) gebracht werden. Als System lautet
(4.107)

=y, y=-z—ch(zy). (4.108)

Wir nehmen an, dass | € [« 1 und h(0,0) = 0 ist, so dass (0,0) ein Gleichgewichts-
punkt ist. Bei der Van-der-Pol-Gleichung ist h(z,y) := —(1 — 2?)y (siche (4.77)). Die
Gleichung (4.107) besitzt fir ¢ = 0 die allgemeine Losung z(t) = acos(t + a), wobei
a und « willkiirliche Konstanten sind. Soweit das Phasendiagramm der Differenzialglei-
chung betrachtet wird, kann man sich auf den Fall ¢ > 0 und a = 0 einschrianken, da
verschiedene Werte von « lediglich zu verschiedenen Zeitanfadngen korrespondieren. Die
Orbits bleiben unverdndert. Die Familie von Orbits der Gleichung

=y, y=—x (¢=0 in (4.108)) (4.109)
ist in parametrischer Form gegeben durch
x(t) = acost, y(t) = —asint, t €0, 27]. (4.110)

Die Periode all dieser Orbits ist T' = 2x. Fiir kleines € # 0 haben wir gezeigt, dass sich
ein Grenzzyklus einstellt, der in der Nédhe einer dieser Losungen (4.110) liegt und mit
€ — 0 dagegen konvergiert. Folglich kann man annehmen, dass der Grenzzyklus ungefdhr
das Aussehen

z(t) = acost, y(t)~ —asint und T =~ 27 (4.111)

besitzt, wobei T' seine Periode ist. Aus (4.106) folgt mit eh anstelle von h durch Integra-
tion iiber eine Periode T fiir die Energie E(t) (¢ = y)

E(T) — E(0) = —¢ /O h(z(t), y(t) y(t) dt. (4.112)
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Da der Orbit geschlossen ist, stimmt die Energie im Periodenpunkt 7" mit E(0) nach
einem Umlauf {iberein. Folglich gilt

/O h(z(t), y(t)) y(t) dt = 0 (4.113)

entlang des Grenzzyklus. Setzt man die Approximation (4.111) in das Integral ein, ergibt
sich

27
/ h(acost,—asint)sintdt =0 (4.114)
0

(nachdem man durch den Faktor —ea dividiert hat). Dies ist eine Gleichung, aus der
man die unbekannte Amplitude a des Grenzzyklus bestimmen kann. Fiir den Fall der
Van-der-Pol-Gleichung (4.77) ergibt sich mit h(z,y) = —(1 — 2%)y die Gleichung
27
(1 —a®cos® t)(—asint)sintdt = 0.
0
Dies fithrt zu der Bestimmungsgleichung fiir die Amplitude:

1
1/4a*m —amr =0 <= 1—Za2=0, (a #0)

mit der positiven Losung a = 2. Diese Amplitude kann also fiir kleine Storungen eh als
eine Naherung fiir die Amplitude des Grenzzyklus angesehen werden.

Wir nehmen voriibergehend an, dass die Existenz des Grenzzyklus bereits nachgewiesen
ist. Dann kann man auch seine Stabilitét fiir kleine € zeigen. Dazu nehmen wir weiter an,
dass die nicht geschlossenen Orbits, die in der Nahe des Grenzzyklus liegen, sich auf die
periodische Losung ,aufwickeln “. Diese sind dann naherungsweise durch = ~ acost, y ~
—asint gegeben, wobei a nahezu konstant iber dem Zeitintervall 0 < ¢ < 27 (keine
Periode) ist. Uber diesem Intervall ist die approximierte Engergie E(27) — E(0) gegeben
durch (4.112) und die Funktion f sei definiert durch

27
f(a) = —m/ h(acost,—asint)sintdt, (4.115)
0

mit a € K(2;80) (8o > 0). Weiter sei ap = a die Amplitude fir den Grenzzyklus, so
dass f(ao) = 0 (kein Energieverbrauch!) gilt. Falls der Grenzzyklus stabil ist, dann ist in
dem inneren Spiralsegment (a < ag) ein Energiegewinn und im #ufleren Spiralsegment
(a > ao) ein Energieverlust vorhanden. D. h., dass fiir § > 0 (hinreichend klein) gilt:

fla) >0, falls ap —d < a < ao (4.116)

fla) <0, falls ap < a < ap+ 4.
Sind die Vorzeichen von f(a) vertauscht, dann ist nach analoger Schlussweise der Grenz-
zyklus instabil. Falls f differenzierbar in einer Umgebung von ao ist, dann ist der dazu-
gehorige Grenzzyklus stabil, falls f/(ap) < 0 und instabil, falls f’(ag) > 0. Im Fall der
Van-der-Pol-Gleichung (4.77) ergibt sich

27 2
fla) = sa/ (1 —a®cos’t) - asint - sint dt = nea’ (1 — 2) .
0
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Folglich gilt f'(a) = mea(2 — a?) und f'(2) = —4me, was fiir € > 0 die Stabilitédt und fiir
e < 0 die Instabilitdt des Grenzzyklus bewirkt. In Abbildung 4.8 (links) ist ein stabiler
Grenzzyklus dargestellt.

Amplituden und Frequenzabschitzungen kénnen auch mittels Polarkoordinatentransfor-
mation erfolgen. Wir starten wieder mit der Gleichung (4.107) bzw. dem &quivalenten
System (4.108) und wir nehmen an, dass (4.108) mindestens eine periodische Losung
besitzt. Jede Phasenkurve kann durch zeitabhéngige Polarkoordinaten r(t) und ¢(t) pa-
rametrisiert werden. Mit « = r(t) cos ¢(t) und y = r(t) sin () geht (4.108) iiber in

7 COS@ — rYsing = rsing
7siny + r¢cos o = —eh(rcos p, rsinp) — rcos g

und liefert ein DGL-System in 7, ¢ der Form

( i )_ cosg  sing < rsine )
.| = | _sinp cosp L
%) - eh —rcosyp
—chsinp . )
= (h steht fiir h(rcosep,rsingp)). (4.117)
—1—Z=hcosyp

Die Differenzialgleichung fiir die Phasenkurven lautet folglich
dr ehsing
— = 4.118
dp 1+ EShcosy ( )
Wir nehmen an, dass ein periodischer Orbit die Periode T'(g) besitzt. Dann besitzen
r(t), ¢(t) und auch h die Periode T'(¢), d. h. es gilt r(to + T'(¢)) = r(to) fur alle to
und ebenso fir alle anderen Gréfien. In Bezug auf die Koordinate ¢ sind in (4.118) alle

GroBen 27-periodisch. Die Abbildung 4.9 zeigt das Phasendiagramm und die Relation

ceee=0
Y e#£0

Y\ t=T, =0

jt(),ga%r

Abb. 4.9 Phasenportrait fiir e = 0 und € # 0 (links), Relation zwischen ¢ und ¢ (rechts)

\\
/
6

zwischen ¢ und ¢. Ein typischer Grenzzyklus ist folglich durch folgende Randbedingungen
beschrieben:

r =10, =27 zum Zeitpunkt ¢t =0, (4.119)
r=rg, @ =0 zum Zeitpunkt ¢t =T. .
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Wir nehmen jetzt an, dass |e| < 1 gilt und weiter der Grenzzyklus aus einer kleinen
Verzerrung, einer Stérung einer der Kreise des linearisierten Systems & 4+ = = 0 besteht.
Wie kann man nun die Periode T und die Kreisfrequenz w = 27” angendhert unter
Benutzung der Gleichungen (4.117) und (4.118) berechnen? Dazu wird die rechte Seite

von (4.118) in Bezug auf e approximiert. Es ergibt sich

j—; = ehsinp + O(e?). (4.120)

Integriert man (4.120) beziiglich ¢, beginnend mit ¢ = 27, dann erhélt man
r(p) —r(2m) = O(e) oder r(y) =10+ O(e), (4.121)

da r(27) = ro geméB (4.119) gilt. Somit ist die Abweichung vom Kreis vom Radius 7o
von der Ordnung O(g). Integriert man (4.120) iiber das gesamte Zeitintervall des Kreises
(4.119) von ¢ = 27 bis ¢ = 0, dann ergibt sich

0
ro —T0 = 5/ h(r cos @, 7sin @) sin @ dp + O(e?) bzw.
2

T

2w
0= —/ h(rcosp,rsinp)sinpdp + O(e) (e #0).
0

Substituiert man r durch (4.121) und entwickelt h an der Stelle 7o (nullte Naherung),
dann ergibt sich

2m
/ h(rocos,rosinp)sinpdp = O(e) .
0

Da diese Beziehung fiir alle £ (hinreichend klein) gelten muss und die linke Seite der
Gleichung nicht von e abhéngt, folgt

27
/ h(ro cos ¢, rosing)sinpde = 0. (4.122)
0

Diese Beziehung dient zur ndherungsweisen Berechnung der Amplitude ro des Grenzzy-
klus. Die entsprechend aussehende Bedingung (4.114) kann aus (4.122) gewonnen werden,
indem man die zweite Gleichung in (4.117) nach ¢ integriert und ¢ = 27 — ¢ + O(¢) in
(4.122) einsetzt. Der fithrende Term in (4.122) ist dann genau (4.113).

Um die angendherte Periodendauer 7' des Grenzzyklus zu erhalten, geht man wie folgt
vor. Fiir T gilt die Beziehung

T 0 27
Y T T L R
0 on P o 1+ Zh(rcose, rsinyp)cosp
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wobei (4.117) benutzt wurde. Ersetzt man wieder r durch 7o + O(e), entwickelt h in
Bezug auf 7o in eine Taylor-Reihe, entwickelt 1/(1 + erg ' h cos ) mittels geometrischer
Reihe und verwendet nur die Glieder bis zur Ordnung O(g), dann ergibt sich fiir T der
Ausdruck

T o L h(ro cos g, ro sin @) cos ¢ + O(?)) dy

Il
—~
—_
\
m
]
o

27
h(ro cos @, Tosin @) cos @ dp 4+ O(e?) (4.123)

%
[\]
R
I
|

mit einem Fehler der Ordnung O(£?). Daraus ergibt sich die Kreisfrequenz

) 27
w="T 145 h(ro cos @, Tosin @) cos @ dp + O(e?) (4.124)
T 2mro Jo
wiederum mit einem Fehler von O(e?). u

Die in diesem Abschnitt allgemein beschriebene Methode wird nun auf die Van-der-Pol-
Gleichung angewendet.

Beispiel 4.22 (Stabilitdt des Grenzzyklus der Van-der-Pol-DGL)
Wir betrachten die Van-der-Pol-Gleichung (4.77) als DGL-System

i=y, g=-z+e(l—2z)y (4.125)
und leiten mit der (zeitabhéngigen) Polarkoordinatentransformation
x=r(t)cose(t), y=r(t)sinep(t)

eine aquivalente Gleichung her. Dies ist bereits allgemein fiir die Gleichung (4.107) getan.
Dort ist (z = y)

h(z,&) = h(z,y) = —(1—2%)y und h(rcosep,rsing) = —(1—1>cos” @) rsin .
Fiir die Frequenz des Grenzzyklus der Van-der-Pol-Gleichung mit h(z, &) := —(1 — )
und der Amplitude rg = 2 ergibt sich aus (4.124) der Wert

c 27
w = 1—1—4— (1 — 4cos® @) (—2sin ¢) cos p dp 4+ O(e?)
™ Jo
= 14+0+0(%).

Der Integrand ist eine ungerade Funktion in Bezug auf ¢ = 7. Somit ist die Frequenz
gleich 1 und mit einem Fehler von O(e?) behaftet. |
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Die hier dargestellte Methode erweist sich als durchaus praktikabel und programmierfa-
hig. Falls gewiinscht, ist mit dieser Herangehensweise eine noch bessere Approximation
von Amplitude und Schwingungsdauer moglich. Es sei jedoch noch einmal bei dieser
Methode kritisch angemerkt, dass die Existenz eines Grenzzyklus mit einer anderen Me-
thode (z. B. Ljapunov-Schmidt-Methode oder Poincaré-Methode) gezeigt werden muss.
Erst dann macht es Sinn, Amplitude und Frequenz des Grenzzyklus ndherungsweise nach
den vorgestellten Methoden zu berechnen.

Das Losungsverhalten einer DGL in der Nahe einer periodischen Losung kann mit der
Poincaré-Abbildung® untersucht werden. Sie kann als Nachweis fiir die Existenz eines
Grenzzyklus herangezogen werden. Hierbei ergibt sich eine schéne Anwendung des Satzes
1.80 iiber implizite Funktionen.

Beispiel 4.23 (Poincaré-Abbildung)
Wir nehmen an, dass wir eine nichtkonstante T-periodische Losung o (Bezeichnung:
wo(t) = p(t;x0)) des autonomen DGL-Systems

z = f(x), z(0) =¢ (4.126)

kennen. Wir setzen voraus, dass f € C'(G), G C R™, G offen und bezeichnen mit
©(+;€) die Losung des Anfangswertproblems von (4.126), die ¢(0;&) = £ erfillt. Wir
interessieren uns fiir das Verhalten weiterer Losungen, die zur Zeit ¢ = 0 nahe po(0) =
0 = ¢o(T) starten. Es sei

S :={z eR" | (z — zo, f(z0))rn = 0}

und (-, -yg» bezeichnet das Skalarprodukt im R™. Um zu zeigen, dass eine Losung ¢(+; &)
auf einem solchen Intervall [0,¢(£)] existiert, d. h. ¥ NU (U ist eine Umgebung von
xo) nach einer positiven Zeit ¢(§) (¢(§) nahe der Periode T von ¢q) erreicht wird (siehe
Abbildung 4.10), benutzt man den Auflésungssatz. Wir 16sen dazu die Gleichung

®(t,€) := (p(t;€) — zo, f(20)) =0 (4.127)

in der Néhe des Punktes (T, zo). Der Punkt (T, x¢) ist ein Losungselement von (4.127),
denn es gilt (p(T;x0) — xo, f(x0)) = {wo(T) — zo, f(xo)) = 0. Weiter folgt fiir die
Ableitung

D4 (T, xz0) = (f(z0), f(xz0)) >0 (f(xzo) #0, da ¢o nicht konstant).

Damit sind alle Voraussetzungen des Auflosungssatzes erfiillt und im Ergebnis erhalten
wir eine Funktion £ — ¢(£), so dass

D(t(£),£) =0 fir £ € U(xo) und t(xo) =T.
4Jules Henri Poincaré (1854-1912), bedeutender franzdsischer Mathematiker, theoretischer Physi-

ker und Philosoph. Seine Forschungen hatten eine starke Wirkung auf die Astronomie, die Geodasie,
die Potentialtheorie und die Quantenphysik.
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Abb. 4.10 Poincaré-Abbildung

Die Ableitung von ® nach £ lautet:

Be(ta0)n = (G a0, fa0)) = (Elt,zon, flao)), € R,

Hierbei ist Z(¢,zo) die Fundamentalmatrix des linearen T-periodischen DGL-Systems
9(t) = f'(po(t))y(t). Dies siecht man so: Es gilt ¢(¢; &) = f(p(t; €)). Differentiation nach
& an der Stelle (t; o) liefert:

d dp

Sepltia) = F(p(tian)) - G ltin) & 552 (Hm0) = 1 (p(to0) - G (tiao).

9e” 5

Die Funktion Z(-, zo) := g—“g(g x0) lést die so genannte Variationsgleichung
§(t) = f'(e(t;20))y(t) .-
Daraus folgt dann letztlich zusammen mit (1.59) die Formel

t'(zo)n = —®¢(T,w0) " 0 Be(T, z0)n

__; E X T n
= o ET @0 f(@0), neR".

All dies erlaubt es uns, das Verhalten der so genannten Poincaré-Abbildung

P(&) == p(t(£);€), £eUNX
zu untersuchen. -

Beispiel 4.24 (Nachweis eines Grenzzyklus mittels Poincaré-Abbildung)

Am Beispiel der Van-der-Pol-Gleichung soll nun gezeigt werden, wie mittels Poincaré-
Abbildung (siehe Beispiel 4.23) eine periodische Losung nachgewiesen und deren Stabi-
litdt untersucht werden kann. Es sei I' ein periodischer Orbit des Systems

&= f(z), =z(0)=¢, (4.128)
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der durch den Punkt xzo geht und X eine Hyperebene, die senkrecht zu I' im Punkt xq
verlauft. Die Losung von (4.128) durch den Punkt & zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird mit
vt(&) = ¢(t;€) bezeichnet und Fluss der DGL (4.128) genannt. Man startet nun mit
diesem Punkt & € X, der nahe bei xg liegt und gelangt nach einer Zeit 7(§) wieder
nach ¥ zuriick. Dieser Punkt wird mit P (&) bezeichnet und die Abbildung P : ¥ — X,
& — P(&) wird Poincaré-Abbildung genannt (siehe Abbildung 4.10). Eigenschaften der
Poincaré-Abbildung wurden bereits in Beispiel 4.23 untersucht.

Wir betrachten die nichterregte, schwach gedampfte Van-der-Pol-Gleichung (4.77). Die
ungestorte Gleichung 4 = 0 ist explizit 16sbar. Die Losungen mit dem Anfangszustand

(2o, %0) sind durch
t— xgcost+ xosint

gegeben. Die Situation, die fiir ¢ # 0 bzw. € = 0 eintritt, zeigt Abbildung 4.8. Wir
untersuchen nun, ob die Differenzialgleichung (4.77) eine periodische Losung besitzt und
was {iber ihre (orbitale) Stabilitdt ausgesagt werden kann. Die Gewinnung des DGL-
Systems wird mit der Einfilhrung der neuen Variablen x = x1, © = —x2 vorgenommen.
Dies sichert einen Durchlaufsinn der Phasenkurven im mathematisch positiven Sinn und
liefert das Van-der-Pol-System (es wird nun wieder 1 = x und x2 = y gesetzt)

i=-y, g=z+e(l-2")y. (4.129)

Belésst man € hinreichend klein, dann bleiben die Orbits des Systems (4.129) mit den An-
fangsbedingungen (x(0),y(0)) = (§,0) in der Néhe des Kreises mit Radius £ mindestens
bis zur Riickkehr zur x-Achse. Préaziser gilt: Falls

tpi(6e) = ((t:6,0), y(t:6,2)T, £€>0, e#0 (4.130)

eine Losung des Systems (4.129) mit den Anfangsbedingungen z(0;&,e) = £ und
y(0;&,e) = 0 ist, dann wird diese Losung zur positiven z-Achse mit dem Schnittpunkt
z(T(&,¢€); &, €) zuriickkehren. Der Nachweis, dass eine solche Riickkehrzeit T'(&, €) exis-
tiert, wurde in Beispiel 4.23 erbracht. Die Funktion (§,¢) — P(§,¢) mit P(§,e) =
x(T(&,€);&, e) heiit auch parametrisierte Riickkehrabbildung. Die Situation wird durch
die Abbildung 4.11 illustriert.

Jeder Fixpunkt der Poincaré-Abbildung (bei festem £ # 0) liefert eine periodische Lo-
sung des Systems (4.129) mit der Losung (4.130) und der Periodenzeit T'(€,¢). Falls
also ¢ ein Fixpunkt der Abbildung £ — P(&,¢) bzw. eine Nullstelle der dazugehorigen
Abstandsfunktion

6(¢,€) :=a(T'(&,6);8,6) — & (4.131)
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Y Poincaré—Schnitt Yy

periodische Orbits gestorter Orbit

Abb. 4.11 Poincaré-Schnitt

ist, dann ist (&,0) der Anfangspunkt fiir eine periodische Losung des gestorten Systems
(4.129). Nun ist klar, dass alles auf das Losen der Gleichung 6(&,e) = 0 hinauslauft
und man Losungen & = £*(¢) sucht. Dazu nutzt man Eigenschaften der Funktion § :
UxV — R, U und V sind offene Teilmengen von R, aus. Wegen § € C¥(U x V) und
0(¢,0) = 0 ist das implizite Funktionentheorem nicht unmittelbar auf die Gleichung
0(&,e) = 0 anwendbar, da d¢(£,0) = 0 und das besagte Theorem gerade d¢(€,0) # 0
fordert. Mit einem kleinen Trick wird das implizite Funktionentheorem jedoch wieder
anwendbar. Dazu wird eine Taylor-Reihenentwicklung im Punkt € = 0 durchgefiihrt. Sie
liefert

5(6,6) = €0:(¢,0) + O(?), (4.132)

wobei O(e?) das Restglied bezeichnet. Fithrt man A(€,¢) := 8.(£,0) 4+ O(e) ein, dann
schreibt sich (4.132) in der Form §(&,e) = eA(&, e). Nun wird versucht, das implizite
Funktionentheorem auf die Gleichung A(£,e) = 0 anzuwenden, da jede Losung £*(e)
mit A(£*(g),e) = 0 auch eine Losung der Gleichung §(€,¢) = 0 darstellt. Damit ist
klar, welche Bedingungen A(§, ¢) erfiillen muss: A(£,0) = 0 und Ag(€,0) # 0, oder in
Bezug auf § muss 6:(&,0) = 0 und d¢-(€,0) # 0 gelten. Man sagt auch, dass unter den
genannten Bedingungen & > 0 eine einfache Nullstelle der Funktion & — A(E,0) ist.
Um das an der Van-der-Pol-Gleichung nachzuweisen, kann man wieder den Ubergang zu
Polarkoordinaten durchfithren und dann die Phasen-DGL (4.118) diskutieren. Hier wird
ein Weg eingeschlagen, der die so genannte Variationsgleichung benutzt.

Zunéchst muss mittels Kettenregel die Ableitung d. (£, 0) berechnet werden:

0c(£,0) = 2(T'(£,0);€,0)T=(€,0) 4 x(T(£,0); €, 0).

Wegen ©(7(&,0);&,0) = —y(0,£,0) = 0 verschwinden alle Ableitungen der Funktion
& — £(T(&,0);&,0) (in Bezug auf &). Folglich gentigt es, die partielle Ableitung von
xe(T(€,0);&,0) zu ermitteln. Dazu wird das System (4.129) in Bezug auf ¢ (an der
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Stelle € = 0) nebst Anfangsbedingungen differenziert. Es ergibt sich das System (auch
Variationsanfangswertproblem genannt):

Te = —Ye, Ye=Te+ (1 - 372)317 IE(O; 3 0) =0, ¥ (Oa &, 0) =0. (4133)

Die Losung dieses Anfangswertproblems lautet
t— ('1‘5 (t’ 57 0)7 ya(t, ga 0))T

In der iiblichen Matrixschreibweise stellt sich (4.133) in der Form

W o= Aw+blt), w0)=0 (w:= (zc,y:)7) (4.134)

A = (0 1), b(t) ::< 0 )
1 0 (l—xz(t;f,O))y('ﬁ;f,O)

dar. Bekanntermafien ergibt sich fiir (4.134) die Losungsdarstellung mittels der Formel
der Variation der Konstanten

w(t) = B(t)w(0) + d(t) /0 ® ' (s)b(s)ds (4.135)

mit der Fundamentalmatrix

cost —sint
D(t) = " = , T(,0) = 20 und
sint cost

x(t;£,0) = Ecost, y(t;€,0) = Esint.
Setzt man dies in (4.135) ein, so erhélt man

7e(2m; €, 0) = T . “1(s)b(s)ds
(ye(%;m)) - @(2)/0 31 (s)b(s)d

(fo% sins[(1 — €2 cos? 5) £ sin s] ds) .

fo% cos s [(1 — &% cos? s) Esins]ds
Nach der Integration entsteht
4 2
0e(£,0) = 7 €(4—¢&7), £>0 (4.136)
und folglich £ = 2 als einfache Nullstelle der Funktion & +— 6:(¢,0), da d.¢(2,0) = —27 #

0 gilt. Folglich bleibt der ungestorte periodische Orbit mit Radius 2 bestehen und da & = 2
einzige Nullstelle ist, werden alle anderen periodischen Orbits des ungestérten Systems
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durch die e-Storung ,zerstort“. Insbesondere gibt es genau eine Funktion & — £*(¢),
die in einer Umgebung von ¢ = 0 definiert ist, fiir die £*(0) = 2 gilt und fiir jedes ¢
(¢ hinreichend klein) das Van-der-Pol-System (4.129) eine periodische Losung mit den
Anfangsbedingungen (z(0), y(0)) = (£*(g),0) besitzt.

Fiir die Stabilitdtsuntersuchung einer (festen) periodischen Losung T'e, € # 0 fixiert,
gehen wir wie folgt vor. Wir wissen, dass bei gewahltem Startpunkt (£*(¢),0) ein peri-
odischer Orbit I'c vorliegt. Fiir diesen ist

(& (e),e) = P(§7(e),e) — €7 (e) = 0.
Um die Stabilitidt dieses Grenzzyklus nachzuweisen, starten wir mit einem Anfangspunkt
(£,0), der nahe bei (£*(¢), 0) liegt (sieche Abbildung 4.12). Die Stabilitét von I'c bestimmt

> //\*P@
NP/

Abb. 4.12 Stabilitatsnachweis

sich allein aus der Kenntnis von P:(£*,€). Dies sieht man so. Unsere Abstandsfunkti-
on §(&,e) = P(&,e) — £ hat folgende Eigenschaften: Es ist §(£*,¢) = 0, § ist nach &
differenzierbar und es gilt 0¢(£*,e) = P¢(£*,¢) — 1. Nach dem Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung gilt fur |£ — £*| < r1, r1 > 0, die Beziehung

(& €) = 0(8",e) = e (& + (€ —€7),e)(§ =€), I€(0,1). (4.137)

Da d¢ (€, €) stetig ist, besitzt d¢ (€, €) dasselbe Vorzeichen wie d¢ (£, €), sofern d¢ (£*, €) #
0 gilt. Beachtet man noch, dass §(£*,¢) = 0 ist, dann kann man folgende Fallunterschei-
dung durchfithren: Falls §¢(£*,¢) < 0, dann folgt auch ¢ (" +9(§ —£¥), ) < 0 und aus
(4.137) folgt fiir £ — £* < 0, dass §(&,&) > 0 ist. D. h., es ist auch P(£,e) — & > 0 bzw.
P(&,e) > €. Hierbei ist 0¢(€*,¢) < 0 gleichbedeutend mit Pe(£*,¢) < 1. Fiir §—&* > 0 ist
5(&,¢) < 0. Daraus folgt P(&,¢) < £ (siehe Abbildung 4.12). Wertet man dieses Ergebnis
aus, dann ndhert man sich nach jedem Umlauf (unabhéngig davon ob man links oder
rechts von (£*,0) startet) der periodischen Losung I'c an. Da sich die Phasenkurven im
Phasenraum nicht schneiden, lauft man auf die periodische Losung I'; ein. Es ist also I'.
unter der Voraussetzung Pg(£*,e) < 1 asymptotisch stabil. In analoger Vorgehensweise
ergibt sich fir P¢(£*,e) > 1, dass I'c instabil ist.



204 4 Analytische Bifurkationstheorie

Ob P¢(&",¢) groBer bzw. kleiner als eins ist, kann man auch tiber die folgende Beziehung
(ohne Heranziehung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung) gewinnen. Man geht
von (4.132) aus, differenziert nach £ und beachtet, dass d¢(§,€) = P:(§,€) — 1 gilt. Es
ergibt sich dann die Beziehung

de(€,8) = Pe(€,6) — 1 =¢(62¢(£,0) + O(e)). (4.138)

Fir die Van-der-Pol-Gleichung kann man nun leicht mittels (4.138) die Stabilitat des
Grenzzyklus entscheiden. Aus (4.136) folgt

655(5,0) |5:2 =21 <0,

womit das Vorzeichen der runden Klammer in (4.138) festliegt. Somit ist fiir € < 0 der
Wert Pe > 1 und fiir € > 0 der Wert P: < 1, was die Instabilitidt bzw. die Stabilitit des
Grenzzyklus beweist. |

Wir bringen im néchsten Beispiel eine Anwendung fiir den Satz 4.16.

Beispiel 4.25
Gegeben sei eine stetige 27-periodische Funktion h. Gesucht sind 2m-periodische Losun-
gen der Gleichung

u 4 Au+ h(t)u® =0. (4.139)

Der Nachweis erfolgt mit dem Satz 4.16. Dazu setzen wir X := C3,., Y := Car, wobei C5 .
(bzw. Cg,r) den Raum der 27-periodischen C¥-Funktionen (bzw. 2m-periodischen stetigen
Funktionen) bezeichnet. Damit lasst sich (4.139) in Form einer Operatorgleichung

F:XxR—-Y, Fu=u"+ u+hu’=0 (4.140)
schreiben. Fiir die Operatoren 7', M und B aus Satz 4.16 ergeben sich

T,Z* = (Z*)” +)\Z*, MZ* = uA(Oy,uO)Z* = Z* und
Blu,v] = Fuu(0, po)[u, v] = 2huv.

T hat die Eigenwerte po = A\, = k2. Der Kern von T wird durch die Eigenfunktionen
{cos(kt),sin(kt)} aufgespannt. Der Wertevorrat R(T) ist L?-orthogonal zu ker(7T'). Der
Projektor

Q:Y —ker(T), Qy(t):= (y,cosk(:))cos(kt) + (y,sink(-)) sin(kt)
splittet Y in die direkte Summe

Y = (I - Q)(Y) @ Q(Y) = R(T) @ kex(T)
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auf. Nun miissen die Bedingungen (a) und (b) aus Satz 4.16 iiberpriift werden. Mit
2" = A - cos(kt) + B - sin(kt) und

QMz"+LQB[*, 2" = Q"+ 2 Q(2h2*2") =0
ergibt sich die Gleichung

1 [ .
(71- /o (Acos(kt) + Bsin(kt)) cos(kT) dr) - cos(kt)
27
+ <1/ (Acos(kt) 4+ Bsin(k7)) sin(kT) dT) - sin(kt)
T Jo
+ (1 /27T h(7)[A cos(kT) + Bsin(kt)]? cos(kT) dT) - cos(kt)
m™Jo

1 [% . 2 . . 7
—+ (/0 h(1)[Acos(kT) 4+ Bsin(kT)|” sin(k7) d7'> -sin(kt) = 0.

™

Nutzt man die Beziehungen

27 27 27
/ cos®(kr) dr = / sin?(kr)dr ==, / sin(kt) cos(kt)dr =0,
0 0 0

dann ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem der Form

A+ % /271' h(r)[Acos(kT) + BSin(kT)]Q cos(kr) dr = 0

1 [ 2
B+ = / h(7)[Acos(kT) + Bsin(kt)]" sin(kr)dr = 0.
™ Jo

Dieses System hat die Form

A+P(A,B) = 0, } (4.141)

B+Q(A,B) = 0,

wobei P, Q homogene Polynome vom Grad zwei sind und deren Koeffizienten von h
abhéngen. Vom geometrischen Standpunkt kann man sich die Losungen als transversa-
len Schnitt zweier Kegelschnitte durch den Ursprung vorstellen. Fiir ein ,generisches®
h besitzt (4.141) eine nichttriviale Losung (A*, B*) € R®. Wegen Mv = v folgt aus
Bedingung b. (Satz 4.16) zunédchst QM (v) = Qv = v, da v € ker(T"). Damit bekommt
S die Gestalt

Sv = v + QB[2",v] = v + Q(2hz™v)

o) + (2 /027r h()[A cos(kr) + Bsin(kr)]o(r) dT> cos k(-)

™

2 27 ) )
+ (/0 h(T)[Acos(kT) + Bsin(kr)]v(T) dT) sink(:). (4.142)

™
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Nun muss iiberpriift werden, unter welchen Bedingungen an A und B die Gleichung
Sv = r genau eine Losung hat. Die (eindeutige) Losung v hat notwendigerweise das
Aussehen

v(t) = —€ cos(kt) — nsin(kt) + r(t),

wobei die £ und 7 fir die ,runden Klammern® in (4.142) stehen. Wir kénnen schluss-
folgern, dass fiir ,gewisse“ h € Y, jedes A\ = k? fir k = 1,2... eine Bifurkation fiir
F = 0 auslost. Jeder Bifurkationszweig (siehe (4.55)) gibt Anlass zu einer Familie von
2m-periodischen Losungen der Gleichung (4.139). |

Beispiel 4.26 (Kleine Schwingungen in DGL 2. Ordnung)
Wir diskutieren ein Problem, welches auf E. Hopf (Hopf (1942)) zuriickgeht und auf
das wir im Unterabschnitt 4.3.2 noch einmal zuriickkommen werden. Wir betrachten das
DGL-System zweiter Ordnung vom Typ

dq2

U _fw),  weR, fiRN R, [(0)=0. ()

Die Voraussetzungen an f werden spéter noch prézisiert. Wegen f(0) = 0 hat (S) die
triviale Losung v = 0. Wir suchen periodische Losungen von (S) ,nahe“ u = 0. Das
Problem besteht jedoch darin, dass man nicht weif}, wie grof3 die Periode der gesuchten
Losung ist. Andererseits mochte man das Setup aber in R&umen periodischer Funktionen
(mit konstanter und nicht wechselnder Periode) formulieren. Deshalb verwendet man den
folgenden Trick. Man skaliert die Zeit: 7 = wt. Es ist dann u(t) = u(r/w) =: a(r) =
w(wt) und (S) geht tiber in
5 d%%

w 7:f(7-‘) (Sw)

dr2
Die Gleichung (Su) stellt eine Hilfsgleichung zur Losung des Problems (S) dar. Falls fiir
ein w > 0 die Losung @(7) von (S.) 2m-periodisch ist, dann ist

i) =a(r+2m) =u(Z+ ) w4+ 27) =u(r), VieR (4.143)

und somit u eine T-periodische Lésung von (S) mit T = 27 /w.
Das Problem der Existenz von kleinen Schwingungen nahe @ = 0 kann nun prézisiert
werden. Es sei w* > 0 ein Wert mit folgenden Eigenschaften:

a. Es gibt eine Folge (wy) mit wy, — w™.
b. Es gibt eine Folge (@) von 2m-periodischen Lésungen von (S.,, ), so dass ||n||ee | O.

Nach Definition ist dann wun,(t) := Un(wnt) und (u,) ist eine Folge von (27/wp)-
periodischen Losungen von (S) mit ||un /e | O.

Falls w* > 0 die Bedingungen a. und b. erfiillt, dann sprechen wir davon, dass (S) kleine
Oszillationen in Bezug auf w* besitzt. Damit passt das Problem (S.,) in den Rahmen der
Bifurkationstheorie, die Frequenz w spielt die Rolle eines Parameters.
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Wir suchen Losungen (u,w) (die Tilde iiber u lassen wir weg!) der Gleichung

2

Flu,w) = w’ % — f(u) =0, fw)(7) == fu(r)). (4.144)
Diese Losungen korrespondieren mit Losungen von (S.) (u aus einem Raum glatter
2m-periodischer Funktionen). Geméf Voraussetzung gilt F'(0,w) = 0 und falls w* > 0
ein Bifurkationspunkt von F' = 0 ist, dann existiert eine Folge (upn,wn) — (0,w™), so
dass un # 0 und F(upn,wy) = 0, fiir alle n € N gilt. Dies bedeutet gerade, dass (a) und
(b) erfiillt sind. Da die Umkehrung ebenfalls gilt, kénnen wir schlieflen, dass (S) kleine
Oszillationen in Bezug auf w* genau dann besitzt, wenn w* ein Bifurkationspunkt von
(4.144) ist. Wir setzen nun Folgendes voraus:

(H1) f e C*(R",R"), f(0) =0,

(H2) A := #(0) ist nicht singuldir und hat 7, » > 1, negative reelle Eigenwerte

2 2 2 .
—Wi, —Wa,...,—wy; Mit 0 <wi <wz2 <...< wr.

Satz 4.27 (Ambrosetti und Prodi (1993), Theorem 3.2)
Die Funktion f moge (H1) und (H2) erfiillen. Weiter sei w; so gewéhlt, dass

(H3) —w? einfach ist (d. h. w; hat die algebraische Vielfachheit eins),
(H4) w;/wj; nicht ganzzahlig fiir alle I # j ist.

Dann besitzt (S) kleine Oszillationen in Bezug auf die Frequenz wj.

Beweis: Es bezeichne Cé“ﬂ den Raum der 27-periodischen Funktionen der Klasse
CH(R,R™) und F : C3, x R — C9,. ist definiert durch

2
Flu,w) = w’ % — f(u).

Mit Hilfe des Satzes 4.9 wollen wir zeigen, dass po = w; ein Bifurkationspunkt der
Gleichung F' = 0 ist. Zu diesem Zweck haben wir die Ableitung

d2
L= Fu(0,w;) € L(C3,,C%), L:ur w? d—;‘ — Au (A := f'(0)) (4.145)
T
zu untersuchen. Es ist leicht zu sehen, dass fiir n = 1 und A := fwf- der Kern von L

durch die Funktionen sin7 und cos 7 aufgespannt wird, also zweidimensional ist. Dieser
Fall wird ausfithrlich in Abschnitt 4.3.2 diskutiert. Fiir die Anwendung des Satzes 4.9
bendtigen wir jedoch einen eindimensionalen Kern. Deshalb schrianken wir F' auf die
Teilrdume

X:={ue c2. | u(r) =u(—-7)}, Y ={ve cy | v(1) =v(—7)}
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ein. Die Einschrinkung F|x wird ebenfalls wieder mit F bezeichnet. Es ist klar, dass
F(-,w) den Raum X in Y abbildet, da (S) ein autonomes DGL-System ohne die Ableitung
u ist. Die Fourier-Reihenentwicklung von v € X lautet

1 T
U =1ug+ UL cosT +u2co827 +... = E ug coskr, up = — u(7) cos kT d,
T
k>0 -

wahrend die Fourier-Reihe von v € Y die formale Darstellung

1 T
v=1v9+v1iCcOST +v2C082T +...= E v cos kT, vk ::f/ v(7) cos kT dr
Tr — T

k>0
mit ug, vy € R™ hat. Wir bestimmen nun ker(L) und R(L).

Lemma 4.28
Es gilt
i. ker(L) = span{{cosT},

ii. RIL)={veY |y =0, vy=1 [

o v(T)cosTdr} (Il siehe (4.148)).

Beweis: Es wird die Gleichung Lu = v mit © € X und v € Y betrachtet. Falls ug, vg
die Fourier-Koeffizienten von u, v bezeichnen, dann folgen aus Lu = v durch Einsetzen
der Fourier-Reihen die Gleichungen (Koeffizientenvergleich)

My (uy,) := —k*wiuy, — Auy, = vy, (ke Nu{0}). (4.146)

Der Koeffizientenvergleich kann durchgefiihrt werden, weil wegen

/ u(T)coskrdr = _ki?/ u” (1) coskrdr = o(%) (k — o)

die Reihe ), ., uy cos k7 gleichméfig konvergiert und A € L(R",R") stetig ist (Ver-
tauschung Von_Operator A und Summation).

Falls Lu = v gilt, dann erfiillen uy, vy die Gleichungen (4.146). Umgekehrt folgt: Wenn
uw € X und v € Y und ug, v die Gleichungen (4.146) erfiillen, dann gilt auch Lu = v.
Damit kann die Bestimmung von ker(L) und R(L) im R™ durchgefiihrt werden.

Wir behaupten, dass die Gleichungen (4.146) fiir alle k # 1 genau eine Losung haben.
Falls k = 0, dann ist Mp = —A und A ist invertierbar (A hat keinen Eigenwert Null).
Falls £ # 0 und k& # 1, dann folgt aus (H3), dass —k:QwJQ- kein Eigenwert von A ist.
Folglich ist M}, (k # 0, 1) invertierbar und es gilt

up = My t(og) (K #0,1).
Fir k =1 ist

Mi(u1) = —wiur — Auy = v1
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und die Losbarkeitsbedingung fiir diese Gleichung wird mit Hilfe der adjungierten Glei-
chung

M{ (") = ¢ (4.147)
formuliert. Nach Satz 1.53 ist Mi(u1) = v1 16sbar genau dann, wenn (n*,v1) = 0 fir
alle n* € ker(M{). Wegen

(n*,v1) = (0", Mi(ur)) = (M{ (n"),u1) = 0

verschwindet n* € R™ auf R(My).

Nun gibt es ein Element £ € R", £ € ker(M1) mit (n*, &) = 1. Wére (n*,&) = 0, dann
wiirde gemaf} Losbarkeitsbedingung gelten: Es existiert ein 41, so dass Mi41 = £. Daraus
wiirde folgen: M3?i; = M€ = 0, was wiederum bedeutet, dass i1 ein Hauptvektor der

Stufe 2 ware. Es ist aber —wJQ- ein einfacher Eigenwert, ein Widerspruch.

Mit £ € ker(M1) zerlegt der Projektor
II:R™ — R"™, Iz = (", x)¢ (4.148)
den R™ in eine (topologisch) direkte Summe
R"™ =II(R") ¢ (I — ITI)(R™) = R(IT) & ker(II). (4.149)
Nach diesen Voriiberlegungen koénnen i. und ii. bewiesen werden.
Zu i.: Falls v = 0 ist, dann hat (4.146) die Losung
ur =0, falls k#1
ur =a€ (a €R, £ €R™). }
Folglich ist ker(L) = span{& cos7}. Damit ist i. bewiesen. v

Zu ii.: Es gelte zundchst v = Lu, d. h. es sel v € R(L). Aus der voranstehenden
Argumentation folgt, dass dann ITv; = 0 und folglich {v € Y | ITv1 = 0} D R(L) ist.

Umgekehrt sei v € Y gegeben, so dass ITv; = 0 (v1 = = 0% v(7) cos T dr). Wir miissen
zeigen, dass Lu = v unter dieser Voraussetzung eine Losung u besitzt. Dann ist R(L) =

{v €Y | Ilvy = 0} gezeigt. Nun hat Lu = v eine formale Losung der Form
u(t) = —A o + w1 cos T + (7) (4.150)
mit Miu; = v1 und

a(r) == Z ug cos kT = Z M, "o cos k. (4.151)
k>2 k>2

Wir zeigen, dass @ von der Klasse C2 ist. M}, wird umgeformt:

1
My = (~F]T = A) = =k (T + 55 A).
J
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Da A beschrankt ist, existiert eine gleichméflige Schranke fiir 1/ (kzwf)A. Es gilt
1 1 1
e 3
2 2 >
k2wj k2w] 5
fiir ein 6 > 0 und fiir alle k& > ko, wobei ko hinreichend grof} ist. Fiir £ > ko folgt, das
M, invertierbar ist und das gilt

AH§175<1 und H(If A~

-1 2 2 -1 _ —1 1 -1
Mt = (R - = 2 (T 5 4)
J J
i I-— L A+ 1 2 } (Neumannsche Reihe)
k22 k2w? (k2w3)? ’
-1 . 1
- I+ Ny, wobei Ny:= o(ﬁ) (k — o). (4.152)

Wir betrachten von der Funktion @ den Reihenrest fiir £ > ko und bezeichnen ihn wieder
mit w. Er 14sst sich darstellen als

u(t) = Z (k%izl—}—Nk)vk coskt = w(r)+ 2(7) mit
J

k> ko
1
w(r) = Z ~ 2,2 Uk COS kr und  z2(7):= Z Ny cos kT. (4.153)
k>ko J k>ko

Wir zeigen, dass w € C3, ist. Zweimalige partielle Integration liefert

ur = uglu] = (u(-),cosk(:)) = %/ﬂ u(r)coskrdr (u€C3y)
—%%/j ii(7) cos kr d7 = —%(ﬁ(-),cosk(-)) — —k%uk[u].

Nun folgt aus der Beziehung

1 1 1 .. ..
% T Tiae Miuglu] = R My ui], (it € C3r)
j J j

die zweimalige Differenzierbarkeit der Reihe (4.153), was zeigt, dass w € C3,.
Bei z(7) sieht man die C3,-Eigenschaft leicht, da aus (4.153) in Verbindung mit (4.152)

sofort
1

Nyvy = O(ﬁ) (k — o0)
folgt. Damit ist auch das durch (4.151) gegebene @ in C3, gelegen. Da u durch (4.150)
gegeben ist, folgt auch u € C3, und gleichzeitig ist u eine Losung von Lu = v. Dies zeigt
die Behauptung ii. des Lemmas. v
Aus Lemma 4.28 folgt nun, dass dimker(L) = 1, codim R(L) = 1 und somit L ein
Fredholm-Operator mit Index Null ist. Des Weiteren ist die Bifurkationsbedingung (4.34)

aus Satz 4.9 erfiillt. Auf die Situation hier iibertragen, lautet sie:

2
Fuw(0,w;) : u— 2w;j j—z und  Fyuw(0,w;)(cosT) = —2w;&cosT € R(L).
T

Jetzt folgt die Behauptung aus dem Satz 4.9 von Crandall und Rabinowitz. |
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4.3 Die Hopf-Bifurkation

In diesem Abschnitt wollen wir das Abzweigen einer periodischen Lésung von einer sta-
tionaren Losung bei autonomen Systemen erster Ordnung untersuchen. Dieses Problem
fithrt auf Abbildungen, die von einem zweidimensionalen Parameter abhéngen. Wir wer-
den zeigen, dass wir durch passende Anwendung der Ljapunov-Schmidt-Reduktion die
Hopf-Bifurkation erhalten. Wir betrachten das autonome DGL-System der Form

%:f(u,u), wER", f:R"xR—R", (Sn)
dass von einem reellen Parameter p abhéngt. Da die rechte Seite von (S,) nicht von
der Zeit abhéngt (autonome DGL), ist die Periode der Losung, die wir suchen, a priori
unbekannt. Um die Methoden der nichtlinearen Funktionalanalysis einzusetzen, ist es
erforderlich, in Funktionenrdumen mit fester Periode zu arbeiten. Zu diesem Zweck wird
eine Zeitskalierung 7 = wt (w > 0) analog dem Beispiel 4.26 durchgefiihrt und nun
2m-periodische Losungen von

w S = i) (Su)
gesucht. Falls @ eine 27-periodische Losung von (S,,w) ist, dann ist u(t) = u(r/w) = a(7)
eine 27 /w-periodische Losung von (S,).
Um die Bifurkation von periodischen Losungen der Gleichung (S,) zu studieren, setzen
wir voraus, dass f(0,u) = 0 gilt. Dann besitzt (Su,.) die triviale Losung @ = 0 und
wir sind am Auffinden méglicher Bifurkationspunkte (po,wo), an denen nichitriviale
periodische Losungen entstehen, interessiert.

4.3.1 Abstraktes Hopf-Bifurkationstheorem

Wir wollen zunéchst ein Bifurkationsresultat fiir Gleichungen

F(u, p,w) =0 (4.154)
mit F: X x R? — Y (X,Y Banach-Riume),

FeC* X xR*Y) und F(0,u,w)=0 firalle (u,w) € R? (4.155)

herleiten, dass sich dann auf autonome DGL-Systeme der Form (S,,) bzw. (S, ) anwen-
den lasst. Wir setzen der Einfachheit halber

L := F,(0, po,wo), V :=ker(L), R:= R(L)

und prézisieren die Voraussetzungen: Die Abbildung F' moge die Bedingungen (4.155)
erfiillen. Weiter fordern wir, dass L die Voraussetzungen (H1) und (H2) erfiillt:
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(H1) dim(ker(L)) = 2,
(H2) codim(R(L)) = 2.
Die Voraussetzung (H2) impliziert, dass R(L) abgeschlossen ist.

Es bezeichnen (in Abénderung der Bezeichnung in (4.6)) W und Z die jeweiligen komple-
mentéren Unterrdume von V' (in X) bzw. von R (in Y'). Dann bestehen die Zerlegungen

X=VaeW, Y=Z&R, (4.156)

mit dim(Z) = 2. Wegen der Voraussetzung (H2) kann man auf Z stetig projizieren.
Somit existiert ein linearer stetiger Operator Q : ¥ — Z mit Q(Y) = Z und es gilt
Y=QY)® ([ —-Q)(Y)=R(Q) ®ker(Q). Wir setzen noch

M := Fy (0, o, wo) und N := Fy (0, po,wo).

Bei Abbildungen der Form F': X x R — Y, die von einem reellen Parameter abhéngen,
ist die gemischte Ableitung Fi, . (uo, po) eine lineare Abbildung von R auf £(X,Y):
Fu u(uo,po) € LR, £(X,Y)). Wir konnen (und werden) F,, ,(uo, o) mit der linearen
Abbildung h — Fy ,(uo, po)[h, 1] identifizieren. Diese Identifikation ist gerechtfertigt,
wenn man den kanonischen Isomorphismus ¢ : L(R,Y) — Y, i(A) = A(1) einfiihrt.
Das bedeutet, dass wir statt Fy,,(uo, po)[h, 1] den Ausdruck Fy,,(uo, po)[h] betrachten
konnen.

Satz 4.29 (Abstraktes Hopf-Bifurkationstheorem)
F geniige den Bedingungen (4.155) und es sei (uo, wo) so gewahlt, dass L := Fy, (0, o, wo)
die Voraussetzungen (H1) und (H2) erfiillt. Dariiber hinaus existiere ein ¢ € V, so dass

QM?v und Q@QN? linear unabhingig (4.157)

sind. Dann ist (u0,wo) ein Bifurkationspunkt fiir die Gleichung F'(u, u,w) = 0.

Die Voraussetzung (4.157) héngt nicht von der Wahl des Projektors @ bzw. von der

Wahl des komplementéren Teilraumes Z ab.

Beweis: Wir wenden die Ljapunov-Schmidt-Reduktion an und setzen v = v 4+ w mit
v €V und w € W. Die Gleichung F'(u, i, w) = 0 splittet sich in das System

(I - Q)F(v+w,pw) = 0, } (4.158)

QF v+ w,p,w) = 0

auf. Wie bereits mehrfach in Abschnitt 4.1 dargelegt, kann die erste Gleichung von (4.158)
mit dem impliziten Funktionentheorem gelost werden. (Es sei daran erinnert, das L :
W — R stetig invertierbar ist und (I — Q)L = L gilt.) Dies liefert die Funktion

w = w(v7ﬁbaw)a
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wobei ¢ € C? und auf einer Umgebung von (0, o, wo) € V x R?, mit Werten in W
definiert ist. Dariiber hinaus gilt

Y(0, p,w) =0, 14 (0, po, wo) = 0.

Der Wert der Ableitung ., (0, o,wo) = 0 berechnet sich aus der ersten Gleichung in
(4.158), indem man w = (v, p, w) einsetzt und dann die Identitidt nach v ableitet. Die
Ableitung an der Stelle (0, po,wo) lautet

Lo v+ 1y(0, po,wo)v] =0 mit v €V =ker(L).

Daraus folgt zunéchst L o [1)4(0, mo,wo)v] = 0. Wegen 1, (0, po,wo)v € W und der
Invertierbarkeit von L auf W folgt auch (0, po,wo)v = 0 fir alle v, was sofort
1y (0, o, wo) = 0 nach sich zieht. Substitution der Losung (v, p, w) in die zweite Glei-
chung von (4.158) fiihrt uns zu der Gleichung

QF (v +¢(v, p,w), p,w) = 0. (4.159)

Unter Beriicksichtigung der Voraussetzung (4.157) suchen wir Lésungen von (4.159) in
der Form v = s? mit s € R. Damit ergibt sich die zu 16sende Gleichung

h:RxU(po,wo) — Z, h(s,p,w):= QF (st + (s, p,w), u,w) =0.  (4.160)
Fiir h € C? gilt:

h(0, p,w) = QF (¢(0, p, w), p, w) = QF(0, p, w) = 0.
Wir setzen

h(s, p,w) = x(s, p,w) - s
und bemerken, dass x eine Funktion mit Werten in Z und von der Klasse C' ist. Dies
folgt aus der Beziehung

h(37 H w) — h(07 Hy w)

S = x(s,p,w), s #0.

Nach dem Grenziibergang (s — 0) folgt wegen der Differenzierbarkeit von h:

Oh(0, p,w)
— % = x(0, p1, w).

Damit ergibt sich fiir x:

Oh(0, u, : - -
x(0, ) = PO 20 G5 0,4 0[5 4+ 400, ).

Da 14 (0, po, wo) = 0 folgt, dass

X (0, po,wo) = QFu (0, f10,wo) [V + 9w (0, o, wo) 7]
+ QFy(0, po,wo) [¥w, (0, po, wo) 7] .
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Unter Benutzung der Tatsache, dass 1(0, 1o, wo) = 0 und QF, (0, po,wo)u = QLu =0
fiir alle w ist, finden wir

o - -
6%(o, 10, 0) = QF (0, 0, wo) 8] = M.

Entsprechend ergibt sich
0 - -
0o (0. 10,00) = QFu(0, po, w0)[3] = N

Aus Voraussetzung (4.157) schliefen wir, dass die Determinante der Jacobi-Matrix
det(0x/9(u,w)), betrachtet an der Stelle (0, o, wo), verschieden von Null ist. Folglich
kann man wieder das implizite Funktionentheorem auf die Gleichung x = 0 anwenden
und man erhélt (lokal) Funktionen p und w, die von s abhéngen. Genauer: Es existie-
ren C'-Funktionen p(s) und w(s) (definiert auf einer Umgebung um s = 0), so dass
1(0) = po, w(0) = wo und x(s, u(s),w(s)) = 0 gelten. Es folgt, dass
QF (50 + (50, u(s), w(s)), u(s), w(s)) = 0

und hier der Zweig u = us = sv + ¥(s9, u(s),w(s)) zu einer Familie von nichttrivialen
Losungen von F' = 0 Anlass gibt. Da us # 0 fiir s # 0 und us — (0, po,wo) = 0 fiir
s — 0 ist (po,wo) ein Bifurkationspunkt fiir F = 0. O

4.3.2 Nichtlineare Schwingungen in autonomen Systemen

Betrachtet wird das autonome System

du

= f ) (S1)
unter der Voraussetzung, dass

feC*R"xR,R") und f(0,u)=0, peR (4.161)

gilt. Wegen (4.161) besitzt (S,) fiir jedes p die triviale Losung u(t) = 0. Wir suchen
nach moglichen Werten g, von denen eine nichtkonstante periodische Lésung von (S,)
abzweigt. Um das abstrakte Hopf-Theorem 4.29 anzuwenden, fithren wir gemafl Abschnitt
4.3.1 wieder einen zusétzlichen reellen Parameter w > 0 ein. Dies erfolgt durch die Zeit-
skalierung 7 = wt. Es ist dann u(t) =: 9(7) = ¥(wt) und die Gleichung (S,) geht iiber
in

w o= Fm). (S
Die Gleichung (S,,w) stellt ein Hilfssystem fiir die Losung des Problems (S,) dar.
Falls namlich fir ein w > 0 die Losung 9(7) von (Su,w) 2m-periodisch ist, dann ist
u(t) = u(r/w) = 0(7) eine T-periodische Lésung von (S,) mit T = 27/w (siche Pe-
riodennachweis in Gleichung (4.143)). Das Theorem 4.29 wird nun unmittelbar auf die
Gleichung (Su,.) angewendet. Es seien

X :={ueC'RR") | u(r +2m) = u(r)},
Y :={y € C°(R,R™) | y(7 + 27) = y(7)}
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(X ist ein Untervektorraum von Y) und wir definieren den Nemytski-Operator

0 _ ) =0, (4.162)

F:XxR? Y, F(® =
X b (U7N7w) wdT

Man beachte, dass F € C*(X x R2%Y), F(0,u,w) = 0 fiir alle (g, w) € R? und f :
Y xR — Y mit f(0,u) = 0 gilt. In der Gleichung (4.162) ist f(7, u)(7) = f(0(7), p)-
Es wird keine neue Bezeichnung fiir f eingefiihrt, da keine Verwechslungsgefahr besteht.
Wir wollen zunéchst den Zusammenhang zwischen der Bifurkation der Losungen von
(4.162) und der Verzweigung der Losung von (S,,) erdrtern. Es sei (po,wo) € R?, wo > 0,
ein Bifurkationspunkt der Gleichung F' = 0. Dann existieren Folgen pn, — po, wn — wo
und o, € X, so dass O, — 0, Op # 0 und F(0n, pin,wn) = 0 gilt. Daraus folgt, dass
(Un) eine Folge von 27-periodischen Losungen von (S, ., ) ist. Wegen des Zusammen-
hangs Un(7) = un(t) sind die un(t) eine Folge von periodischen Losungen von (S, ),
deren Perioden Ty, = 27 /wn gegen Ty = 27 /wo konvergieren. Natiirlich konvergiert die
Amplitude der Orbits u,, wegen sup,cg ||un(t)|| = sup,cg [|[2n(7)|| gegen 0 fiir n — oo.
Wenn also das Paar (10, wo) ein Bifurkationspunkt der Gleichung F' = 0 (siche (4.162))
ist, dann zweigt von (0, uo) eine periodische Losung von (S, ) mit der Periode 27 /wq ab.
Aus Griinden der Darstellung setzen wir ab jetzt wieder 4 = v und ,,” “ steht fiir d/dr.
Um die Bifurkationspunkte von F' zu finden, haben wir zunéichst das linearisierte System

Fu(0,p,0)u=wu' — Apu=0, A, := fu.(0,p)

zu betrachten. Wir setzten voraus, dass ein po existiert, so dass fiir Ag := Ay, Folgendes
gilt:

(Ao-1) Ag ist nicht-singulér (d. h. A = 0 ist kein Eigenwert) und hat ein Paar von
einfachen, rein imaginaren Eigenwerten +iwo, wo > 0;
(Ao-2) Ao hat keine weiteren Eigenwerte der Form +ikwo, k € N, k # 1.

Die Forderung (Ap-1) bedeutet fiir den Eigenwert iwo: dimker(—iwol + Ap) = 1 und
falls ¢ € C™ (¢ # 0) ein zugehoriger Eigenvektor ist, dann ist ¢ ¢ R(—iwol + Ao).
Wir verwenden wieder die Notationen aus Abschnitt 4.3.1:

L :=F,(0,p0,wo), V:=ker(L), R:=R(L), X=VaeW, Y=Z6R
und setzen auch hier
M = Fu,,u(07ﬂ0,w0), N = FU,W(OMU’O7W0)'

Um das abstrakte Hopf-Bifurkationstheorem (Satz 4.29) anwenden zu konnen, miissen
zunéchst ker(L) und R(L) bestimmt werden. Wir betrachten die Gleichung

Lu =y, ueX, yey (4.163)
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Aquivalent dazu heift das: Wir suchen 27-periodische Losungen von
wou' — Agu =y (4.164)

Zum Auffinden periodischer Losungen von (4.164) benutzen wir die Fouriersche Methode

und setzen
w=> clul-e™, Y=yl
k€eZ keZ

wobei jeweils die ¢, € C™, c_, = ¢ (k € Z) die Fourier-Koeffizienten von u bzw. y
bezeichnen (mit Z bezeichnen wir wie gewohnt die komplex konjugierte Zahl von z).
Wir benétigen einige Resultate aus der Theorie der Fourier-Reihen, die wir kurz zusam-

menstellen. Fiir die Fourier-Koeffizienten cg[y] (respektive cx[u]) gilt

L 1 2 —ikT
crly] == o y(r)e dr.
0

Da y eine reellwertige Funktion ist, gilt c_[y] = ckly]. Fir jedes N € N ist Py(y) die

endliche Fourier-Reihe von y:

(Pn(y)(7) == Z cxly] - e

|[k|I<N

Auf Y, der Komplexifizierung von Y, betrachten wir die Bilinearform

* 1 2 * . *
(v*,v) = o (" (1), v(7))cn dr  fiir alle v™,v € Y,
T Jo

wobei (+,-)cn das (gewthnliche) Skalarprodukt auf C™ bezeichnet:
(a,b)cn := Zaﬁbi fiir alle a,b € C".
i=1

Der Raum Yg besteht aus allen (formalen) Ausdriicken x + iy mit z,y € Y und den
bekannten Rechenoperation fiir komplexe Zahlen, z. B.

(a+if)(z +iy) = (aw — By) +i(Br + ay) (o, B €R).

Die endliche Reihe Py (y) konvergiert fiir N — oo im L?((0, 27), R™) gegen y € Y genau
dann, wenn ), ., |[ck [y]||* < oo (Satz 1.18). Konvergenz im L?((0,27),R™) bedeutet:

lim (v*, Py(y)) = (v",y) fiir alle v* €Y.
N —o0
Falls v € X, dann gilt cx[d] = ikcg[u] und

D+ ke [u]]* < oo (4.165)
kEZ



4.3 Die Hopf-Bifurkation 217

Diese Abschiitzung folgt aus der Tatsache, dass @ € Y C L?((0,27), R™) und somit

> llerlall® = kK lexlul|* < oo

keZ kEZ

Da auch ), ., [lck [u]||? < oo, folgt die Konvergenz der Reihe (4.165). Mit der Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung ergibt sich daraus

(Z ||ck[u1|)2 Vit ||ck[u]||)2

kEZ

1
(% V1+ k2
<Y Skl < oo

keZ keZ

Dies impliziert, dass u(7) = imy_ o0 (Pn(w))(7) gleichméBig fiir alle ¢ € R konvergiert.
Dies gilt fiir jedes u € X.

Wir nehmen nun an, dass v € X und y € Y die Gleichung Lu = y erfiillen. Da Ag ein
linearer stetiger Operator ist und die Fourier-Reihe von u gleichméafig konvergiert, liefert
der Koeffizientenvergleich das unendliche Gleichungssystem

Ay - cglu] :=cxly] fir alle k € Z, (4.166)
A, € L(C",C"), Ay - ¢ = (ikwol — Ag)c fiir alle ¢ € C™.

Man rechnet leicht nach, dass
A_p-¢=A,-c firalle ceC*", keZ

gilt. Mit A}, wird die Adjungierte von Ay bezeichnet und es gilt
(A% - a,b) = (a,Ax - b) fiir alle a,b e C".

Nun bestimmen wir ker(L) und R(L).

Lemma 4.30
Es gelten (Ao-1)-(Ao-2). Dann erfillt L die Voraussetzungen (H1)-(H2) aus Abschnitt
4.8.1, d. h. L ist ein Fredholm-Operator mit dimker(L) = codim(R(L)) = 2.

Beweis: 1. Zur Bestimmung von ker(L) untersuchen wir das Gleichungssystem
(ikwol — Ag)cglu] = 0, (ke Z). (4.167)

Aus den Voraussetzungen (Ag-1)-(Ao-2) folgt, dass die Matrix (tkwol — Ag) fir k # +1
invertierbar ist. Somit folgt cx[u] = 0 fiir k # 1. Fiir k = +1 gilt die Eigenwertgleichung

(Liwol — Ao)et1]u] = 0. (4.168)
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Nach Voraussetzung sind +iwg einfache Eigenwerte von Ag. Falls £ € C™ ein Eigenvektor

ist, der ker(iwol — Ap) aufspannt, dann wird ker(—iwol — Ap) durch den konjugiert
komplexen Eigenvektor & aufgespannt. Damit folgt, dass die Funktionen £e™ und e~ "7

eine Basis fiir ker(L) bilden. Um eine reellwertige Funktion zu erhalten setzen wir

u(r) = ate’” +afe”", aeC.
Folglich ist

ker(L) = {ate'” +afe” "™ | € € ker(A1), € € ker(A_1), a € C} (4.169)
Eine dquivalente Darstellung ist

ker(L) = {Re(£e'™) | € € ker(A1)}. (4.170)

Danach ist dimker(L) = 2 bewiesen. v

2. Als Néchstes untersuchen wir den Wertevorrat von L. Dazu betrachten wir die Glei-
chung (4.164) in Verbindung mit Gleichung (4.166). Wie zuvor sichern die Vorausset-
zungen (Ap-1)-(Ap-2), dass (4.166) fiir k # +1 eindeutig 16sbar ist. Dies fiihrt formal zu
einer Fourier-Reihe

ST crlul €™, cnlul = AL ely), (4.171)
k#+1
von der wir nun zeigen, dass sie zu X gehort. Ag wird umgeformt:
1
Ak = ikWQI — Ao = ika (I —_ Ao)
1kwo
Da Ap beschrankt ist, existiert eine gleichméfige Schranke fiir 1/(ikwo)Ao. Es gilt

1 1 -1 1
40)7| < 5

H ikwo o ) =5
fiir ein 0 > 0 und fur alle |k| > ko, wobei kg hinreichend gro8 ist. Fiir |k| > ko folgt, das

Ay invertierbar ist und

AOH <1—-6<1 und H(I—

1 1
<o, — =C=
A, < Ch T Ck

fiir ein C' > 0 gilt. Sei cg, k € Z, irgend eine Losung von (4.166) mit c_, = ¢. Wir
zeigen, dass die dazugehorige Fourier-Reihe gegen ein « € X konvergiert und dass damit
La = y gilt. Fiir |k| > ko folgt ¢, = A} 'cx[y] und
1
llexll < € liex [y1ll- (4.172)
Daraus folgt

(X ) <o X Fiabil) <0 ¥ k& 3 labll® <o

|k|>ko |k|>ko |k|>ko |k|>ko
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Damit ist die Reihe »", ez cre'®™ gleichméBig konvergent gegen eine stetige, 27-perio-
dische Funktion x € X. Wir behaupten

R(L)={y €Y | (ck,cxly]) =0, Vci € ker(A}), k= £1}. (4.173)

Da dimker(A}) = dimker(Ay) und R(L) abgeschlossen (sofern man (4.173) bewiesen
hat), folgt aus dem Closed-Range-Theorem (Satz 1.42): R(L)* = ker(L*). Damit hat
man sofort dim R(L)* = codim(R(L)) = dimker(L*) = dimker(L), d. h. L ist ein
Fredholm-Operator mit ind(L) = 0. Es geniigt also, die Behauptung (4.173) zu beweisen.
i.. Essel y € R(L). Dann sind

woj{(ﬂ — Aow(r) = y(r), VreR  und
Ay - cxlz] = ekly], Vk € Z, (4.174)
fir ein @ € X erfillt, d. h. ¢x[y] € R(Ax), Vk € Z. Dies ist dquivalent zu
(ch,erly]) =0,  Vep € ker(A}), Vk e Z (4.175)

(Losbarkeitsbedingung fiir (4.174)). Nun ist ker(Af) = {0} fir £ # £1 und da ¢} €
ker(Aj) genau dann gilt, wenn cj € ker(A*,), folgt, dass y zu der Menge auf der
rechten Seite von (4.173) gehort. v
ii.: Umgekehrt, falls y ein Element der rechten Seite von (4.173) ist, dann ist y € Y und
(4.175) ist erfiillt. Dies impliziert, dass die Gleichung

Ak s Ck = Ck [y] (4.176)

mindestens eine Losung ¢, € C™ fiir jedes k € Z besitzt. Falls ¢, eine Losung von (4.176),
dann ist ¢ eine Losung von A_y - c_ = c_g[y].
Nun sei {c¢; | k € Z} irgendeine Lésung von (4.176) mit c_, = €. Wir betrachten

die Fourier-Reihe ZkeZ cxe’*™ und werden zeigen, dass diese Reihe gegen ein z € X

konvergiert und Lz = y gilt. Damit ist y € R(L) und (4.173) bewiesen. Mit Hilfe
ikT

der Beziehung (4.172) wurde bereits gezeigt, dass die Reihe ZkeZ cpe gleichmaflig

konvergiert und damit die Grenzfunktion eine stetige, reellwertige und 27-periodische
Funktion z(7) ist. Wir definieren eine Funktion z : R — R™ durch

2(7) = 2(0) + wio /OT(on(s) +y(s))ds. (4.177)

Der Integrand in (4.177) ist stetig und 2m-periodisch. Folglich ist z € X und es gilt
z(0) = z(0). Falls wir zeigen kénnen, dass z(7) = z(7), V7 € R, dann ist # € X und es
gilt Lz = y, gemiB (4.177). Aus (4.176) und (4.177) folgt, dass Py2 = f- Pyuw ist. Es
sei nun g : R — R™ eine C'*-Funktion. Dann gilt

(g.2) = lim (g, Pya) = lim (g(r),(Pxa)(r)|/ " = lim (g, & Pya)
(g(r),x(M)7Zy" = lim (g, Pn2) = (9(r), ()17~ {9.2) = (9,2).

T
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Somit hat man (g, z — z) = 0 fiir alle ¢ € C°. Nun gibt es eine Folge von trigonome-
trischen Polynomen, die gleichméaflig auf R gegen eine stetige und periodische Funktion
konvergiert (vgl. Heuser (1980), Teil 2, Abschnitt 116). Daraus folgt = = 2. v
Damit ist das Lemma bewiesen. (]

Mit diesen Ergebnissen konnen wir nun die Projektoren P : X — X und Q :' Y — Y
aufstellen. Wegen (Ap-1) gibt es ein b1 € C™ und ein b7 € C", so dass die Gleichungen

Aoby = iwoby und  ALb} = —iweb} (adjungierte Gleichung) (4.178)
gelten. Man kann die b1 und b7 so wahlen, dass sie der Normalisierungsbedingung

(b1,b1)cn = —2i (4.179)
geniigen. Fiir die Funktionen

C(r) :=bie’™ und ¢*(7) :=bie"”
gelten die Gleichungen ((4.178) wird mit e'” multipliziert)

Ao((7) = iwo((r) = wol(7),  AGCT(7) = —iwoC(7) = —wol (7). (4.180)

Weiter sei u1(7) := Re{(7) und u2(7) = Im (7). Dann folgt aus (4.169) und (4.173),
dass

ker(L) = span{ui,u2} = {Re(al)|a € C} und

) (4.181)
R(L) = {zeY [({",2) = 0}.
Nun kann man den Projektor P € £(X, X) definieren durch
1 " 1 T ox
P(Z) = 7R€(<C 7A02>C) = 7R€(<A0C 7Z>C)
wo wo
= Re(<_2w0C ) Z>C) = Re(lw(] (C ) Z>C)
wo wo
= Re(i{¢",2)¢) = Q(z) fiiralle z €Y. (4.182)
Setzt man ¢ = w1 + iu2 und ¢* = —u3 + iuj, dann erhalt (4.182) die Form
P(2) = (ul, 2)ur + (u3, 2)uz = Q(z) fiir alle z € Y. (4.183)

Da (¢*,¢) = —2i (siehe (4.179)) und (¢*,{) = 0, folgt durch leichte Rechnung
(uf7uj>:6ij, i,j:1,2.
Man rechnet auch nach, dass P? = P gilt. Mit diesem Projektor folgt

Pz)=0 & (ul,z)={u3,2)=0, R(P)=ker(L)=span{ui,uz}
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und die Zerlegung des Raumes

X = R(P) @ ker(P) = ker(L) @ ker(P). (4.184)
Analog gilt

Y = R(Q) @ ker(Q) = R(Q) ® R(L), (4.185)

wobel R(L) ={z €Y | (u], z) = (u3,2) = 0}.

Nun muss gezeigt werden, dass F' die Bedingung (4.157) aus Satz 4.29 erfiillt. Wir
benutzen ©(7) := (1) = bie’” € ker(L) und berechnen QF, (0, po,wo)d und
QFy (0, po,wo)v. Wir starten mit

Fu(0, p,w)o = wj—” — A0 =iwbie' — A, (b1e'T). (4.186)
T
Fiir die Ableitung in Bezug auf w ergibt sich zunéchst

Fuw(0, po, wo)d = ibre'” = dy_s

T dr
Mit (4.182) folgt

QFu.(0, 1o, wo)? = Qv = Re(i(¢*,ib1e"™)¢)
= Re(i-i(b5,b1) - bre’™) “Z” 2Re(ibie’”) = 2Re(i() .
(4.187)

Um Fu,.(0, po,wo0)? zu berechnen, sind einige Voriiberlegungen erforderlich. Wir be-
zeichnen mit A(u) = a(p) +i8(n) den Teil von Eigenwerten von A,,, fir die A(uo) = iwo
(ndmlich a(po) = 0, B(1o) = wo) gilt. Da f € C?, folgt fiir die Eigenwerte A € C* bzw.
a, 3 € C. Da dariiber hinaus iwo einfacher Eigenwert ist, kann man schlussfolgern, dass
A, eine Familie v, von Eigenvektoren mit folgenden Eigenschaften hat:

i. Die Abbildung p — v, ist C', ii. Au(vy) = Mp)vy, iil. v, = v.
Mit ii. konnen wir folgende Umformung machen:
Apv = Ap(v — o) + Apvp = Ap(v — o) + AMp)vp -

Die Differentiation nach p (an der Stelle p = po) unter Verwendung der Abkiirzungen
Aly = dAu/dplu=pg, v = dop/dplu=p, ergibt:

Alunv = A;io (U - Uuo) - AOU, + )‘I(MO)UHO + A(MO)UI'
Mit v, = v und A(po) = iwo folgt

Al v =X (po)v + (iwol — Ag)v'. (4.188)
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Wir differenzieren jetzt (4.186) nach p an der Stelle (0, o, wo) und erhalten mit (4.188):
Fu (0, po, wo)v = =X (po)v — (iwol — Ag)v'.
Die Anwendung des Projektors @ liefert:

QFu,u((), Lo, wO)v = Re(i(C*, FU,H(O’ 1o, WO)U>C)
= Re(i(¢", =X (o)v — (iwoI — Ag)v')()
= Re(i[ (¢", =X\ (po)v) — (¢, (iwo I — Ao)v")]C).

Beachtet man nun, dass (iwol — A¢)?¢* = (—iwol — AF)C* = 0 (siehe (4.180)), dann
ergibt sich mit v = o

QFu, (0, 1o, w0)d = Re(i(¢", =X (10)0)¢) = Re(i(bT, =X (110)b1)C)
= Re(i(2i - N (10))¢) = —2Re(X (10)¢). (4.189)

Um Satz 4.29 anwenden zu konnen, miissen die Ausdriicke (4.187) und (4.189) linear
unabhéngig sein, d. h. aus

a-Re(i¢) —b-Re(N'(10)¢) =0 folgt a=0b=0.
Mit ¢ = u1 + ius2 folgt Re(i¢) = —u2 und Re(X (uo0)¢) = o (uo)u1 — B (uo)uz. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen w1 und usg folgt aus

a(~uz) —b(a(po)ur — ' (po)uz) = 0
zunachst

—a+b8 (o) =0 und — ba'(uo) = 0.
Die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren (4.187) und (4.163) tritt also genau fiir
(Ao-3) o' (po) # 0
ein. Damit hat man folgende Aussage bewiesen:

Lemma 4.31
Angenommen die Bedingungen (Ao-1)-(Ao-3) gelten. Dann erfillt F die Voraussetzung
(4.157) aus Satz 4.29.

Bedingung (Ao-3) ist eine sogenannte Transversalititsbedingung. Vom geometrischen
Standpunkt aus betrachtet bedeutet dies, dass die Eigenwert-Kurve A(u) die imaginére
Achse transversal bei p = po schneidet (siehe Abbildung 4.13).

Die Lemmata 4.30 und 4.31 gestatten nun die Anwendung des Satzes 4.29 auf die Glei-
chung (4.162) und somit auf das DGL-System (S,).
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i

\ Abb. 4.13 Transversalititsbedingung o’ (1) # 0

Satz 4.32 (E. Hopf (1942))

Es sei f € C*(R™ x R,R™) mit f(0,u) = 0 gegeben und fiir g = po seien die
Voraussetzungen (Ao-1)-(Ao-3) erfiillt. Dann zweigt von po eine periodische Loésung
von (S,) mit der Periode nahe 27w /wo ab. Genauer existiert dort eine Umgebung J
von s = 0, Funktionen w(s), u(s) € C'(J) und eine Familie us von nichtkonstanten,

periodischen Losungen von (5,,(,)), so dass gilt:

i. w(s) — wo, u(s) — po fir s — 0,
ii. ws hat die Periode Ts = 27 /w(s),
iii. die Amplitude des Orbits us konvergiert gegen Null fiir s — 0.

Man {iberlegt sich, dass das gleiche Ergebnis gilt, wenn man fiir ¥ die Darstellung
7 = £ 4 €T fiir beliebiges @ verwendet. Dies liegt daran, dass (Su) eine
autonome Differenzialgleichung ist und die Lésungen unter der Translation 6 — (- + 0)
invariant bleiben. Dies gilt auch fiir die Bifurkationslésungen.

Beispiel 4.33 (Van-der-Pol-Gleichung)
Wir betrachten die Van-der-Pol-Gleichung

i—(u—3i+z=0, (4.190)
wobei p ein reeller Parameter ist. Gleichung (4.190) ist dquivalent zu dem System

T =y+pxr— 2, y = —x. (4.191)
Das linearisierte System lautet

T = y+ puz, Y = —. (4.192)

In diesem Fall ist A, = ( * é) Die Eigenwerte sind A(u) = %(u:ﬂ: V2 —4). Firp=0
ist A(0) = +i. Es ist leicht zu sehen, dass die Voraussetzungen (Ao-1)-(Ao-3) aus Satz
4.32 mit po = 0 und wo = 1 erfiillt sind.
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Abb. 4.14 a) Phasenportrait von (4.191), b) Grenzzyklus von (4.191)

In diesem speziellen Fall eines Systems im R? ist es moglich, eine direkte Analyse in der
(z,y)-Phasenebene zu machen. Man findet leicht, dass fiir < 0 das System (4.191)
keine periodischen Orbits hat, aber sehr wohl die triviale Losung x = y = 0 vorhanden
ist. Auflerdem ist die triviale Losung * = y = 0 stabil fiir alle 4 < 0 und instabil fiir
> 0. Fiir 4 > 0 hat (4.191) genau eine periodische Losung, die asymptotisch stabil ist
(siche Abbildung 4.14 b)). [ |

4.4 Aufgaben

Aufgabe 4.1

Gegeben sei der lineare Operator T': X — Y, XY lineare Rdume iiber K. Es sei L ein
festes algebraisches Komplement zum Nullraum ker(7'), d. h. L ist linearer Teilraum von
X, so dass X = ker(T") @ L gilt. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

a) Die Einschrankung
T:L— R(T) (R(T) :=T(X)) (4.193)

ist linear und bijektiv. Folglich gilt codim ker(7T") = dim R(T).
b) Es seien zusétzlich X und Y Banach-Réaume, L und R(T) abgeschlossen und der
Operator T : X — Y stetig. Dann ist der Operator aus (4.193) ein linearer Homoo-

morphismus.

Aufgabe 4.2

Es seien dim X < oo, dimY < oo und S : L — R(T') bezeichnet die Einschrankung des
Operators T : X — R(T) C Y auf einem linearen Teilraum L von X. L bezeichnet ein
festes algebraisches Komplement zum Nullraum ker(T"). Zeigen Sie, dass die Originalglei-
chung Tz = b fiir jedes gegebene b € R(T) die Losungsmenge

S™'b 4 ker(T)
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besitzt und dimker(7T") = dim X — dim R(T) ist.

Aufgabe 4.3
Es seien X := C'[a,b], Y := C°[a, b] und

Tx(t) ;== x(t), Vté€ la,b].
Dann ist der lineare Operator T : X — Y ein Fredholm-Operator mit ind (T") = 1.

Aufgabe 4.4

Essei T : X — Y ein linearer Fredholm-Operator, X und Y normierte Raume iiber K.
Dann gilt:

a) T surjektiv < ind(T) = dimker(T).

b) T injektiv. < ind(T) = codim R(T).

c) T bijektiv < ind(T) = dimker(T) = 0.

d) Falls X und Y Banach-Riume sind, dann hat die Gleichung

Txr =0, zeX

fiir jedes b genau eine Losung genau dann, wenn ind (7') = dim ker(7") = 0 gilt.

Aufgabe 4.5
Es sei X ein Banach-Raum und 7' : X — X ein linearer kompakter Operator. Man
beweise: Ist R(T') abgeschlossen, dann ist dim R(T") < oo.

Aufgabe 4.6

Geben Sie einen Beweis des Korollars 4.4.

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis indirekt (uo ist also keine charakteristische Zahl von
A) und benutzen Sie an Stelle der Gleichung (4.5) den dquivalenten Term

Tn = (fin — o) RAZn + unRG(zn), n €N,
wobei R := (I — ppA)™" linearer stetiger Operator auf X ist.

Aufgabe 4.7
Bestimmen Sie fiir das Randwertproblem

i+ ANu—u®) =0, te(0,m)), } (4.194)

u(0) = u(m) 0.

diejenigen Parameterwerte A, an denen Bifurkation auftritt.

Hinweis: Fithren Sie geeignete Funktionenrdume ein und formen Sie (4.194) in eine
Operatorgleichung um. (Die Aufgabenstellung kann auch auf elementarem Weg geldst
werden.)
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Aufgabe 4.8
Beweisen Sie den Satz 4.12.

Aufgabe 4.9
Wenden Sie den Satz 4.9 auf das RWP (mit den Dirichlet-Bedingungen)

{ i(t) + pa(t) + gt z(t), #(t), p) =0, t e (0,7),
z(0) = z(27) = 0,

an und zeigen Sie, dass jeder Punkt (0, 1) = (0, k%), k € N, ein Bifurkationspunkt ist.

Aufgabe 4.10
Ersetzen Sie die Dirichletschen-Randbedingungen aus Aufgabe 4.9 durch die Neumannschen-
Randbedingungen

z(0) =z(m) =0
und beweisen Sie, dass jeder Punkt (0, ) = (0,%%), k € NU {0}, ein Bifurkationspunkt
ist.
Aufgabe 4.11
Wenden Sie den Satz 4.9 auf das RWP

4
in(t) — pa(t) + g(t, 2(t), 2(2), &(t), (t), p) = 0, t € (0,m),

2(0) = &(0) = (r) = &(m),

an und zeigen Sie unter passenden Voraussetzungen an g, dass jeder Punkt (0,u) =
(0,k?), k € N, ein Bifurkationspunkt ist.

Aufgabe 4.12
Berechnen Sie alle Bifurkationslosungen der folgenden Integralgleichung:

Az(s) = i/ow[asinssint—i—bsin@s) sin(2t)] [x(t)+2° ()] dt, = € C°[0,7], 0 < b < a.
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In den vorangegangenen Kapiteln wurden dynamische Systeme als mathematische Ob-
jekte eingefiihrt, die die zeitliche Entwicklung existierender Systeme in Natur-, Ingenieur-
und anderen Wissenschaften beschreiben. Zeitkontinuierliche Systeme werden dabei hau-
fig durch gewohnliche Differenzialgleichungen (DGL) modelliert. Da in den meisten prak-
tischen Anwendungen eine geschlossene Losung der DGL nicht méglich ist, wollen wir
uns in diesem Kapitel mit numerischen Verfahren fiir folgende Problemklasse befassen:
Gegeben ist ein parameterabhiingiges C"-glattes Vektorfeld f € C™(R™*!) mit r > 1,
mit dem das autonome System

d
i = f(z,)), f:DxR—R", DCR", offen, g';zdi; (5.1)
definiert wird. Dabei ist A € A ein reeller Parameter aus einem vorgegebenen endlichen
Intervall A = [a, b]. Reale dynamische Systeme besitzen meist eine Vielzahl von Parame-
tern, die wir der Einfachheit wegen bis auf einen einzigen Parameter )\, den sogenannten

Systemparameter (auch Kontrollparameter genannt), konstant halten wollen.

Beispiel 5.1
1. W. F. Langford (1984) betrachtet ein dynamisches System der Fluiddynamik, das
nach mehreren Problemtransformationen auf das DGL-System

:i‘l = (x3—0.7)-m1—w-a¢2
T2 = w1+ (:123 — 0.7) -T2 (5.2)
i3 = 06+x3—x3/3— (xi+23)(1+p-x3)+e-23-a%

B. Marx, W. Vogt, Dynamische Systeme,
DOI 10.1007/978-3-8274-2448-8 5, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2011
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mit den positiven reellen Parametern w, p und ¢ fiithrt. Mit festen Werten w = 3.5,
e = 0.03 und dem Systemparameter A = p ergibt sich die Darstellung (5.1).

2. Der Meteorologe E. N. Lorenz untersuchte bereits in den 1960er Jahren ein verein-
fachtes Modell von Grundgleichungen (vgl. Argyris et al. (1995))

1 = X2 —T1
ii?z = )\:L‘l — T2 —X1X3 (53)
j33 = X112 — I3

mit dem positiven Kontrollparameter A. Wie (5.2) zeigt auch dieses System trotz
scheinbar einfacher Struktur ein erstaunlich reichhaltiges Losungsverhalten. |

In diesem Kapitel wollen wir Gleichgewichtslésungen parameterabhéngiger Systeme (5.1)
berechnen, die zugleich Fixpunkte des Flusses darstellen. Die dabei gewonnenen numeri-
schen Techniken werden sich auch fiir weitere Losungstypen, wie periodische und quasi-
periodische Losungen, als grundlegend erweisen.

5.1 Berechnung von Gleichgewichtslosungen

Punkte z* € D des Phasenraumes, in denen keine Bewegung stattfindet, bezeichnet
man als Gleichgewichtspunkte oder Fixpunkte der DGL. Thre numerische Bestimmung
beruht auf den Definitionen 2.28 und 2.31, die wir nun im parameterabhéngigen Kontext
anfiihren:

Definition 5.2 (Glelchgerchtspunkt Attraktor, Repellor)

i. Ein Punkt 2* € D heifit Gleichgewichtspunkt, Fizpunkt oder kritischer Punkt der
DGL (5.1) zu festem Parameterwert A\*, wenn f(z*,\*) = 0 ist.

ii. Der Gleichgewichtspunkt =™ ist ein (positiver) Attraktor, falls eine offene Umgebung
U(z™) C D von z* existiert, so dass fir jede Losung z(¢) von (5.1) mit z(0) € U(z™)
stets lim;—o0 z(t) = 2™ folgt. Gilt diese Eigenschaft fiir ¢ — —oo, so ist 2™ ein
Repellor (auch negativer Attraktor genannt).

Ist z* ein Gleichgewichtspunkt zu festem Parameterwert A* und ¢ : D — R™ die Ab-
bildung des Flusses der DGL (5.1), so ist offenbar ¢¢(z*) = ™ fiir alle ¢ € R. Damit ist
x* auch ein Fizpunkt des Flusses, und die zugehorige konstante Losung z(t) = =™ wird
als Gleichgewichtsldsung bzw. Ruhelage des dynamischen Systems bezeichnet.

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die DGL (5.1) ergibt sich, dass ein Gleich-
gewichtspunkt mit x(0) # z* niemals in endlicher Zeit erreicht werden kann. Deshalb
wird man zu seiner Bestimmung eine Integration der DGL unbedingt vermeiden, ins-
besondere wenn z* kein Attraktor bzw. Repellor ist. Wir gehen vielmehr direkt von
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Definition 5.2 aus und halten vorerst den Kontrollparameter \* € A = [a, b] fest. Damit
sind Gleichgewichtspunkte nun als Losungen eines parameterlosen Gleichungssystems

f(z) = 0, f:DCR" —R" (5.4)

gesucht. Der Einfachheit halber werde vorausgesetzt, dass f auf D mindestens zweimal
stetig differenzierbar ist.

5.1.1 Newton-Verfahren

Der bekannteste Losungsansatz besteht darin, die Funktion f an einer zuvor ermittelten
Naherungslosung zj zu linearisieren. Entwickeln wir dazu f(z) an der Stelle xj in die
Taylor-Reihe

f@) = f(ze) + f(zr)(x — 21) + Rz, z5)

so liefert die rechte Seite bei Vernachlassigung des Restgliedes R(z,xr) die Linearisie-
rung der Funktion f am Naherungspunkt xj. Anstelle der Gleichung f(z) = 0 16sen wir
nun die linearisierte Gleichung mit der Losung = = zx11

flae) + f(xr)(@rsr —ax) = 0,

und erhalten nach Umstellung das Newton- Verfahren' (engl. Newton-Raphson method)

Thtl = Tk — [F(xk)]_lf(ack) , k=0,1,2,3,.... (5.5)

mit der Jacobi-Matrix

Fla) = f'(@) = (g’g) (56)

Das Verfahren nimmt eine iterative Linearisierung der gegebenen Funktion an den be-
rechneten Naherungswerten xj vor. Dieser einfache Zugang, im eindimensionalen Falle
auch als Tangenten-Ndherungsverfahren bekannt, bildet zugleich eines der grundlegends-
ten und leistungsfahigsten Naherungsverfahren fiir differenzierbare Abbildungen.

Bevor wir seine Konverenzeigenschaften naher betrachten, wollen wir eine effiziente al-
gorithmische Darstellung angeben. Die Implementation des Newton-Verfahrens erfordert
die Berechnung von f(z)) und der Jacobi-Matrix F(xj) sowie die Bestimmung der
Néherung xk41. Nehmen wir an, die Jacobi-Matrix sei voll besetzt, und direkte Ver-
fahren werden zur Losung der linearen Gleichungssysteme eingesetzt. In jedem Schritt
des Newton-Verfahrens ist dann die Invertierung der Jacobi-Matrix F'(zj) erforderlich.

1Sir Isaac Newton (1643-1727), engl. Physiker, Mathematiker und Astronom; Entdeckung der
Gravitation; Newtonsche Axiome; Grundlagen der Differenzial- und Integralrechnung.
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Der betréchtliche arithmetische Aufwand lasst sich jedoch auf % reduzieren, wenn man
stattdessen in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem 16st. Das erreichen wir, wenn
wir die Verfahrensgleichung (5.5) nach der Newton-Korrektur di, = xp4+1 — 2 umstellen
und mit der Jacobi-Matrix F'(x)) multiplizieren. So entsteht eine praktikablere Form des
Newton- Verfahrens:

Lose fiir £k = 0,1, 2, ... das lineare Gleichungssystem

F(zp)dy = —f(zk), k41 = o+ di. (5.7)

Der arithmetische Aufwand pro Newton-Schritt besteht nun in der Losung eines linea-
ren Gleichungssystems mit n Unbekannten, wofiir die LU-Zerlegung oder QR-Zerlegung
eingesetzt werden kann (vgl. Hoffmann et al. (2005)). Dafiir sind O(n®) Gleitpunktopera-
tionen (floating point operations, flops) erforderlich. Allerdings sind die n Funktionswerte

ALGORITHMUS 5.3 (Newton-Verfahren)
Function [z] = newton(f, F, xo, tolabs, tolrel)

1. Berechne x = xq, tol = tolrel - || f(x)|| + tolabs
2. Do while ||f(z)|| > tol

1. Berechne Jacobi-Matrix F(x)

2. Zerlege F(x)=LU
3. Lése LU -d = —f(x)
4. x=x+d
5. Berechne f(x)

3. Return z

von f(zy) und die n? partiellen Ableitungen von F(zx) ebenfalls zu berechnen, was zu
einem betrachtlichen Funktionsaufwand des Newton-Verfahrens fiihren kann. Der zuge-
horige Algorithmus 5.3 erfordert als Input die Funktionen f und F', einen Startwert zo
und die (absolute und relative) Toleranz tolabs, tolrel.

Wir wollen nun die Frage behandeln, unter welchen Bedingungen das Newton-Verfahren
gegen eine Nullstelle * von f konvergiert. Entsprechend den angenommenen Voraus-

setzungen unterscheidet man drei Formen, die lokale, semilokale und globale Konvergenz:

m  Wenn vorausgesetzt wird, dass eine Losung 2™ existiert und der Konvergenzsatz dann
garantiert, dass eine (Kugel-)Umgebung K = K[z*;d] dieses Punktes existiert, so
dass das Iterationsverfahren fiir alle x9 € K gegen x* konvergiert, so heifit dieses
Verfahren lokal konvergent. Uber die Lage und GroBe der Umgebung K ist in praxi
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meist nichts bekannt; man weifl nur, dass fiir hinreichend nahe der Losung liegende
Startpunkte das Verfahren konvergieren wird.

m Muss die Existenz von x* nicht vorausgesetzt werden und koénnen die Voraussetzun-
gen eines Konvergenzsatzes bereits am Startpunkt xo verifiziert werden, so heifit das
betreffende Verfahren semilokal konvergent. Dazu ist haufig eine Menge D zu be-
schreiben, so dass fiir Startpunkte x¢o € D die Iteration konvergiert. Satz 5.9 liefert
ein Beispiel fiir eine semilokale Konvergenzaussage.

m Ist D C R”™ ein im Allgemeinen grofler vorgegebener Bereich (z. B. eine Kugelumge-
bung von 0, ein n-dimensionales endliches oder unendliches Intervall), so heifit ein
Iterationsverfahren global konvergent auf D, falls es flir jeden Startpunkt zo € D
gegen eine Losung z* in D konvergiert. Verfahren dieser Art werden in Abschnitt
5.1.4 behandelt.

Wir wollen zuerst einen lokalen Konvergenzsatz fiir das Newton-Verfahren formulieren.
Dazu betrachten wir Gleichung (5.21) und setzen die Existenz einer reguldren Losung
x* € D voraus.

Definition 5.4 (Reguldre Lésung)
Eine Losung z* € D heifit reguldr (isoliert), wenn

m eine Kugel K = K[z";6"] = {z| ||z —2|| <6} um z* mit K € int(D) existiert,
m die Jacobi-Matrix F(z) = f’(z) auf K Lipschitz-stetig ist und
m die Jacobi-Matrix F'(z*) an der Losung regulér ist.

Die Regularitat der Nullstelle stellt in der Tat eine Standardvoraussetzung an das zu
losende Problem dar. Bei singuldrer Jacobi-Matrix F'(z*) ist das Verhalten des Newton-
Verfahrens {iberaus kompliziert: Wahrend in einigen Féllen eine lineare Konvergenz ein-
tritt (z. B. bei skalaren Nullstellenproblemen), versagt das Verfahren in héherdimensio-
nalen Systemen héufig.

Bemerkung 5.5

1. Eine Losung ™ ist geometrisch isoliert, falls eine Umgebung K existiert, in der keine
weitere Losung z** # z* liegt. Die Regularitét einer Nullstelle darf deshalb nicht mit
deren geometrischer Isoliertheit verwechselt werden. Aus der Regularitat folgt im iibrigen
stets die geometrische Isoliertheit einer Losung.

2. Falls f € C?*(D) auf der gesamten Menge D ist, so lisst sich leicht zeigen, dass die
Bedingung rang F'(z*) =n bzw. det(F(z*)) # 0 hinreichend fiir die Regularitét einer
Lésung ™ € int(D) . [ |

Beispiel 5.6
Fiir das System mit zweimal stetig differenzierbarem f € R?

filzr,22) = (z1—22)® =0

fe(z1,22) = x1+22—2 =0
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erhélt man die Jacobi-Matrix
21—z —2(z1—
Fla) = (21 — 22) (w1 —w2)
1 1
An der Losung z* = (1,1) hat deren Determinante den Wert

0 0
11

det(F(z™)) = =0,

weshalb z* nicht regulér ist. Modifiziert man die Gleichungen zu

fi(zi,x2) = (21 —x2)2 —4 =0

fo(zi,22) = x1+ 22— 2 =0,
so dndert man die Jacobi-Matrix F'(z) damit nicht. Fiir die Losung z* = (2, 0) besitzt
sie nun die Determinante

—4

det(F(z*)) = = 840,

1

also ist diese Losung regulér. |

Vergleichen wir das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens in diesem Beispiel mit-
einander, so lasst sich im reguldren Fall eine wesentlich hohere Geschwindigkeit erkennen.
Wir fithren deshalb eine Konvergenzordnung ein und betrachten dazu eine Folge von Né&-
herungen (), die mit einer allgemeinen Iteration xr41 = g(z) erzeugt wird.

Definition 5.7 (Q-Ordnung)
i. Die Folge (z) konvergiert mindestens mit der Q-Ordnung p > 1, falls ein Konver-
genzfaktor Q+ > 0 existiert, so dass fiir alle k > ko, ko € N,

|zk41 — 2| < Q4 ller — ™"

gilt. Falls p = 1 ist, so wird Q4+ < 1 gefordert.
ii. Die Folge (xx) konvergiert hochstens mit der Q-Ordnung p > 1, falls ein Konver-
genzfaktor Q_ > 0 existiert, so dass fiir alle k > ko, ko € N, gilt:

s —2*ll 2 Q-llex — 2|17

iii. Die Folge (xx) konvergiert genau mit der Q-Ordnung p > 1, falls sie mindestens und
héchstens mit Q-Ordnung p konvergiert.

iv. Das Iterationsverfahren x4, = g(zr) konvergiert beziiglich x* mindestens mit der
Q-Ordnung p , wenn jede damit erzeugte Folge (xr) mindestens mit Q-Ordnung p
konvergiert,.

v. Existiert eine Folge (zr) genau mit Q-Ordnung p, so konvergiert auch das
Tterationsverfahren zpy1 = g(zr) beziiglich * genau mit Q-Ordnung p .
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Verfahren der Q-Ordnungen 1, 2 bzw. 3 werden als linear, quadratisch bzw. kubisch kon-
vergent bezeichnet. Definition 5.7 setzt allerdings nicht voraus, dass die Fehler ||z —x™||
verschieden von Null sind. Tritt dieser Fall fiir ein k = k1 > ko bei einem Verfahren ein,
das mit genau der Q-Ordnung p konvergiert, so verschwinden alle Fehler der Iterationen
fir k > ki . Andererseits bedeutet |z — x*|| > 0 fiir ein k& > ko , dass alle weite-
ren Fehler ungleich Null sind . Wir setzen desweiteren diesen nichttrivialen Fall und ein
Verfahren der genauen Q-Ordnung p voraus. Existiert der Grenzwert

g = lim LZe—z|

k—oo ||lzk —x*||P

so bezeichnet man ihn als asymptotischen Konvergenzfaktor. Falls jedoch ¢ = 0 ist, so
erweist sich das Verfahren als schneller als mit Q-Ordnung p konvergent. Insbesondere
heiflen Iterationsverfahren mit

*
R [T [
k—oo oy —z¥||
uberlinear konvergent.
Den betréchtlichen Vorteil eines Verfahrens mit Konvergenzordnung p > 1 verdeutlicht
man am besten, wenn man die Definition 5.7 rekursiv anwendet, was zur Darstellung

pF-1
P

k
lzk — 2| < Q¢ llzo — ™| (5-8)

fithrt. Bei Vorliegen linearer Konvergenz hatte sich dagegen
* k *
lzr — 27| < Q% - llzo — 27| (5.9)

ergeben. Angenommen, in beiden Féllen liege derselbe Anfangsfehler ||xg — ™| = 1.0
vor und die Konvergenzkonstante sei Q4 = 0.1 . Dann schatzt man den Fehler des linear
konvergenten Verfahrens durch

|z — 2| < 10°*

ab, d. h. pro Iterationsschritt gewinnt man durchschnittlich eine Dezimalziffer an Ge-
nauigkeit. Fiir ein quadratisch konvergentes Verfahren dagegen erhilt man

_ ok
ek — 2| <1072,

so dass sich in jedem Iterationsschritt die Zahl der richtigen Ziffern verdoppelt!
Wir konnen nun einen lokalen Konvergenzsatz fiir das Newton-Verfahren angeben. Den
umfangreichen Beweisgang dazu findet man z. B. bei Hoffmann et al. (2005).

Satz 5.8 (Lokale Konvergenz)

f:D CR® — R" besitze die regulare Losung z* € D. Dann existieren Konstanten
0 >0und @ > 0 mit @5 < 1 und eine Kugel K = K[z*;4] , so dass folgende
Behauptungen gelten:



234 5 Numerik der Gleichgewichtslosungen

i. Das Newton-Verfahren ist fiir jeden Startwert xg € K durchfithrbar mit x; € K fiir
alle k > 0.

ii. limg_,oo zp = 2°

iii. * ist die einzige Losung in der Kugel K .
iv. Die Konvergenz ist mindestens Q-quadratisch, d. h.

lzrir — || < Qllzk —a* |2 Yk > ko.

Da sich die Regularitatsvoraussetzung auf eine im allgemeinen unbekannte Losung x*
bezieht, ist sie in der Praxis meist nicht tiberpriifbar. Geeigneter sind deshalb semilokale
Sétze, die entsprechende Voraussetzungen an die vom Anwender des Verfahrens festge-
legte Startlosung xo fordern. Wir geben den bekanntesten Satz an; einen vollstandigen
Beweis findet man z. B. in Isaacson und Keller (1972).

Satz 5.9 (L. V. Kantorovics)
Fiir die Startlosung o des Newton-Verfahrens seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

i. Es existiert die inverse Matrix F(zo)™" mit ||F(zo)™ ! < «.
ii. Fir die Differenz der ersten beiden Naherungen gelte

lz1 = zoll = [|F(z0) ™" f(zo)ll < 6.

iii. f sei 2-mal stetig differenzierbar mit

>

fir alle z € K = KJzo;208] = {z | ||z — zo|| < 28} .
iv. afy < 1/2 .

82]”1(30
830] (9:Ek

¥ ..
s —1(1
— ’)’L 9 Z’.] ( )n’

Dann gelten folgende Behauptungen:

i. Das Newton-Verfahren ist fiir den Startwert zo € K unbeschrankt durchfihrbar mit
xr € K fiir alle k£ > 0.

ii. Die Folge (zy) konvergiert gegen ein z* mit f(z*) = 0.

iii. Fiir den Fehler gilt

|k — ™| < 25 k=0,1,2,....

Falls in Voraussetzung iv. sogar afy < 1/2 gilt, so kann zusétzlich nachgewiesen
werden, dass die Folge (zx) mindestens Q-quadratisch konvergiert.
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5.1.2 Vereinfachte Newton-Verfahren

Fiir groBdimensionale Systeme ist der Aufwand pro Iterationsschritt auch in der prakti-
kablen Form 5.7 des Newton-Verfahrens zu hoch. Man approximiert die Jacobi-Matrix
F(xr) dann durch eine geeignete konstante Matrix A. Im einfachsten Fall kann man
A = F(zo) wahlen und erhilt so das vereinfachte Newton-Verfahren (Sehnenverfahren,

engl. chord method):

(1) Berechne die Matrix A = F(x¢) und deren LU-Zerlegung.
(2) Lose fir k =0,1,2,... das lineare Gleichungssystem

Ad' = —f(zi), appr = ap+d°. (5.10)

Offenbar ist nun jeder Iterationsschritt wesentlich effizienter, denn der arithmetische Auf-
wand fiir eine Vorwirts-Riickwirts-Elimination ist nur von der Ordnung O(n?), und
es sind lediglich n Funktionswerte in f(zx) zu berechnen. Dem steht eine langsamere
Konvergenz gegeniiber. Im Gegensatz zum Newton-Verfahren kann fiir das Sehnenver-

ALGORITHMUS 5.10 (Sehnenverfahren)
Function [z] = newtonO(f, F, o, tolabs, tolrel)

1. Berechne x = xo , tol = tolrel - || f(z)|| + tolabs
2. Berechne Jacobi-Matrix F'(z)

3. Zerlege F(z) = LU

4. Do while ||f(z)|] > tol

1. Lése LU -d = —f(x)
2.z=x+d
3. Berechne f(x)

5. Return =z

fahren nur lineare Konvergenz erwartet werden. Um die Konvergenz des Verfahrens zu
garantieren, wird wie im Falle des Newton-Verfahrens die Regularitat der Nullstelle x*
vorausgesetzt (vgl. Kelley (1995)).

Satz 5.11 (Lokale Konvergenz)
f:D CR™ — R™ besitze die regulare Nullstelle z* € D. Dann existieren Konstanten
6> 0und Q1 > 0, so dass folgende Behauptungen gelten:
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i. Das Sehnenverfahren ist fir jeden Startwert zo € K = K[z*;d] durchfithrbar mit
xr € K fiir alle k£ > 0.

. limg .o o = @
iii. Die Konvergenz ist Q-linear mit der Fehlerschatzung

lexi — ol < Qillzo — allller —2*ll, k=0,1,2,.... (5.11)

Algorithmus 5.10 erfordert als Input die Funktionen f und F, einen Startwert xo und
die (absolute und relative) Toleranz tolabs, tolrel. Auch diesen Algorithmus kann man
leicht als MATLAB-Funktion implementieren.

Falls sich die Jacobi-Matrix F'(xy) von Iteration zu Iteration nur wenig &ndert, empfeh-
len sich mehrere Zwischenschritte mit ein- und derselben Matrix A. Dafiir ist jedesmal
nur eine LU-Zerlegung erforderlich. Man erhélt so eine Kombination aus Newton- und
Sehnenverfahren, die haufig als Shamanskii- Verfahren bezeichnet wird. Es lasst sich als
eine Variante des Newton-Verfahrens mit m inneren Iterationsschritten interpretieren:

Fir £=0,1,2,... iteriere
yo = m — [Flaex) ™" fxx),
yir1 = yj — [Fl@)] " fly;), §=0(1)m—1 (5.12)

Tk+1 = Ym -

Das Newton-Verfahren liegt offenbar im Sonderfall m = 0 vor, wihrend im Grenzfall
m — oo dieses Verfahren in das Sehnenverfahren tibergeht.

Nimmt man die Werte y; der inneren Iteration als Hilfsgroflen an und betrachtet ledig-
lich die Folge (x) der dufleren Iterierten, so kann man unter geeigneten Voraussetzungen
nachweisen, dass diese Folge mindestens mit Q-Ordnung m + 2 gegen die Losung x* kon-
vergiert. So kann mit relativ geringem Zusatzaufwand (eine Berechnung von f und eine
Vorwirts-Riickwérts-Elimination) eine hohere Konvergenzordnung als beim gewohnlichen
Newton-Verfahren erreicht werden.

Der Algorithmus 5.12 erfordert als Input ebenfalls die Funktionen f und F, einen Start-
wert o und die (absolute und relative) Toleranz tolabs, tolrel. Hinzu kommt die Anzahl
m der inneren Iterationen. Samtliche Iterationswerte konnen in ein- und derselben Va-
riablen x gespeichert werden. Wird die geforderte Genauigkeit bereits in einer inneren
Iteration erreicht, so kann der entsprechende Iterationswert zuriickgegeben werden.

Beispiel 5.13
Wir betrachten die Gleichungen

f1(1‘1,:172) = 1—17%—1‘% =0, f2(1,‘1,:172) = —2x1+x2 = 0
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ALGORITHMUS 5.12 (Shamanskii-Verfahren)
Function [z] = shamanskii(f, F, xo, tolabs, tolrel, m)

1. Berechne x = xq , tol = tolrel - || f(x)|| + tolabs
2. Do while ||f(z)|| > tol

1. Berechne Jacobi-Matrix F'(x)
2. Zerlege F(x) = LU
3. For 5 =0(1)m

1. Lése LU -d = —f(x)

2. z=x+d

3. Berechne f(z)

4. If ||f(x)]| < tol Return z

3. Return z

und wenden (a) das Newton-Verfahren, (b) das Shamanskii-Verfahren mit den inneren
Iterationszahlen m = 1,2,5,10 und (c) das Sehnenverfahren mit denselben Parameter-
sitzen an. In Tabelle 5.3 wird die Anzahl & aller Iterationen des Newton-, des Shamanskii-
und des Sehnenverfahrens gegeniibergestellt. In den mit * markierten Féllen wurde die
geforderte Genauigkeit tol nicht vollstdndig erreicht. Beachtet man jedoch, dass das
Newton-Verfahren in dritten Aufruf k& = 6 Berechnungen der Jacobi-Matrix und einen
arithmetischen Aufwand von k - %ng erfordert, so liefert das Shamanskii-Verfahren die
fn;JrllJ + 1 =2 Jacobi-Matrizen und einem
arithmetischen Aufwand von 2 - %ng’ . |

Losung bereits fir k£ = 16, m = 10 mit {

Tab. 5.1 Anzahl der bendtigten lterationen zu Beispiel 5.13.

tolabs Startpunkt | Newton- Shamanskii-Verfahren Sehnen-
tolrel (z1,z2) | Verfahren | m=1 m=2 m=5 m=10 | verfahren
1076 (3.1.7) 5 7 7 10 11* 28*
10712 (3,1.7) 6 8 9 13 16 50%
10712 (-3.-2) 6 8 10 13 16 50%

Der Vorteil dieses Verfahrens tritt besonders bei grofdimensionalen Gleichungssystemen
stiarker hervor. Es kann zudem verbessert werden, wenn die Anzahl m ergebnisabhén-
gig gewahlt und gegebenenfalls adaptiv gedndert wird. Das kann durch Kontrolle der
Fehlerentwicklung der inneren Iteration erfolgen (vgl. Kelley (1995)).
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5.1.3 Newton-Verfahren mit Differenzenquotienten

Héufig sind die Ableitungen von f nur mit erheblichem Aufwand exakt zu berechnen.
Dann kann man das fiir skalare Gleichungen bekannte Sekantenverfahren verallgemeinern
und approximiert die Jacobi-Matrix F(zy) = f’(x)) durch eine leichter zu berechnende
Matrix Ax € R™*™ mittels Differenzenquotienten

Tpir = xp — AL f(zk), k=0,1,2,... (5.13)

und einem geeigneten Schrittweitenvektor h = (hi,...,hn)T , hj > 0. Derartige Ver-
fahren bezeichnet man oft als Newton-ahnlich (Newton-like), wenn die erzeugten Folgen
(zr), k=0,1,2,..., das Verhalten der Newton-Folge aus Verfahren 5.3 approximieren.
Besitzt die Gleichung f(z) = 0 die regulare Losung z* € D C R", so definiert man
genauer:

Definition 5.14 (Newton-ahnliches Verfahren)
Eine konvergente Naherungsfolge (zr), K =0,1,2,..., mit zx # =™ in einer Umgebung
S von z* heit Newton-dhnlich, wenn

i W @r) + f (@) (@ra1 — zi)|

=0
k—oo lze+1 — x|

gilt. Ist jede Folge mit 2o € S Newton-dhnlich, so bezeichnet man das Verfahren selbst
als Newton-dhnlich.

Fiir das Newton-Verfahren selbst trifft die Definition offenbar zu. Man kann unter der
Voraussetzung einer reguliren Losung x* nachweisen, dass ein Verfahren genau dann
iberlinear konvergiert, wenn es Newton-ahnlich ist (vgl. Schwetlick (1979)).

Betrachten wir nun Verfahren der Gestalt (5.13) und stellen die Matrix Ay durch
Differenzenquotienten dar. Als einfachste Approximation Ay bietet sich die Einpunkt-
Approximation mittels der Vorwirts-Differenzenquotienten von f’(x)

1 .
{Vf(@ W} = = filer, s @j + hyyesan) = fi(@)], 45 =1.n,
j
an, die mit dem j-ten Einheitsvektor e; spaltenweise als

Vf(z,h)e; = —[f(z+ hje;) — f(x)], j=1l.n (5.14)

1
hy
notiert werden kann. Zuerst ist zu klaren, unter welchen Bedingungen das entstehende
Verfahren (5.13) durchfiihrbar ist und die erzeugte Folge der Naherungslosungen (xg),
k=0,1,2,... gegen eine Losung z* konvergiert. Da anstelle der einfachen Differenzen-
quotienten (5.14) auch andere Approximationen denkbar sind, soll folgende Verallgemei-
nerung eingefithrt werden:
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Definition 5.15 (Streng konsistente Approximation)
f:D CR"™ —R" sei auf Dy C int D differenzierbar. Die Schrittweitenmenge sei

H={h=(hi,h2,...;hn) €ER" | h; £0, i=1,...m, ||h|| < r}.

Dann heifit die Abbildung Vf : Do x H — R™*™ streng konsistente Approximation fiir
f'(z) auf Do mit dem Diskretisierungsbereich H C R™, wenn 0 € R™ Hiufungspunkt
von H ist und eine Konstante C' > 0 existiert, so dass

IVf(z,h) = f'(@)| <C -]l (5.15)

fir alle (z,h) € Do x H gilt.

Mit der Voraussetzung f € CZ(R™) erfiillt unsere Differenzenapproximation (5.14)
offenbar die Bedingung (5.15), d. h. }11_% Vf(z,h) = f'(z) mit Ordnung 1 in h. Bei
Schwetlick (1979) wird dann die Konvergenz des Verfahrens (5.13) mit folgendem Satz
nachgewiesen:

Satz 5.16 (Konvergenz)

f: D CR"™ — R"” besitze die regulire Losung * € D, und Vf : Do x H — R**"
sei eine streng konsistente Approximation von f’ auf einer Umgebung Do von z*. Dann
existieren Konstanten dp > 0 und € > 0, so dass folgende Behauptungen gelten:

i. Das Verfahren (5.13) ist fiir jedes zo € Ko := K[z*; 0] durchfiihrbar, und =3 € Ko
fir k = 0,1,2, ..., wenn in jedem Schritt hy € H so gewahlt wird, dass ||hg| < €
garantiert ist.

ii. Die Folge (z1) konvergiert mindestens linear gegen z*.

iii. Falls zusétzlich kli_)n;o hr, = 0 gilt, so ist die Konvergenz der zj, iiberlinear.

Damit ist das Verfahren Newton-dhnlich im Sinne der angegebenen Definition, falls die
Schrittweitenfolge (hr) gegen Null konvergiert. In praxi konnen allerdings wegen der
begrenzten Stellenzahl der benutzten Gleitpunktzahlen die Schrittweiten h; der Differen-
zenapproximation (5.14) nicht beliebig nahe bei Null gewéhlt werden, sondern miissen
auf jeden Fall grofler als die relative Maschinengenauigkeit s sein. Damit erfiillt die
reale Schrittweitenmenge H,..,; nicht die Voraussetzung aus Definition 5.15 und der
Konvergenzsatz ist nur bedingt aussagekraftig. Beantworten wir deshalb die Frage, wie
die Diskretisierungsschrittweiten h; in h = (h1, ha,...,hy) passend zu wahlen sind.
Neben dem Diskretisierungsfehler f'(x) — V f(x,h) sind dazu nun auch andere Feh-
lerquellen, insbesondere Rundungsfehler, zu beriicksichtigen. Wird namlich anstelle von
f(z) der fehlerbehaftete Funktionswert f(z) = f(x) + e(z), ||e(z)|| < e mit der
Maschinengenauigkeit €5, benutzt, so erhilt man mit der Voraussetzung f € C*(R™)
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ALGORITHMUS 5.17 (Newton-Verfahren mit Differenzen)
Function [z] = newtondiff (f, zo, tolabs, tolrel)

1. Berechne = = xo, tol = tolrel - || f(x)|| + tolabs
2. Do while ||f(x)|| > tol

1. Wiahle h; = \/ear (1 + |z5]), j=1(1)n

2. Approximiere die Jacobi-Matrix durch Ay mit
Avej = - 1f @+ hey) = f(@)], 5 = 1(1n

3. Lose Ay -jd = —f(x) nach d

4, x =z +d

5. Berechne f(x)

3. Return =

fiir den gesamten Approximationsfehler der Differenzenapproximation die Abschétzung

1f/(x)e; = Vf(z, h)e;]]

1F (@)e; — hij[ﬂx + hje;) — F(@)l

< @es = oLt hye) — s + 2

261\/[

< Ch
< Chj+ 50

mit einer funktionsabhangigen Konstanten C' > 0. Minimierung der rechten Seite iiber h;
ergibt den Minimalwert h; = /2e5/C, womit h = O(\/ear) gilt. Um fiir betragsgroBe
Werte z; auch entsprechend grofie Diskretisierungsschrittweiten h; zu erhalten, hat sich
eine kombinierte Absolut-Relativ-Wahl

hi = Ve (L+lasl), 4 =11n (5.16)

gut bewéhrt. Damit wird zugleich garantiert, dass fiir Werte von x; nahe Null keine
Stellenausléschung in den Differenzenquotienten erfolgt. Das entstehende Verfahren ist
allerdings nun nicht mehr Newton-ahnlich im engeren Sinne der Definition.

5.1.4 Gedampfte Newton-Verfahren und globale Konvergenz

Die bisher behandelten Verfahren sind lokal konvergent, da unter geeigneten Vorausset-
zungen (Glattheit, Regularitit) stets eine Konvergenzumgebung S der Nullstelle z* der
Gleichung

f(z) =0, f:DCR"—R", Doffen (5.17)
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existiert. Uber die Lage und Gréfe der Umgebung S ist in praxi meist nichts bekannt.
Um den semilokalen Konvergenzsatz 5.9 von L.V. Kantorovics anwenden zu konnen,
sind schwer nachzuvollziehende Abschétzungen in der Umgebung des Startwertes xo
durchzufiihren, der zudem nahe der Losung z* liegen sollte.

Die Menge S(z*) aller Startwerte xo, fiir die das jeweils betrachtete Verfahren gegen die
Nullstelle * konvergiert, bildet den Einzugsbereich von x*. Um ihn zu vergrofiern, kann
man zur Bestimmung der Nullstelle z* von f auch das zugehorige Minimierungsproblem

V(@) = %”f(x)”Q = Min! iber z€DCR", (5.18)

mit der Euklidischen Norm ||z|| betrachten. Gesucht ist dann eine Minimalstelle * mit
Y(x*) = 0 . Ausgehend von einer k-ten Losungsndherung xj lasst sich der neue Wert
Tk4+1 = Xk + dr mit der Newton-Richtung (bei Minimierungsverfahren auch ,Such-
Richtung“ genannt) dj, = —f'(xx) ' f(2) ermitteln und anschlieBend kontrollieren, ob
die einfache Abstiegsbedingung

Y(Tk+1) < V()

fiir die Funktion ) erfiillt ist. Andernfalls kann man den Korrekturvektor di mit einem
Faktor 7, € (0,1] ddmpfen und mit dem zuriickgesetzten Testpunkt

Tho1 = ok + 7% -d mit  dy = —f (zx) " fak) (5.19)

die Abstiegsbedingung erneut iiberpriifen. Nach eventuell weiteren erforderlichen Redu-
zierungen Tk := Tk -  mit dem fest gewdhlten Skalierungsfaktor a € (0,1) liefert der

ALGORITHMUS 5.18 (Gedampftes Newton-Verfahren)
Function [z,y] = newtonarmijo(f, F, zo, tolabs, tolrel)

1. Berechne z =z, tol :=tolrel - ||f(x)|| + tolabs
2. Wihle Konstanten 6§ € (0, 1), o € (0,1) und X:=1
3. Do while ||f(z)|] > tol
1. Wahle A :=min(\/a,1)
Berechne Jacobi-Matrix F'(x)
Berechne Newton-Richtung d aus F(zx)-d = —f(x)
Berechne Testpunkt y: =z + Ad
Do while [[f(y)[I* > (1 — 20N f (=)l
1. Reduziere A:=\-«
2. Berechne Testpunkt y := 1z + A\d

oL

6. Aktualisiere x:=y
4. Return z, y = f(z)
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erste akzeptierte 7,-Wert den Ddmpfungsfaktor des sogenannten geddmpften Newton-
Verfahrens (5.19). Haufig wird eine sukzessive Halbierung mit o = 0.5 vorgenommen.
Bei Minimierungsverfahren hat es sich bewéhrt, diese einfache Abstiegsbedingung durch
eine Bedingung fiir hinreichenden Abstieg

1 (5.20)

Y(xgy1) < (1 —207%) Y(xg), miteiner Konstanten 4§ € (0, 5

zu ersetzen. Offenbar ist 1 — 267, € (0,1), wobei Werte § = 1072,10™* {iblich sind.
Der erste 7-Wert, mit dem diese Bedingung erfiillt ist, liefert ein geddmpftes Newton-
Verfahren (5.19) mit der sogenannten Armdjo-Regel (5.20), die in Algorithmus 5.18 imple-
mentiert wurde. Eine detaillierte Begriindung dieser und weiterer verbesserter Strategien
findet man bei Kosmol (1993).

Das Hauptziel, den Einzugsbereich von z* zu vergrofern, kann mit dem geddmpften
Newton-Verfahren oft erreicht werden. Ist S C R™ ein im Allgemeinen grofier vorgege-
bener Bereich, so ist das Iterationsverfahren global konvergent auf S, falls es fiir jeden
Startpunkt zo € S gegen einen Fixpunkt z* in S konvergiert. Kann die Regularitat der
Jacobi-Matrix f'(x) auf einer ganzen Niveaumenge vorausgesetzt werden, so lisst sich
die globale Konvergenz des gedampften Newton-Verfahrens fiir alle Startwerte aus dieser
Menge nachweisen (vgl. Schwetlick (1979) zum aufwéndigen Beweis des Satzes):

Satz 5.19 (Globale Konvergenz)
Essei f: D C R" — R™ 2-mal stetig differenzierbar auf der offenen Menge D. Zu einem
festem y € D werde die Niveaumenge

S =A{zeD|If@)I <Ir@I}

definiert, die als kompakt vorausgesetzt wird. Ist die Jacobi-Matrix f’(z) fiir alle z € S
invertierbar, so gelten folgende Behauptungen:

i. Das gedampfte Newton- Verfahren (5.19) mit Armijo-Regel (5.20) ist fiir jedes
zo € S durchfiihrbar mit x; € S und streng monoton fallenden Funktionswerten
1 (el -

ii. Die Folge (zx) konvergiert gegen eine Nullstelle 2* von f in der Menge S.

iii. Falls das Verfahren nicht nach endlich vielen Schritten mit einer Nullstelle endet, so
existiert ein K € N, bei dem das Verfahren fiir £ > K in das gewohnliche Newton-
Verfahren iibergeht und Q-quadratische Konvergenz eintritt.

Die hier eingefiihrte Dampfungsstrategie lasst sich nunmehr auch erfolgreich auf das ver-
einfachte Newton-Verfahren, das Shamanskii-Verfahren und das Newton-Verfahren mit
Differenzenquotienten anwenden und dafiir globale Konvergenz erreichen. Die kompli-
zierte Konvergenztheorie iibersteigt jedoch den Rahmen dieses Buches. Sehr gute und
detaillierte Darstellungen des Stoffes findet man bei Deuflhard (2004) und Kelley (1995).
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5.2 Parametrisierung von Losungskurven und
Fortsetzungsmethoden

Wir kehren nun zum eingangs genannten Problem (5.1) zuriick und bestimmen parame-
terabhéngige Gleichgewichtspunkte stets als Losungen des Gleichungssystems

f(z,A) =0, f:DxACR"™ —R" (5.21)

mit skalarem Parameter A € A = [a, ).

Abb. 5.1
Losungszweige Lo (schwarz) und L1, Lo (blau) im Lésungsdiagramm zu Beispiel 5.20

Beispiel 5.20
Fir X € [0, 3] berechnen wir alle Gleichgewichtspunkte des Lorenz-Systems (5.3) mittels

Tro — I = 0
Ar1 —x2—x123 = O
X1Tx2 — X3 = 0.

Im Intervall 0 < A < 1 existiert lediglich die asymptotisch stabile triviale Losung
Lo : x1 = x2 = x3 = 0, wahrend fiir 1 < A < 3 aufler dieser Losung Lo die beiden
nichttrivialen Losungen

Li:zi1=22=VA—1, z3=A—1 und Lo: xz1=22=—VA—-1, z3=X—-1

gefunden werden. Wegen x1 = z2 fiir alle Losungen wéhlen wir eine dieser beiden Koordi-
naten aus und stellen die Losungszweige im (A, 21, 23)- Losungsdiagramm der Abbildung
5.1 dar. Beim Durchlaufen des Parameterwertes A* = 1 tritt offenbar eine Losungsver-

zweigung ein. Zugleich wird fiir A > A* die triviale Losung Lo instabil. |
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Abbildung 5.1 legt nahe, die Variablen z und A zu einer einzigen Variablen y = (z, A) mit
y € R" ™! zusammenzufassen und System (5.21) als unterbestimmtes Gleichungssystem

fly) =0, f:R"™ SR" feC"R™) mit r>1, (5.22)
in R™*! zu behandeln. Um dessen Losungsmenge M numerisch bestimmbar zu machen,

treffen wir eine Zusatzannahme mit folgender

Definition 5.21 (Regularer Punkt, regulidrer Wert)

i. Ein Punkt y € R™ heiBt reguldrer Punkt der glatten Abbildung f, wenn die
Jacobi-Matrix Df(y) € RM™TDX" yollen Rang hat, d. h. rang(Df(y)) = n.
Andernfalls heifit y singuldrer Punkt.

ii. Ein Bildpunkt w € R™ heifit reguldrer Wert von f, wenn die Menge

f7Hw) = {y€ Dx ACR™ | f(y) = w}
nur aus reguldren Punkten von f besteht. Andernfalls heifit w singuldrer Wert.
Wir nehmen desweiteren an, dass 0 € R™ ein reguldrer Wert von f ist, also die Jacobi-
Matrix D f(y) vollen Rang fiir alle Losungen von f(y) = 0 besitzt. Mit
M = {yeR"™ | f(y) =0, rang(Df(y)) =n} (5.23)
bezeichnen wir die Menge aller Losungen von (5.22), die reguldre Punkte von f sind.

Beispiel 5.22
Mit y = (z1,z2,23,A) = (y1,y2, Y3, ya) lautet die Jacobi-Matrix des Lorenz-Systems

-1 1 0 0 Y2 — Y1
Df(y) = |ya—ys -1 —y1 wn wegen  f(y) = | yay1 —y2 — v1ys |
Y2 y1 —1 0 Y1Y2 — Y3

womit sich fiir den Losungszweig Lo : yo = (0,0, 0, y4) nur dann rangD f(yo) = 3 ergibt,
wenn y4 = A # 1 ist. Der Punkt yo = (0,0,0,1) ist hingegen singulér. Also ist 0 € R3
kein reguldrer Wert von f. Schrinken wir den Parameterbereich jedoch auf A = [1.5, 3]
ein, so sind alle entsprechenden Lésungen regulére Punkte von f. |

5.2.1 Natiirliche Parametrisierung

Ist fiir einen Losungspunkt yo = (w0, Ao) die Teilmatrix Dg f(z0, Ao) € R™*™ regulir,
so kann der natiirliche Parameter A zur lokalen Parametrisierung der Losungsmenge M
benutzt werden. Nach dem impliziten Funktionentheorem (vgl. Hoffmann et al. (2005))
existiert lokal eine Funktion = : [Ao — &, A0 + €] — R" mit ¢ > 0 und (z(A),\) € M.
Ist Dz f(x, ) sogar regulér fiir alle (z,A) € D x A, so ist die Funktion z(\) auf ganz A
definiert. Wir treffen dazu folgende



5.2 Parametrisierung von Losungskurven und Fortsetzungsmethoden 245

Voraussetzung 5.23 (Regularitét)
Es sei D C R"™ offen und A = [a,b]. f € C"(D x A), r > 2, und Dy f(z,\) ist requlir
fir alle (x,\) € D x A.

Mit dieser Regularitétsvoraussetzung gewinnen wir den fiir das Verfahren grundlegenden

Satz 5.24
Unter Voraussetzung 5.23 existiert die implizit definierte Funktion « : A — D mit den
Eigenschaften:

i. f(z,\) = 0 besitzt fiir jedes A € A genau eine Losung z = z(\) € D.
ii. Es gilt die Abschitzung ||z —z(N\)|| < Mo - ||f(z, V|| V (z,\) € D x A\, Mp > 0.
iii. x(A) ist in A € A stetig differenzierbar und geniigt der Einbettungsgleichung

2'(A) = —[Daf(z(\), A7 Daf((A), A). (5.24)

Von einer direkten numerischen Integration dieser Einbettungsgleichung — mitunter auch
als Davidenko-DGL bezeichnet — als Anfangswertproblem sollte wegen der komplizierten
rechten Seiten und evtl. fehlender Losungsstabilitat Abstand genommen werden. Nu-
merische Fortsetzungsmethoden nutzen vielmehr die Bestimmungsgleichungen (5.21) zur
genauen Berechnung von z()\). Dazu unterteilen wir wie in Abbildung 5.2 das Parameter-
intervall A = [a, b] in N Teilintervalle mit den Teilpunkten a = Ao < A1 < ... < Ay =b

T

T
hy
<---->

0 a=X\ A1
Abb. 5.2 Fortsetzung mit natiirlicher Parametrisierung
und bestimmen sukzessive die Punkte (z(};), A;) der Losungskurve

L={(x,|(z,\) € DxA mit f(z,\) =0}, (5.25)

beginnend mit (x(a),a) = (xo, Ao) in der Reihenfolge (xg, Ao), (z1, A1), ..., (TN, AN).
Dabei soll abkiirzend z; = x(\;) notiert werden. Ein Fortsetzungsschritt von A;_1 bis
A;j ist dann folgendermaflen aufgebaut:
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1. Gegeben sei ein (zuvor ermittelter) Kurvenpunkt (zj—1,A;—1).
2. Festlegung einer Fortsetzungsschrittweite h; > 0 und des neuen Parameterwertes

)\j = )\j—l + hj.
3. Pradiktorschritt: Vorgabe eines Niherungswertes ¥ fiir den neuen Losungsvektor
Tj = $(>\j) .

4. Korrektorschritt: Iterative Verbesserung des Pradiktorwertes mittels eines Newton-
ahnlichen Verfahrens fiir Gleichung (5.21).

Pradiktorschritt

Fiir den Prddiktorschritt nutzen wir Informationen iiber zuvor bestimmte Kurvenpunkte

und extrapolieren die Losungskurve bis zu \;:

1. Der Basis-Pradiktor nimmt den vorhergehenden Kurvenpunkt als Startwert fiir den
folgenden Korrektorschritt:

of = zj—1 =x(Xj—1) (5.26)

2. Der Tangenten-Pridiktor — auch Euler-Pridiktor® genannt — ersetzt die Kurve lokal
durch ihre Tangente im vorhergehenden Kurvenpunkt

P
T'Sekante
P
P ‘TTangente
xTangente
3’_
T T;
. Zj
Tj—1
P
LBasis
h;
B >
A1 A
Abb. 5.3 Pradiktoren bei natiirlicher Parametrisierung
z(A) =z(Nj—1) + (A= Aj-1) -2’ (Aj-1) (5.27)

wobei z'(Aj_1) mit der Einbettungsgleichung (5.24) gewonnen werden kann. Wegen
xj—1:= x(Aj—1) ergibt sich so die Pradiktorformel
w" = wjo1 = hy - [Daof(zj—1,\j=1)] 7 Daf (-1, Xj-1).

Sie besitzt wie in Abbildung 5.3 links dargestellt eine hohere Genauigkeit als (5.26),
erfordert allerdings die Ableitungen D, f und D, f sowie die Losung eines linearen
Gleichungssystems.

2Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker, arbeitete auf fast allen Gebieten der
Mathematik; Leistungen zur Mechanik, Technik, Optik und Astronomie.
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3. Legt man durch die zwei Knoten (zj_2,Aj—2) und (zj—1,A;—1) die Sekante und
extrapoliert bis zum Parameterwert A;, so liefert dieser Sekanten-Pradiktor den in
Abbildung 5.3 rechts dargestellten Wert

)\j — /\j—l

)\j71 — )\3;2

P
T i=xj-1+

. [xj,1 — 93]‘72] . (5.28)
Er benétigt fiir ¥ bereits an der Stelle A1 zwei Startwerte, die man sich z. B. mittels
des Basis-Pradiktors verschaffen muss. Dieser Ansatz stellt einen praktikablen Zugang
dar.

4. Durch Nutzung weiterer zuriickliegender Kurvenpunkte (zj—1,Aj—1), (zj—2, \j—2)
ooy (j—g, Aj—k) kann man mittels polynomialer Extrapolation sehr genaue Pradik-
torformeln der allgemeinen Form

:L‘P = a1 X1 a2 Ti—2 ..+ Qe Tk, Qi € R, (529)
gewinnen und den Sekanten-Préadiktor weiter verbessern. Mit verfiigharen Ableitun-
gen x'(A\j—1),2'(N\j—2),...,2"(A\j_) lassen sich mit Hermite-Interpolation noch
genauere Pridiktorwerte 2 ermitteln (vgl. Deuflhard (2004)).

Um die Genauigkeit dieser und weiterer Pradiktoren zu vergleichen, betrachten wir x(\)
an der Stelle A = A\;_1 und definieren mit A = Aj_1 + h die lokale Funktion

u(h) = x()\) = :L‘()\j_1 + h) (5.30)

fir h € I. = [—¢,¢€],e > 0. Die drei angefiihrten Pradiktoren lassen sich dann ebenfalls
in Abhéangigkeit von h angeben:

1. Basis-Pradiktor (5.26): up(h)
2. Tangenten-Pradiktor (5.27):  wur(h)

= xj—l
=z
3. Sekanten-Pradiktor (5.28): us(h) =z

i—1+h-u'(0)

i—1+he (@1 —xj-2)/(Aj—1 — Aj-2).
Wir fiihren nun eine Approximationsordnung p ein: u(h) und up(h) seien zwei gegebene
Funktionen mit u,up : I. — R"™. Dann approximiert up(h) die Kurve u(h) mit der
Ordnung p € N an der Stelle h = 0, falls es Konstanten 0 < ho < € und K > 0 gibt, so
dass

lu(h) —up(h)|| < K - [h|” ¥ [h| < ho (5.31)
gilt, d. h. uw(h) —up(h) = O(Jh|P) ist. Fiir die drei Pradiktoren beweist man dann
Satz 5.25

Unter Voraussetzung 5.23 approximieren der Basis-Préadiktor und der Sekanten-Pradiktor
mit Ordnung 1, wahrend der Tangenten-Pradiktor mit Ordnung 2 approximiert.
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Beweis: Es sei |h| < ho. Fiir die drei Pradiktoren erhalten wir
1) Muh) —ux®) = Jlu(h) —zj-1l| = [[u(h) —u(0)]|

1 1
= | Ju'(th)dth| < [l (th)]dt - |l
0 0

< Kp-|lh| mit Kpg:= rFax | [l (t)]].
te|—e,e
(i) [u(h) —ur(h)| = u(h)—zj—1—h-u'(0)]
= Ju(0) + v/ (0) - h+ u"(c) - B* — u(0) — u'(0) - h|
< 3 max |’ (@B)]-|h* = Kr- b
te[—e,e]
(iii)  fu(h) —us(h)| = [u(h) —u(0) —h-(zj—1 —zj-2)/(Aj—1 — Aj-2)]
< lu(h) = w(O)|| + [[=" (A7) - Al mit A* € (Aj—1, Nj-2)
< Ki-|h[+K2-|h| = Ks-|h]
mit Kg:= K1+ K2, Ki:= max |u'(t)], K2:= max |z’ (\)]]. O
te[—e,e] AE[Nj—2,2j-1]

Beriicksichtigen wir auch (z;—3, A\j—3) und interpolieren mit den Punkten (z;_3, A\;_3),
(xj—2,Xj—2), (xj—1,Aj—1), so gewinnen wir einen Parabel-Pridiktor, der unter der Vor-
aussetzung f € C®(D x A) ebenfalls die Approximationsordnung 2 besitzt.

Korrektorschritt

Wegen seiner schnellen Konvergenz wird fiir den Korrektorschritt hdufig das Newton-
Verfahren (5.5) genutzt. Mit dem berechneten Pradiktorpunkt (z¥,);) setzen wir
uo := z¥ und gewinnen formal die Niiherungslosungen

g1 = ugp — [Daf(ur, N fluw,Aj),  k=0,1,2,... (5.32)
Numerisch effektiver ist auch hier die Losung linearer Gleichungssysteme
Dxf(uk,)\j)~Auk = 7f(uk,/\j), Uk+1 = up+Aug, k=012, ... K—1. (5.33)

Der ermittelte Punkt (2, Aj) mit dem Wert z; := ug liegt im Allgemeinen nicht auf der
Kurve £, da der Abbruch des Verfahrens bereits nach endlich vielen Iterationen erfolgt.
Ein geeignetes Abbruchkriterium muss deshalb vorgesehen werden. Um die aufwindigen
Berechnungen der Jacobi-Matrizen zu vermeiden, werden oft Newton-dhnliche Verfahren
mit konstanter Matrix Ag ~ Dy f(z, \;) bevorzugt, so dass (5.33) nun die Form

Ao - Aup = —fuk, Aj), Ugy1 = ur + Aug (5.34)

erhélt, z. B. mit einer Differenzenapproximation der Matrixelemente

1 L.
{Ao}ij = Tx_{fz‘(mf,...,xf—|—ij,...,$5,)\)—fi(xp,)\)}, 1,7 =11)n. (5.35)
J
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Die Verifikation des Fortsetzungsverfahrens erfordert den Nachweis der lokalen Konver-
genz dieses Korrektorschrittes bei geeigetem Pradiktorwert. Damit ist die Endlichkeit der
Anzahl von Fortsetzungsschritten iiber dem Parameterintervall A = [a, b] zu begriinden.
Bei Deuflhard und Hohmann (1993) findet man dazu folgendes

Lemma 5.26 (Fortsetzungsschritt)
Zue >0 sei Ae = (a—e,b+e¢) ein offenes Intervall, das A = [a, b] enhalt. Voraussetzung
5.23 sei mit A erfiillt. Weiterhin existiere ein w > 0, mit dem f der Lipschitz- Bedingung

| Da f (2, A) " {Da f(z + hv,\) — Do f(z,A) }v]| < hw|v]||® (5.36)

mit (x,\) € DX Ae, x+hv € D, geniigt. Das Pradiktorverfahren P besitze die Ordnung
p, d. h. es existiert K > 0 mit

lu(h) — up(B)] < K- |AP V]h| < (5.37)

mit u(h) = z(Aj—1+h), \j—1 € A und Pradiktorwert wp(h). Dann konvergiert das Kor-

rektorverfahren (5.33) mit Startwert uo := x} = up(h;) gegen die Lésung u(h;) = z(\;)

von
[, ) = f(z,Aj—1 +h;) =0, (5.38)

falls 0 < hj < hmaz = max{e, R 2/(Kw)} ist.

Wechselweise Anwendung des Priadiktor- und Korrektorschrittes zusammen mit der Er-
hohung des Parameterwertes A; ergibt den Algorithmus 5.28 fiir das Prddiktor-Korrektor-
Verfahren (PECE) zur numerischen Losungsfortsetzung. Um dessen unbeschrinkte Aus-
fithrbarkeit zu verifizieren, ist eine Auswahlregel fiir die Schrittweiten h; anzugeben, die
die Durchfiihrbarkeit und Endlichkeit der Fortsetzung sichert.

Satz 5.27 (PECE-Verfahren)

Die Voraussetzungen des Lemmas 5.26 seien erfiillt. Fiir Ag = a geniige der Startwert
zo ~ x(Ao) der Bedingung p := ||zo — z(Xo)|| < 2/w und Klz(Xo);p]) C D. Wahlt
man die Schrittweiten h; mit hj := A\; — A\j_1 gemaf

hj = min{hmax/2, b — Xj—1}, (5.39)
so gelten folgende Behauptungen:

i. Algorithmus 5.28 ist durchfithrbar, d. h. es existieren die A\; und z(};), j =0,1,2,...
mit z(\;) lokal eindeutige Losung von f(z(A;),\;) =0,5=0,1,2,...

ii. Algorithmus 5.28 ist endlich, d. h. A,, = b fiir ein N € N.
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Die Endlichkeit des Korrektorschrittes wird damit allerdings nicht gesichert (vegl.
Schwetlick (1979)). Wir verzichten auf den Induktionsbeweis und verweisen auf die sehr
guten Darstellungen bei Deuflhard und Hohmann (1993) sowie Deuflhard (2004).

Schrittweitensteuerung

Die richtige Wahl der Fortsetzungsschrittweite h; = A\; — A\j_1 ist oft entscheidend fiir
den Erfolg der Fortsetzungsmethode. Bei zu grolem Wert kann der Pradiktorpunkt au-
Berhalb des Einzugsbereiches der zu bestimmenden Losung liegen. Dies flihrt meist zur
Divergenz des Korrektors, mitunter auch zur Konvergenz gegen eine andere unerwiinsch-
te Losung. Die theoretisch korrekte Wahl (5.39) fithrt oft auf extrem kleine Schrittweiten

ALGORITHMUS 5.28 (Natiirliche Parametrisierung)
Function [N, A, x] = continuation (f, Dfx,a,b, o, tol)

1. Setze j :=0, Mo := a, ¥ =z
Wahle Schrittweite h sowie Iterationszahl kopt.
2. (Startrechnung) Bestimme xg = x(\o) mit Verfahren (5.33) oder (5.34).
3. Do while A\; <b
1. Setze j:=j5+ 1.
2. Setze \j :=Xj_1+h .Falls A\j >b,s0 \j :=b.
3. (Pradiktor) Bestimme x¥ mit Verfahren (5.26), (5.27) oder (5.28).
4. (Korrektor) Bestimme x; = x(\;) mit Verfahren (5.33) oder (5.34)
in k Schritten bis auf eine Genauigkeit tol .
5. (Schrittweiten-Bestimmung)
(a) Bestimme p := kopt/k .
(b) Beschrinke p:= max{min(p,2),%} .
(c) Setze h:=h=xp.
(d) Falls h < epr (Maschinengenauigkeit), so STOP.

4. Return N :=j, A\j, x5, j =0(1)N

hj, womit sich die Zahl N der Fortsetzungsschritte und somit der Gesamtaufwand iiber
alle Maflen erhoht. Eine einfache aber zuverlissige Strategie soll solche A-Schrittweiten
h = h; > 0 wahlen, die die Konvergenz des Korrektors gegen die verfolgte Losung garan-
tiert und zugleich die Anzahl der Rechenoperationen minimiert. Heuristisch lasst sich der
von h abhangige Rechenaufwand A(h), bezogen auf einen Einheits-Fortsetzungsschritt,
durch die Anzahl

A(h) = k(h)/h bei k(h) ausgefithrten Korrektorschritten

ansetzen. Wird mit einer ,optimalen“ Schrittweite hopt = 0 - h der minimale Aufwand

A(hopt) = k(hopt)/hopt
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erreicht, so liefert Division mit den Abkiirzungen k := k(h), kopt := k(hopt)

A(h) o k'hopt _ k
A(hopt) N h'kopt B kopt

o> 1.

Also ist @ > kopt/k sinnvoll. Geben wir eine optimale Anzahl von Korrektoriterationen
kopt vor, so setzen wir deshalb heuristisch

p = kopt /K . (5.40)

FEine zusétzliche Begrenzung % < p < 2 (safeguarding) erhoht die Sicherheit der Wahl von
hopt = ©-h. Wir erhalten so die Schrittweitensteuerung in Algorithmus 5.28. Sie passt die
aktuelle Fortsetzungsschrittweite h; nach jedem Schritt so an, dass eine ,optimale* Zahl
kopt von Korrektorschritten ausgefithrt wird. Fiir das Newton-Verfahren hat sich kopt = 5
oder kopy = 6 bewahrt. Bei zu geringer Fortsetzungsschrittweite h, insbesondere bei
Unterschreiten der relativen Maschinengenauigkeit €5, sollte der Algorithmus definiert
abgebrochen werden.

Konvergiert der Korrektorschritt nicht, so versagt diese ,a-posteriori“-Steuerung aller-
dings. Deshalb wurden zusétzliche Strategien entwickelt, die nach dem Start des Kor-
rektors dessen Schrittweite ,a-priori“ neu bestimmen und den Korrektor wiederholen
konnen. Ein Zugang von Allgower und Georg (1990) wertet das asymptotische Verhal-
ten von Pridiktor und Korrektor aus. Nach Satz 5.49 hat der Tangenten-Pridiktor 2
die Ordnung 2 beziiglich der Fortsetzungsschrittweite h. Benutzen wir als Korrektor das
Newton-Verfahren, so liefert (5.32) den ersten Naherungswert

2V = 2 = (Do fa” )T (T 0).

Nach Ausfithrung eines vereinfachten Newton-Schrittes mit Dy f(z", \;) ergibt sich auf
Grund derselben LU-Zerlegung der Jacobi-Matrix mit geringem Zusatzaufwand

2" = o~ [Def” )T YA
Aus beiden Werten lésst sich eine Ndherung fiir die lineare Konvergenzrate

B At [ 15 CLlO V) iy Al
T N 2P| T DS @P A PN

ermitteln. Gesucht ist die explizite Abhéngigkeit des k von der gewéhlten Schrittweite
h > 0, fir h — 0. Allgower und Georg (1990) weisen nach, dass unter den obigen
Voraussetzungen eine von h unabhingige Konstante K (z ) > 0 existiert, so dass

k= K@) -h*+0(®*), h<ho (5.41)

gilt. Zu gegebenem Pridiktorwert 2 steht uns die Kontraktionsrate ka; = & mit dieser
Asymptotik zur Verfiigung. Gefordert wird eine neue Kontraktionsrate xncy mit

Kneu — K((EP) : hﬁeu + O(hgeu)a hneu < ho' (542)
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Der Schrittweiten-Faktor sei wieder p := hneu/h. Division der Kontraktionsraten liefert
wegen hpeu = p-h

Py 12 3 2
Kneu _ K(ac )P hneu + O(hneu) — hneu + O(h),
. K(aP) -h%+ O(h?) h

woraus sich nach Vernachlissigung der Terme O(h) die einfache Regel fiir

hnew := h -/ fineu bzw. p =, /M. (5.43)
Kalt Ralt

ergibt. In praxi setzt man héufig kneu := 1/2. Bei Benutzung des Sekantenpradiktors

lésst sich unter geeigneten Voraussetzungen ebenfalls eine asymptoische Darstellung

K = K(acp) -h+O(h®) mit Konstante K(z7) >0 (5.44)
nachweisen; folglich ist
Kneu
Pnew :=h - . 5.45
Ralt ( )

Eine Implementation dieser verbesserten Schrittweiten-Strategie wird empfohlen, da sie
nicht unwesentlich zur numerischen Stabilitdt von Algorithmus 5.28 beitrégt.

25 T T 25 T T T
i ' ' ' '
] ] 1 1 1
1 Ll 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 1 1
B ] r T 1
1 1 1 1
1 ] 1 1 1
x ] ] x 1 1 1
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Abb. 5.4 Exakte Losungskurve £ zu Beispiel 5.29 mit = 0 (links) und © =1 (rechts)

Beispiel 5.29
Betrachten wir das eindimensionale Beispiel f(z, A) = 0 aus Abbildung 5.4 mit

F(z,A) = 40pz® — 200pz* + (3424 + 8)z® — (2261 + 24)2” + 0.5(91p + 37)z — A,

wobei A > 0 der Systemparameter ist. Fiir festen Parameter y = 0 treten z. B. bei A = 1
drei Losungen (links), fiir 4 = 1 sogar fiinf Losungen (rechts) auf. Wegen D f(z, \) = —1
ist jede Losung y = (z, A) von f(y) = 0 ein regulérer Punkt von f im Sinne der Definiti-
on 5.21. Die natiirliche Parametrisierung nach Algorithmus 5.28 liefert mit Startwerten
(2o, 0) = (0,0) die Losung zuverléssig bis zum ersten Umkehrpunkt (vgl. Abbildung
5.5 links). Dann bricht das Verfahren mit extremer Schrittweitenreduktion zusammen —
wie in Abbildung 5.5 rechts dargestellt. |
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Abb. 5.5 Berechnete Lésung mit u = 1 (links) und Arbeits-Schrittweite h (rechts)

5.2.2 Bogenlangen-Parametrisierung

Obwohl in jedem Punkt y = (z,\) des Beispiels 5.29 die vollstdndige Jacobi-Matrix
f'(y) = (Dof(y), Dxf(y)) maximalen Rang n hat, versagt der Fortsetzungsalgorithmus
an den Stellen yo = (xo0, Ao), an denen Dy f(xo, Ao) singular wird. Betrachten wir das
unterbestimmte System (5.22) und treffen nun folgende

Voraussetzung 5.30

D Cc R™" sei offen.

i. feC" (D), r>2

ii. Es ezistiert ein yo € D C R™! mit f(yo) = 0.

iii. Die erweiterte Jacobi-Matriz f'(yo) = (Dzf(yo), Dxf(yo)) hat mazimalen Rang n.

Bedingung iii. schwécht die bisherige Regularitdtsvoraussetzung ab. Sie garantiert je-
doch nach Satz 2.47 aus Abschnitt 2.7, dass die Menge aller Losungen der Gleichung
(5.22) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit £ des R™ bildet. Aus dem impliziten
Funktionentheorem (vgl. Hoffmann et al. (2005)) gewinnen wir dann

Satz 5.31

Unter Voraussetzung 5.30 existiert eine glatte Kurve £ € R™"! mit Parametrisierung
y=1y(s), s€J=(so—0,50+0), §>0, y:J — R 50 dass fiir alle s € J

i. y(so0) =yo, ii. f(y(s)) =0, iii. rang(f'(y(s))) =n, iv. y'(s) #0 gilt.

L heifit Losungspfad mit der Parametrisierung y = y(s). Einsetzen der Parametrisierung
in die Gleichung und Differenziation nach s liefert f'(y(s))-4’(s) = 0. Also liegt der
Vektor ¢'(s) im eindimensionalen Nullraum N(f’(y(s))) und ist orthogonal zu allen n
Zeilenvektoren dieser Matrix. Wegen der Rangaussage iii. des Satzes ist folglich die um
den Zeilenvektor y'(s)” erweiterte Jacobi-Matrix

f'(y(s))

H'(y(s)) := (5T mit  N(f'(y(s))) = span{y'(s)} (5.46)
Yy (s
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regular auf dem Pfad £ fir s € J. Ein Losungspfad £ = {y(s) | f(y(s)) =0 Vs € J}
mit der Eigenschaft rang(f’(y(s))) = n fiir alle s € J wird oft als regulir bezeichnet.
Zur Klassifikation aller Kurvenpunkte y € £ beweist man leicht

Satz 5.32
Die Bedingung rang(f’(y)) = n ist genau dann erfiillt, wenn

i. Dgf(xz,\) regulér ist oder
il. dim N(Dzf(z,A)) =1 und Dy f(z,\) € R(Dsf(z,\)) gilt.

Ein Kurvenpunkt y(so) = (z(s0), A(s0)) € £ wird im Falle ii. als Umkehrpunkt (einfa-
cher Grenzpunkt, turning point, simple limit point) bezeichnet. Unter Voraussetzung 5.30
besteht jeder regulire Losungspfad deshalb nur aus Punkten mit reguldrer Jacobi-Matrix
Dy f(x(s0), A(s0)) und einfachen Grenzpunkten. Echte Singularitidten der Ordnung k > 1
treten hier nicht auf.

Welche praktikablen Parametrisierungen y = y(s) der Kurve £ sind nun einsetzbar? Eine
auf Chua und Ushida (1976) zuriickgehende Idee fiihrt einen Parameterwechsel (parame-
ter switching) in der Umgebung von Umkehrpunkten durch. Der natiirliche Parameter
A = yn41 wird dabei lokal durch eine ,geeignetere“ andere Komponente yp, p # n + 1,
des Vektors y ersetzt. Offenbar ist y, besonders dann geeignet, wenn sich diese Kompo-
nente beim Durchlaufen des Losungspfades lokal am stéarksten dndert. Benutzt man den
Tangenten-Priadiktor y'(s;) mit ||y'(s;)||s = 1, kann man den Index p so bestimmen,
dass

' = (s
lplss)l = _max yi(s;)]

ist, wihrend beim Sekanten-Pradiktor zu gegebenen Punkten y(s;—1) und y(s;)

lYp(s5) — yp(sj—1)| = x| lyi(sj) — yi(sj—1)]

der Auswahl von p dient. Dieser Parameterwechsel kann nach jedem Fortsetzungsschritt
erfolgen, womit die Sonderrolle des Parameters A nach dem ersten Wechsel mit y, voll-

kommen entfallt. Wahlt man zu p den neuen Parameter n := yp, so erhélt man das
bestimmende System mit n Gleichungen in den n Variablen y1,...,Yp—1, Yp+1,-- -, Yn+1

sy, ypr1, - Ynt1) = 0 (5.47)
zu gegebenem Ausgangspunkt y’ = (y{, e yf;_l, n, y;Z—H’ ey yﬁz+1) und 7’ = yf;.

Nachteilig an dieser Vorgehensweise erweist sich die Gleichbehandlung aller n 4+ 1 Kom-
ponenten von y bei der Wahl von Index p. Wegen unterschiedlicher Gréflenordnungen der
x;—Komponenten und des Parameters A sollte deshalb die absolut-relative Abweichung

dp '= max d; mit di = [vi(s;) = yils;—)|
i=1(1)n+1 |yi(s5) +1

, i=11)n+1 (5.48)
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betrachtet werden, die so als gewichtetes Maximum interpretierbar ist. Wir wollen die
theoretische Rechtfertigung dieser Strategie jedoch nicht weiter verfolgen, sondern die
auf Doedel et al. (2002) zuriickgehende Idee der ,Pseudo-Bogenlange* préferieren, die
diesen abrupten Parameterwechsel vermeidet und sich vielfach bewéhrt hat.

Fiihren wir — ggf. durch Umparametrisierung der Kurve £ — die Bogenlénge s von [0, o]

s(o) = ]
0

als Kurvenparameter ein, so geniigt der Tangentenvektor in jedem Punkt der Beziehung

n+1 g
> e = [ 1y @)lado

Iy (s)l2 =1  VseJ (5.49)

Die Durchlaufgeschwindigkeit einer Kurve ist tatséchlich genau dann in jedem Punkt
s € J gleich Eins, wenn der Parameter s gleich der Bogenlénge ist. Der Tangentenvektor
y'(s) wird durch das um (5.49) erweiterte System

Fy(s) y'(s) = 0 wit aet | TOE) L (5.50)

y' (&)Y (s) -1 = 0 y'(s)"
eindeutig bestimmt. Allerdings sollte die numerische Auswertung dieses nichtlinearen
impliziten DGL-Systems fiir y(s) vermieden werden. Nehmen wir dazu an, dass fiir s;_1
die Losung y;—1 = y(s;j—1) bekannt ist, d. h. y'(s;—1)"y'(s;—1) — 1 = 0. Linearisierung
von (5.50) bzgl. y'(s) bei y;_1 durch lokale Approximation der Bogenlinge liefert dann

yru) Zulsi-y) g

! .
Y (sj—1
S —Sj—1

woraus wir nach Multiplikation mit s — s;_1 die skalare Zusatzbedingung fiir y
9() =y (si—1) (y—yj—1) — (s —sj—1) = 0, g:R"™ SR (5.51)

erhalten. Ergebnis ist das erweiterte System fiir y

_(fW\ _ Rl il
h(y) = (g(y)) —0, h:R R (5.52)

mit der eingefiihrten skalarwertigen Funktion g(y). Die Jacobi-Matrix dieses Systems

v - (5000) - (159

ist regulér fiir s € Jo = (sj—1 — 00, 8j—1+d0), do > 0. Denn nach (5.46) ist h'(y(sj—1))
reguliir. Wegen der Stetigkeit von f’(y) ist dann auch h’(y(s)) regulir.
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Aj Aj+1 Nj Aji1
Abb. 5.6 Natiirliche Parametrisierung (links) und Pseudo-Bogenlange (rechts)

Geometrisch lasst sich die Zusatzbedingung mit Abbildung 5.6 (rechts) leicht interpre-
tieren: Wegen der Gleichung 4(s) = yj—1 + (s —sj—1) -4’ (sj—1) der Kurventangente G
durch y;_1 hat der Pradiktorpunkt

y" = g1+ (s —s5-1) -y (s5-1) (5.54)

den Abstand s — sj_1 von y;—1 , da ||y’ (sj—1)||2 = 1 ist. Die Normal-Hyperebene H zu
G durch y¥ lautet dann

T P
y'(sj-1) (y—y )=0.
Einsetzen des y* in H ergibt

0=19"(s;-1) {y—yj—1—(s—s5-1)¢/ (s5-1)} =¥ (s5-1) " (y—y5-1)—(s—s;-1) = g(v),

d. h. g(y) beschreibt die Normal-Hyperebene H zu y'(sj—1), die den Abstand s — s;_1
von y;—1 hat. Wir fassen die Betrachtungen zusammen in

Satz 5.33
Mit den Voraussetzungen 5.30 sei yj—1 = y(sj—1) € L gegeben. Dann existiert ein
0 > 0, so dass fiir alle s mit |s — sj_1| < § das erweiterte System

f) = 0 (5.55)
9@) = ¥ (si-)" - (y—yj—1)—(s—sj—1) = 0

einen eindeutigen glatten Losungszweig y = y(s) besitzt. Die Jacobi-Matrix h’(y(s))

langs des Zweiges ist regulér.
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Beweis: h € C"(D x A), h(y(sj—1)) =0 und h'(y(sj—1)) ist invertierbar. Mit (5.53)
folgt die eindeutige Existenz von y(s) nach dem impliziten Funktionentheorem. O

ALGORITHMUS 5.34 (Pseudo-Bogenlinge)
Function [N,y] = pseudoarclength (f, Df,a,b, x, smaz,tol)

1. Setze j:=0, Ao :=a, ¥ =z, s0:=0
Wahle Schrittweite h sowie Iterationszahl kopt.

2. (Startrechnung) Bestimme zo = z(Ag) mit Verfahren (5.33) oder (5.34).
Setze yo = (w0, Ao)-

3. Do while (a < A; <b and s; < smaz)

3.1. (Tangentenvektor) Bestimme A := f'(y;) und y'(s;).

3.2, Setzej:=j+1lunds;:=s;_1+h.

3.3. (Tangenten-Pridiktor) Bestimme y* mittels (5.54).

3.4. (Newton-Korrektor) Lose das erweiterte System (5.55) in R™*!
mit dem Newton-Verfahren oder Newton-ahnlichem Verfahren

3.5. (Schrittweiten-Anpassung) wie in Algorithmus 5.28

4. Return N :=j, y; = (zj,2;), 1 =0(1)N

Der Bogenlangen-Parameter wird in Abbildung 5.6 rechts anschaulich durch den Tangen-
tenparameter s ersetzt, weshalb man nun von der Pseudo-Bogenldnge spricht. Anders als
bei der natiirlichen Parametrisierung in Abbildung 5.6 links werden nun Umkehrpunkte
leicht tiberwunden. Algorithmus 5.34 nutzt dafiir den Tangenten-Pradiktor.

Beispiel 5.35

Deuflhard (2004) behandelt ein fiinfdimensionale Stabilitdtsproblem aus dem Flugzeug-
bau mit den Gleichungen

—3.93321 4+ 0.107x2 + 0.12623 — 9.99x5 — 45.83\ — 0.727x223

+8.39x3x4 — 684.4x425 + 63.5x4\ =

—0.987x2 — 22.9524 — 28.37u + 0.949x123 + 0.173x125 =

0.002z1 — 0.23523 + 5.67z5 — 0.921\ — 0.713x122 — 1.578zx 124 + 1.13224)\ =

To — x4 — 0.168u — x125 =

—I3 — 0.196%5 — 0.0071)\ + x124

o o o o o

Die Steuervariable w wird hier auf Null gesetzt und —1 < A < 1 angenom-
men. Algorithmus 5.34 liefert zuverldssig die Darstellungen der Losungskomponenten
T2, 13,24, x5 in Abbildung 5.7 mit einer vorgegebenen Genauigkeit tol = 1078. Die
Losungssymmetrie beziiglich A = 0 ist gut erkennbar. |
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-1 -0.5 0 0.5 1 —1 -0.5 0 0.5 1

Abb. 5.7 Darstellung der Lésungskomponenten z2 (links oben), 3 (rechts oben) und x4 (links
unten), x5 (rechts unten) iiber dem Parameter A

Es bleibt die Frage zu klaren, wie wir den in Algorithmus 5.34 — sowohl im Préadiktor-
als auch im Korrektorschritt — bendtigten normierten Tangentenvektor y’(s;) effektiv
bestimmen. Es sei 4 := f'(y(s;)) € R™ ™Y die im j-ten Schritt ermittelte Jacobi-
Matrix. Nach Voraussetzung 5.30 ist ihr Nullraum N(A) eindimensional. Deshalb kann
y'(sj) € N(A) an Stelle der iiblicherweise benutzten Singuldrwertzerlegung in diesem
speziellen Fall mittels QR-Zerlegung oder LU-Zerlegung gefunden werden. Die QR-
Zerlegung der transponierten Jacobi-Matrix A7 fithrt auf die Darstellung

q11 “r qlntl r11 ot Tin
g1 ce o g2mtl 0
AT = Q-R = .
r’nn
gn+1,1 ' Qn+l,n+1 0o ... 0

mit der orthogonalen Matrix Q = (qir) € RM+DX M+ ypd der hier dargestellten oberen
Dreiecksmatrix R = (1) € R+ deren letzte Zeile nur Nullen enthilt. Mit dem
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(n+1)-ten Einheitsvektor en+1 = (0, ...,0, 1) und der Darstellung z := Qe 41 gewinnen
wir die letzte Spalte der Matrix Q. Wegen der Orthogonalititsbedingung QT Q = I ist

Az = (QR)TQenJrl = RTQTQ€n+1 =0 und
215 = ens1Q" Qeny1 = 1,

womit der Vektor 4'(s;) := z bis auf das Vorzeichen bereits das gesuchte Nullraumele-
ment ist. Das Vorzeichen des Tangentenvektors muss nun so gewéhlt werden, dass ein

y'(sj-1)

Abb. 5.8

Darstellung zweier aufeinander folgen-
der Tangentenvektoren y’(s;—1) und
y'(sj) mit der Losungskurve £

Durchlaufwechsel der Losungskurve £ vermieden wird. Dazu betrachten wir zwei aufein-
ander folgende Tangentenvektoren y’(s;—1) und 3’ (s;), wie in Abbildung 5.8 dargestellt.
Um einen spitzen Winkel ¢ zwischen beiden Tangentenrichtungen zu garantieren, fordern
wir flir das Skalarprodukt der Vektoren

7=y (s-1) Y (s5) = Iy (s5=0)ll - 1y (s5)] - cos > 0.
——
>0

Falls 7 < 0 ist, so kehren wir das Vorzeichen von y’(s;) um und erhalten insgesamt den
fehlenden Schritt 3.1. von Algorithmus 5.34:

m Berechnung des Tangentenvektors
(a) Bestimme die Jacobi-Matrix A := f'(y;) .
(b) QR-Zerlegung von AT liefert AT = Q- R
(c) Setze y'(sj) := Qent1 mit (n + 1)—tem Einheitsvektor en41
(d) Falls 7 := 9/(s;-1)"y'(s;) < 0, so setze y/(s;) := —/(s;).

Man iiberlegt sich leicht, dass in analoger Weise auch die LU-Zerlegung von AT mit
Zeilenvertauschungen zur Ermittlung des Tangentenvektors y'(s;) genutzt werden kann.

5.2.3 GauB-Newton-Fortsetzung

Betrachten wir nochmals Abbildung 5.6, so erkennen wir, dass bei zu grofl gewé&hl-
ter Fortsetzungsschrittweite h auch die Pseudo-Bogenlinge keinen Schnittpunkt y; der
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Normal-Hyperbene mit der Kurve liefern muss. Daher sind folgende Schritte naheliegend,

um vom Bogenlédngen-Parameterwert s;_1 zu s; iiberzugehen:

1. Gegeben sei der Kurvenpunkt y;—1 = y(sj—1). Festlegung einer geeigneten Fortset-
zungsschrittweite h; > 0 und des neuen Parameterwertes s; = s;_1 + h;.

2. Vorgabe eines Priadiktorpunktes vo = v = y* fiir den neuen Kurvenpunkt yj , z. B.
mit dem Tangenten-Pradiktor

v =y hy oy (sim1), Y (si—)llz = 1 (5.56)
oder dem Sekanten-Pradiktor (vgl. Abb. 5.9)
h .
y =y + o Wi-1 —y-2) - (5.57)
7j—1
3. Bestimmung eines Kurvenpunktes y; € £ mit minimalem Abstand von v = y¥, d. h.
iterative Losung der Minimierungsaufgabe im Korrektorschritt (vgl. Abb. 5.9)

i— = min —vl|2. 5.58
Iy vl = min_ ly vl (5.58)

T L

‘ : A Abb. 5.9 Kurvenverfolgung
0 Aj—2 Aj—1 Aj mittels Projektion

Um dieses Extremwertproblem mit Nebenbedingung zu losen, definieren wir mit den
Multiplikatoren s = (p1, ..., in) | die zugehorige Lagrange-Funktion

n+1 n
L) = sly—old —nT ) = 5 30— w)* = 3 wifily). (5.59)
=1 i=1

Durch Differentiation gewinnen wir die notwendige Bedingung an y; fiir ein lokales Mi-

nimum in Komponentenform

(i) jTL - a0 — 0 k=1,

.. OL ofi _
(i1) ol (yl_vl)_;,uzayl = 0, I=11)n+1
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bzw. in Vektorschreibweise

(@)  fly) =0

5.60
@) y-v=1'G n neR". (5.60)

Multiplikation von Bedingung (4) an der Losung y; mit dem Tangentenvektor y'(s;)
ergibt

Y (s) (=) = [f'(y(s)) ¥/ (s5)] ' = 0
wegen Voraussetzung 5.30, womit das bestimmende System fiir y; € R™*! nunmehr
(@) f(y) =0

@) y'(si)" (y—v) = 0

lautet. Anschaulich wird also ein Minimalpunkt y; durch die in Abbildung 5.9 dar-

(5.61)

gestellte Orthogonalitiitsbedingung 3'(s;)” - (y; — v) = 0 mit dem Tangentialvektor
y'(s;) definiert. Linearisierung des Systems (5.61) am Niherungspunkt v € R™*! mit zu-
gehérigem Tangentenvektor v’ (s;) liefert das lineare Gleichungssystem fiir den Wert vney:

f) (e —v) = —f(v)
(5.62)
v ()7 - (tnew —v) = 0.
Bezeichnen wir A := f'(v), b := —f(v) und & := vVneu — v sowie den Tangentenvektor
t(A) :=v'(s;), so lautet das System (5.62) mit diesen Abkiirzungen
A-z =D, t(A)-z = 0. (5.63)

Az = b beschreibt eine Gerade und die Lésung z* von (5.63) ist ein Punkt mit ¢(A) Lz.
Geometrisch bedeutet dies, eine Losung des unterbestimmten linearen Gleichungssystems
Az = b zu finden, die die Minimierungsaufgabe

* = i 5.64
oz = min [Jo]l (5.64)

16st. Deren Losungen z* kann man mit der Pseudoinversen AT von A formal in der
Form z* = ATb darstellen. Dabei wird A™ folgendermafien erklirt:

Definition 5.36 (Pseudoinverse, Moore-Penrose-Inverse)
Es sei A € R™*™. Die Pseudoinverse (Moore-Penrose-Inverse) AT € R™>™ vyon A ist
durch die vier Penrose-Bedingungen eindeutig definiert:

(i) AATA = A

i) AtAAT = AT

(i) (AAT)T = AAt

(iv) (ATA)T = AtA
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Die geometrische Beobachtung aus Abbildung 5.9 wird durch folgenden Aquivalenzsatz
auch theoretisch abgesichert (vgl. Allgower und Georg (1990)):

Satz 5.37
Es sei A € RP*(+D), rang(A) = n, und ¢ = t(A) der normierte Tangentenvektor,
bestimmt durch

(i) A-@=0, (i) Jlell2 =1, (iii) det (;) > 0. (5.65)

Dann sind fiir b € R™ und € R""! folgende Aussagen dquivalent:
(A1) Az =b und @'z =0.
(A2) z=A"b
(A3) x 16st die Minimierungsaufgabe (5.64).

Die Berechnung von A" im allgemeinen Fall einer (m,n)—Matrix ist allerdings aufwiin-
dig und bei Fortsetzungsverfahren nicht praktikabel. Wegen A4 € R™* (1) nit den

Voraussetzungen 5.30 des zeilenreguliren Falles kann A1 jedoch als Rechtsinverse
AT = AT(AATYY wegen  AAT = AAT(AATYTP =1 (5.66)

direkt ausgerechnet werden. Anwendung der Pseudoinversen von A := f'(v) auf (5.62)
ergibt somit den Newtonschritt

Vnew =0 — AT f(v) mit AT =AT(AAT)7,

dessen iterative Wiederholung das GaufS-Newton-Verfahren fiir unterbestimmte nichtli-
neare Gleichungssysteme liefert:

Vi1 = v — AT(AAT) T f(u) mit A= f'(vg), k=0,1,2... (5.67)

Liegt der Pridiktorwert des Startpunktes vo = y¥ hinreichend nahe am Losungspfad £,
so kann die lokale quadratische Konvergenz dieses Verfahrens nachgewiesen werden (vgl.
dazu Allgower und Georg (1990)).

Satz 5.39
Fir f : D ¢ R™! — R"™ seien die Voraussetzungen 5.30 erfiillt. Dann existiert eine
offene Umgebung U (L) C D des Losungspfades, mit der folgende Behauptungen gelten:
i. Zu jedem v € U(L) existiert genau ein y* € £ mit
*— |2 = min — 2.
Iy* = ol = min, ly = o]l
Die dadurch definiert Abbildung S : U(L) — L ist glatt.

ii. Ist vg € U(L), so auch v1 € U(L).
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iii. Zu jedem vo € U(L) konvergiert die Folge (vg), k = 0,1,2, ... der Iterierten geméaf
(5.67) gegen ein ves € L.
iv. Fir vg € U(L) gelten folgende Abschatzungen gleichméaBig fiir v, € U(L):

llva — v1| < Ciflvr = wvolf?

IN

[[voo = v COs|[vee = vol?

lor = S(wo)| < Csllvo — S(vo)|?
[vee = S(wo)ll < Callvo — S(wo)|?
Zur praktischen Umsetzung dieses Verfahrens ist die vollstdndige Jacobi-Matrix

A = f'(y) vorzugeben. Zusammen mit dem Sekanten-Pridiktor liefert der Gauf-Newton-
Korrektor den Algorithmus 5.38. Im Unterschied zur Parametrisierung mittels Pseudo-

ALGORITHMUS 5.38 (Gauf3-Newton-Fortsetzung)

Function [N,y] = gaussnewton (f, Df,a,b,x, smazx,tol)

1. Setze j:=0, o :=a, 2¥ ===z, s0:=0
Wabhle Schrittweite h sowie Iterationszahl kop.
2. (Startrechnung) Bestimme xzo = x(Ao) mit Verfahren (5.33) oder (5.34).
Setze Yo = (:L‘o, )\0)
3. Do while (a < A\; <b and s; < smaz)
3.1. Setzej:=j+1lunds;:=s;_1+h.
3.2. (Sekanten-Pridiktor) Bestimme vo := y* mit Verfahren (5.57),
falls 5 > 1, andernfalls mit Verfahren (5.56).
3.3. (Gauf-Newton-Korrektor)
(a) Setze k:=0.
(b) A:=Df(vk) = f'(vs)
)

(c) Lose das regulire lineare System

(AAT) b = f(ur), beR™

(d) vgg1:=v — AT, ki=k+1
(e) Falls ||[ATb||2 > tol, so gehe zu Schritt (b).
(f) Setze y; :== vy .
3.4. (Schrittweiten-Anpassung) wie in Algorithmus 5.28

4. Return N :=j, y; = (zj,A;), 1 =0(1)N
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2r 1 2r
x % \
Naherungslésung
151 Endpunkt 1 197 (Linie)
1 1
exakte Lésung
(Punkte)
Startpunkt
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Abb. 5.10 Berechnete Lésung £ zu Beispiel 5.29 mit ;= 1 (links) und p = 0 (rechts)

Bogenlange benotigt dieses Verfahren allerdings keine Berechnung des Tangentenvektors
y'(sj) — weder im Pridiktor- noch im Korrektorschritt.

Beispiel 5.40
Wir wenden den Algorithmus auf Beispiel 5.29 mit der Funktion

F(z,A) = 40px® — 200pz” + (3421 + 8)z> — (22614 24)2” + 0.5(91p 4 37)x — A

an. Fiir festen Parameter p = 1 erhalten wir mit Startwerten (zo, Ao) = (0,0) und ma-
ximaler Fortsetzungsschrittweite hmax = 0.005 in Abbildung 5.10 (links) die Losung mit
Genauigkeit tol = 1072 iiber alle vier Umkehrpunkte hinweg (vgl. die exakte Darstellung
in Abbildung 5.6). Auch bei p = 0 arbeitet die Fortsetzung zuverldssig und liefert in
Abbildung 5.10 (rechts) die Nédherungslésung. Zum Vergleich wurden hier exakte Kur-
venpunkte eingezeichnet. |

5.2.4 Fortsetzung mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten

Die tiblichen Anwendungsprobleme aus der Praxis hdngen meist von mehreren Parame-
tern A1, A2,...,Ap ab. Um das Losungsverhalten iiber einem Bereich des Parameter-
raumes RP zu studieren, ist dann ein mehrdimensionales Fortsetzungsproblem zu losen.
Anstelle einer Losungskurve ist nun eine Lésungsmannigfaltigkeit des m-dimensionalen
Problems

fly) =0 mit y=(x,\)€DCR"™, p>1 Doffen (5.68)

mit Parametervektor A € R? zu finden. Die Idee der Kurvenverfolgung mittels Pseudo-
Bogenlange, einen Kurvenpunkt y; durch die in Abbildung 5.6 (rechts) dargestellte
Orthogonalititsbedingung 3'(s;—1)7 (y — y*') = 0 mit dem Tangentialvektor y'(s;_1)
zu bestimmen, lasst sich auch auf mehrdimensionale Losungsmannigfaltigkeiten verall-
gemeinern. Betrachten wir dazu das Problem (5.68) unter folgender
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Voraussetzung 5.41
i. f:DCR"P - R"™ sei C"—glatt mit r > 2 sowie
ii. Dien x (n+ p)-Matriz f'(y) = Df(y) hat mazimalen Rang n fir alle y € D.

Dann ist die Menge M = {y € D | f(y) = 0} eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit in
R™*P mit C"-Glattheit (vgl. Rheinboldt (1994)). Zu einem Punkt y; € M bilden

m  Ty,,M = N(Df(y;)) den p-dimensionalen Tangentialraum von M bei y; und
m Ny M = {N(Dfy;)}* = R(Df(y;)T) den n-dimensionalen Normalraum,

der das orthogonale Komplement von Ty, M in R™P ist. Nehmen wir nun an, wir hiitten
p paarweise orthonormierte Vektoren by,ba,...,b, € R™"P zur Verfiigung, so dass die
damit erweiterte (n + p) x (n + p)-Matrix

C = (DJJ;(Tyj)> mit B = (b1, ba,...,by) € RINTPI*P (5.69)
reguldr ist. Dies ist wahrend der Losungsfortsetzung realisierbar, wenn beispielsweise
B = {b1,b2,...,bp} eine orthonormale Basis des Tangentialraumes T, , M eines vor-
hergehenden Losungspunktes y;_1 darstellt.

Zur Bestimmung von y; bilden wir in Analogie zu (5.61) am Pradiktorpunkt yr das
erweiterte System

g9(y) = (BT(J;(zi)yP)> =0, g:D C R L RMP, (5.70)
indem wir die n Gleichungen um p Projektionsbedingungen b} (y — y*) =0, i = 1(1)p,
erginzen. Wegen Voraussetzung 5.41(i) ist g(y) C?—glatt, und mit (5.69) ist die
Jacobi-Matrix Dg(y;) regulér. Damit sind Newton-Verfahren und vereinfachtes Newton-
Verfahren aus Abschnitt 5.1 fiir g(y) = 0 lokal in der Umgebung von y; ausfiihrbar und
konvergieren Q-quadratisch bzw. Q-linear gegen eine gesuchte Losung y; mit g(y;) = 0.

Nach Erhalt von y; ist allerdings noch die Frage zu kléren, wie eine Orthonormalbasis
Buew = {b1,b2,...,bp} von T' = T, M fiir den néchsten Fortsetzungsschritt zu bestim-
men ist. Dazu 16sen wir mit der verfiigharen Matrix B die p linearen Gleichungssysteme

<Dé(qyg)> T = enti, i=1(1)p, (5.71)

deren rechte Seiten die (n + p)-dimensionalen Einheitsvektoren e, 4; sind.

Satz 5.42
Die Losungen 71,72,...,7p von (5.71) sind eindeutig bestimmt und liefern eine Basis
des Tangentialraumes Ty, M.
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Beweis: Die Koeffizientenmatrix ist offenbar reguldr. Aus den ersten n Gleichungen
von (5.71) folgt Df(y;)m = 0 fir ¢ = 1(1)p, womit 7; € T, M ist. Aus der zusam-

mengefassten Darstellung BT (11, 72,...,7p) = I, der iibrigen p Gleichungen mit der
Einheitsmatrix I, ergibt sich dann die lineare Unabhangigkeit der Vektoren 71, 72, ..., 7p.
O

Schliefflich gewinnt man aus dieser Basis mittels Gram-Schmidt-Orthogonalisierung oder
QR-Zerlegung eine Orthonormalbasis Bneu = {b1,b2,...,bp} des Tangentialraumes T =
Ty, M. Mit diesen Vektoren definieren wir die Matrix B = (b1,b2,...,bp) € ROFPXP
und kénnen damit alle Elemente iy € R™"? eindeutig in der Form

y =y;+Bs+w mit s€RPund w e T+

darstellen. Betrachten wir an einem derartigen Punkt y das erweiterte System fiir die
Unbekannte w € R" P

h(w,s) = (f(yj Efz“Lw)) =0 (5.72)

mit dem Parametervektor s € RP. Die Abbildung h : R™*? x RP — R™"P hat offenbar
dieselbe C" —Glattheit wie f. Zudem gilt

h(0,0) = 0 und D,h(0,0) = (Dé(gj)> ist regulér.

Nach dem impliziten Funktionentheorem existieren deshalb Umgebungen V;(0) C R?
und V,,(0) C R™*? von Null und eine eindeutige Abbildung w : V;(0) — Vi,(0), die der
Gleichung h(w(s),s) = 0 fiir alle s € V5(0) sowie w(0) = 0 geniigt. Damit kann die
Mannigfaltigkeit M an der Stelle y; lokal durch die Funktion y : V5(0) — R™ 7 mit

y(s) := y; + Bs+w(s), s Vs(0), w(0) =0, w(s) € Vyu(0) C T (5.73)

parametrisiert werden. Ausgehend vom Punkt y; € M bestimmen wir durch geeignete
Wahl von Parametervektoren s € V5(0) Nachbarpunkte y(s) auf der Mannigfaltigkeit,
indem wir System (5.72) nach w(s) auflosen. Fiir den dreidimensionalen Fall sind in
Abbildung 5.11 die affinen Unterrdume y;+7,, M mit der Orthonormalbasis B = {b1, b2}
sowie y; + Ny, M mit Dimension 1 schwarz dargestellt. Ausgehend von y; = y(s;)
werden z. B. vier neue Punkte y;41 = y(s;+1) auf der blau dargestellten Mannigfaltigkeit
M erzeugt, indem zu vorgegebenen Parameterwerten s;4+1 und und damit berechneten
Vektoren w(sj+1) (blau) die neuen Vektoren yjy1 := y; + Bsj+1 + w(sjy1) erzeugt
werden. Auf der linken Bildseite erkennt man eine Triangulierung der Mannigfaltigkeit,
die im praktischen Algorithmus geignet vorzunehmen ist. Im néchsten Fortsetzungsschritt
kann die Vorgehensweise fiir jeden Punkt y;41 mit der zugehorigen Basis B wiederholt

werden.
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Abb. 5.11 Darstellung von y; = y(s;) und vier neuer Punkte y;4+1 = y(s;41) auf der Mannig-
faltigkeit M

Definition 5.44 (Moving Frame, begleitende Basis)

My sei eine offene Teilmenge von M. Ein Moving Frame (begleitende Basis) der Klas-
se C" besteht aus C"-glatten Funktionen b1(y),b2(y),...,bp(y), die eine Basis B des
Tangentialraumes Ty M fiir alle y € Mg bilden (vgl. Mei (2000)).

Wird eine feste Matrix B = (b1,b2,...,bp) € R HP)XP g4 gewdhlt, dass die erweiterte
Matrixfunktion

Cly) = (%&”)

fiir alle y € Mo regulér ist, so bilden die p Losungen 7;(y) der Gleichungssysteme
C(y)T’L = en+ti, = 1(1)pa (574)

mit den (n + p)-dimensionalen Einheitsvektoren e, 4; einen Moving Frame fiir Mg. Ein
Préadiktor-Korrektor-Schritt dieser Vorgehensweise wird in Algorithmus 5.43 vorgestellt.
Er berechnet zu gegebenem Punkt y; und zugehoriger Orthonormalbasis B fiir die ¢max
Parametervektoren s1,...,s;,,, die zugehorigen Punkte yrileu, t = 1(1)imax, und aktua-
lisiert die Orthonormalbasis in Bneu. Zur weiteren Umsetzung dieses Verfahrens, z. B.
mit geeigneten Triangulierungen der Mannigfaltigkeit, empfehlen sich die Darstellungen
von Henderson (2007) und Mei (2000).
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ALGORITHMUS 5.43 (Fortsetzung von Mannigfaltigkeiten)
Function [yneu, Bneu] = moving_frame (f, Df,y, s, B, tol)

1. (Punkte-Bestimmung)
For i = 1(1)imax do: // Durchlaufen von s = (s1,...,8i...)

1.1. (Fortsetzungsparameter und Pradiktor)
Setze s := s; und Startpunkt w := 0.
1.2. (Newton-Korrektor fiir (5.72)):
Do while ||f(y + Bs + w)|| > tol:

) Df(y+ Bs + + Bs +
Lise ( Iy ' D w)>Aw _ _(f(y BT:(SU w))

w =w+ Aw

1.3. ¢yl :=y+Bs+w

2. (Basis-Bestimmung)
Mit y |6se die linearen Systeme (5.74) nach 71,72, ..., 7p.

3. (Orthonormierung)
Orthonormiere 71,72, ..., Tp, womit die neue Orthonormalbasis
Bren = {b1,b2,...,bp} entsteht.

4. Return yneu, Bneu

5.2.5 Fortsetzung mit Ableitungspradiktoren

In den nachfolgenden Kapiteln sind die Fortsetzungsprobleme fiir periodische und quasi-
periodische Orbits durch folgende erschwerende Umsténde charakterisiert:

m f(z,\) ist nicht durch einen exakten arithmetischen Ausdruck definiert, sondern
Resultat eines numerischen Integrationsverfahrens fiir DGL. Die Jacobi-Matrix
D, f(x, A) ist so nicht exakt verfiighar und das Newton-Verfahren nicht anwendbar.

m Der Zeitaufwand zur Berechnung eines einzigen Funktionswertes f(xz, \) betrigt ein
Vielfaches des algebraischen Aufwandes zur Losung des linearen Gleichungssystems
im Korrektorschritt. Rechenzeitverhéltnisse des ,Funktionswertaufwandes® zum rein
algebraischen Aufwand von iiber 100 : 1 sind damit keine Seltenheit!

m Die Stabilitdts- und Bifurkationsanalyse erfordert zudem eine gute Approximation
der Jacobi-Matrizen A* := Dy f(zj,A;), j =0,1,2,..., um deren Spektren o(A*)
genau ermitteln zu konnen.
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Als Ausweg bietet sich der vereinfachte Newton-Korrektor (5.34) bei A = \;
ups1 = up — (AD) " f(u, ), k=0,1,2... (5.75)

mit einer Differenzenapproximation A” gemiB (5.35) an. Neben einem guten Priidiktor-
wert ¥ = uo mittels Pradiktoren hoher Ordnung ist eine genaue Approximation AF
der zu bestimmenden Jacobi-Matrix A; := D, f(x;, A;) gefordert. Wenig geignet sind
dafiir Matrizen A;_; des vorhergehenden Fortsetzungsschrittes. Konstruiert man jedoch
einen Pridiktor héherer Ordnung fiir A” mit Hilfe der zuriickliegenden A;-Werte, so

entstehen mit geringem Zusatzaufwand effiziente Fortsetzungsverfahren.
Beispiel 5.45

Aj = Dy f(xj, ;) bezeichne die Jacobi-Matrizen an den Punkten A\; mit z; = x(A;).
Dann konstruieren wir fiir die Ableitung an der Stelle A; den

m Basis-Pradiktor: AP = A1,
Ai — i
m Sckanten-Pradiktor: AP = Aj_1+ % -[Aj—1 — Aj_2] sowie die
j—1 — Aj—2
m  Polynom-Pradiktoren: AP = o Aj 1+ aAj o+ . . +apAj_g, o € R,
mittels polynomialer Extrapolation. |

Um den modifizierten Fortsetzungsschritt in [Aj—1, A;] zu verifizieren, benutzen wir einen
Konvergenzsatz fiir approximative Newton-Verfahren von Kelley (1995). Wir betrachten
dazu das nichtlineare System f(z,A;) = 0 mit festem Parameterwert ;.

Satz 5.46

Falls x; eine regulére Nullstelle von f(x, A;) im Sinne der Definition 5.4 ist, so existieren
Konstanten Ko > 0, 61 > 0 und d2 > 0, so dass fiir alle ug mit |Jug — ;|| < 01 und fir
alle A € R™ ™ mit ||A — Dy f(x;,)\;)|| < 62 die Iteration ug11 = ur — A" f(ug, Aj),
k=0,1,2,..., Q-linear gegen x;konvergiert. Mit ey := up — x; gilt die Abschétzung

llewsall < Ko(leoll + 114 = Dofl@s, A)ID - llewll,  k=0,1,2,...  (5.76)

Die Fehlerschitzung (5.76) zeigt eine gleiche Wichtung der Pradiktoren zF und AP,
weshalb sich dieselbe Approximationsordnung fiir beide, d. h. zf —z; = O(h?) und
AP — Dyf(x;,\;) = O(hP) empfiehlt. In Algorithmus 5.47 benutzen wir dazu den
bewahrten Sekanten-Pradiktor. Um den Fortsetzungsalgorithmus zu verifizieren, fithren
wir entsprechend Formel (5.31) eine Approximationsordnung fiir beide Pradiktoren ein.
Die Schrittweiten h; seien darin beschrankt durch hAmax = max;—i1)n hj -

Voraussetzung 5.48
1. Der Losungspradiktor besitze die Ordnung p1, d. h. es existiert ein K1 > 0, so dass
127(\) =2V < Kab?, || < hona (5.77)
fir X=Xj—1+h, mit Aj_1,\ € A, gilt.
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ALGORITHMUS 5.47 (Fortsetzung mit Ableitungspradiktor)

Function [N, A, z] = continuation2 (f, Dfz,a,b, z,tol)

1. Setze j:= 0, Ao :=a, 27 :=z und AT := D, f(z", \o).
Wahle Schrittweite h sowie Iterationszahl kopt -

2. (Startrechnung) Bestimme xzo = z(\o) mit Verfahren (5.75).
Setze Ao := Dy f(x0, Xo).

3. Do while A; <b
3.1. Setze j:=j+ 1.
3.2. Setze A\j := Aj_1+ h. Falls \; > b, so \; :=b.
3.3. (Ldsungspradiktor)

Bestimme z¥ mit Hilfe von Tj—1,Tj—2,...,%0, Z. B. mit
P._ Aj —Aj—1
xr = Zl?j_l‘i‘ﬁ'[fl'j_l_l’j_z}.
j—1 — Nj=2

3.4. (Ableitungspradiktor)
Bestimme A% mit Hilfe von Aj_1,Aj_2,..., A0, z. B. mit
)\j — /\j—l
/\j,1 — )\jfg
3.5. (Korrektor) Bestimme x; = z(\;) mit Verfahren (5.75).

AP = Ajfl + . [Ajfl — Ajfg} .
3.6. (Ableitungs-Bestimmung) Berechne A; = D, f(zj, \j).
3.7. (Schrittweiten-Bestimmung) wie in Algorithmus 5.28

4. Return N :=j sowie A;, zj, j =0(1)N

2. Der Ableitungspridiktor besitze die Ordnung p2, d. h. es existiert ein Ko > 0, so dass
I1AT(N) = D f@N), M| € K2k, [b] < Pnas (5.78)

fir A=Xj—1+h, mit \j_1,\ €A, gilt.

Das folgende Lemma garantiert dann, dass das Korrektorverfahren fiir ,hinreichend gute
Pradiktorwerte 27 und AT stets konvergiert:

Lemma 5.49
Unter den Voraussetzungen 5.28 und 5.48 existieren Konstanten Ko > 0, 61 > 0 und
02 > 0, so dass folgende Behauptungen gelten:

i. f(x,\) =0 besitzt fir alle X € A eine eindeutige Losung x ().
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ii. Zu festem Aj_1 € A konvergiert das Korrektorverfahren mit \j = X\j—1 + h;

Uk+1 = ukf(AP)ilf(uk,)\j), k:0,172...

gegen x; =x(A;), falls 0 < h; < H:= min{ pJg/(ﬁ/K}, p%/éz/KQ} gilt.
iii. Falls H = min {P\i/ai K, Pi/1 /(4K0KZ-)} gewdhlt wird, so gilt
e 1
llewsill < Ko (Kah™ + Kah™) llex]] < Sllexll, k=0,1,2,...  (5.79)

fir ex = up — x(Nj).

Um Algorithmus 5.47 abzusichern, ist wie in Satz 5.27 eine explizite Auswahlregel fiir die
Schrittweiten h; anzugeben, die die Durchfiihrbarkeit und Endlichkeit der Fortsetzung
garantiert. Mittels vollstandiger Induktion liber j zeigt man leicht

Satz 5.50
Die Voraussetzungen 5.23 und 5.48 seien erfiillt. Ferner geniigen die Startwerte ¥ und
AP am Startpunkt Ao = a den Voraussetzungen

lz" —z(Xo)l| < &1 und ||A” — Daf(z(Xo), Xo)l| < d2

mit den nach Lemma 5.49 garantierten Konstanten 61 > 0, d2 > 0. Wahlt man die
Schrittweite hj := Aj — A;j—1 gemaB

hj := min{H/2, b— X;_1}, mit H aus Teil iii. des Lemmas, (5.80)

so ist Algorithmus 5.47 durchfiihrbar, d. h. er liefert zu jedem A; genau eine Losung
x(A;) der Gleichung f(z,\;) = 0. Er ist zudem endlich, d. h. Ay =b fiir ein N € N.

Eine effiziente Wahl der Fortsetzungsschrittweiten h; kann wie in Algorithmus 5.28 erfol-
gen. Die Berechnung der Jacobi-Matrizen A; = D, f(x;, \;) in Schritt 3.6 sollte mit der
Stabilitdtsanalyse verbunden werden, die im nachfolgenden Abschnitt behandelt wird.

Beispiel 5.51

Dhooge und Kuznetsov (2002) betrachten das Bratu-Gelfand-System mit Parameter A
z = f(z,y,\) = y— 2z + \e”
flzy,0) =y (5.81)
y :f(x7ya)‘) = x_2y+>\ey'

Im Parameterintervall A € [0.01,0.367879] besitzt das System zwei Gleichgewichts-
punkte, die am kritischen Wert A* = 0.367879... zusammenfallen. Abbildung 5.12
zeigt die beiden Losungszweige Li (stabil) und Lo (instabil) sowie den Fold-Punkt
(A, z,y) = (0.367879...,1,1). Wir notieren nun dieses System zu Testzwecken

T, = filz,y,\) = i—2$i+)\ezi
filey,A) =y } fir i=1,2,..., %

= 5.82
Ui = filz,y,A) = i —2yi + Ae¥ 2 52
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instabiler Lésungszweig L2

44 \ : Fold—Punkt bei
A =0.367879

Abb. 5.12 Losungszwei-
ge L1 und Lo stabiler
und instabiler Gleichge-
wichtslagen des Bratu-
Gelfand-Systems (5.81)

mit SystemgréBen n = 2,20, 100, 200, 400, um damit folgende vier Versionen der Appro-
ximation der Jacobi-Matrizen zu vergleichen:

Version 1: Sekanten-Pradiktor ¥ und iibliche Approximation A := Dmf(acp,)\j)
Version 2: Sekanten-Pridiktor ¥ und Basis-Pradiktor AT := A;_;

Version 3: Sekanten-Pridiktor ¥ und Sekanten-Pridiktor A” gem#8 Algorithmus 5.47
Version 4: Pridiktor 2. Ordnung z* und Pradiktor 2. Ordnung AF.

Beginnend mit A = 0.01 verfolgen wir den instabilen Zweig Lo bis zu A = 0.36787
und analysieren bei jedem \; zudem die Stabilitdt. Startwerte sind x; = y; = 10 fiir
i=1,2,...,5; die Genauigkeit ist stets tol = 10719, Tabelle 5.2 zeigt die Uberlegenheit

Tab. 5.2 Anzahl N der Fortsetzungsschritte und Rechenzeit in sec (Pentium 4 M 1.60 GHz)

Version 1 Version 2 Version 3 Version 4
n N Zeit N Zeit N Zeit N Zeit
2 69 0.10 280 0.28 50 0.08 37 0.08
20 77 0.36 353 0.85 54 0.20 39 0.16
100 86 2.52 412 7.94 60 1.26 40 0.93
200 88 9.10 433 31.56 62 4.92 41 3.51
400 91 46.13 457 186.3 63 27.42 41 18.74

der Versionen 3 und 4 mit gleicher Approximationsordnung von Losung und Jacobi-
Matrix. Version 4 kann so mit den grofiten internen Fortsetzungsschrittweiten arbeiten,
wie man in Abbildung 5.13 leicht erkennt. |
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0.0091 1 o016t
0.008
0.0141
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0.006] 0.012
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0.001 | 0.004f
0 ; ; ; ; ; ; ; 0.002 ; ; ; ; ; ; ;
0 005 041 015 02 025 03 035 04 0 0.05 041 015 02 025 03 035 04
Parameter A Parameter A

Abb. 5.13 Interne Fortsetzungsschrittweiten h der Versionen 2 (links) und 4 (rechts)

Die Idee, Pradiktoren hoher Ordnung fiir die bendtigten Jacobi-Matrizen zu benutzen,
lasst sich mit entsprechendem Aufwand auch bei Bogenldngen-Parametrisierung und
GauB-Newton-Fortsetzung in den Algorithmen 5.34 und 5.38 leicht anwenden.

5.3 Stabilitats- und Bifurkationsanalyse

Die Klarung des Stabilitdtsverhaltens von Gleichgewichtslosungen des Systems
z = f(z,N), f: DxR—R", DCR", offen, A€ A=]la,b (5.83)

mit C"-glattem Vektorfeld f € C"(D x R) mit » > 1, ist von erheblicher praktischer
Bedeutung, denn nur asymptotisch stabile Lésungen sind wegen unvermeidlicher Stérun-
gen in den Anfangswerten physikalisch relevant. Ein direkter Nachweis der Ljapunov-
Stabilitdt mittels einer Ljapunov-Funktion wie in Abschnitt 4.2 ist im Allgemeinen nicht
moglich, weshalb die indirekte Methode aus Abschnitt 2.7.2 fiir das parameterabhéngige
System (5.83) eingesetzt wird.

5.3.1 Stabilitatsanalyse

Zu festem Parameterwert A € A sei ° = 2z°(\) ein hyperbolischer Fixpunkt des Flusses.
Bestimmen wir die Jacobi-Matrix A := A(\) = D f(z°(\),\) und deren Eigenwerte
a(AN) = {1 M), p2(N), ..., un(N)}, die sogenannten charakteristischen Ezponenten,
so liefert uns das Stabilitatskriterium die numerisch iiberpriifbare Aussage:

m Ist der Realteil Rep;(\) < 0 fiir alle i € {1,2,...,n}, so ist z°(\) asymptotisch
stabil.
m Existiert ein i € {1,2,...,n} mit Re u;(\) > 0, so ist 2°()\) instabil.
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Beispiel 5.52
Betrachten wir das eindimensionales Beispiel mit dem Systemparameter A € [—1, 1]

i = flz,\) = 2(z® —z—N),
das die beiden Zweige Lo = {(z,A\) | ¢ = 0} und £1 = {(2,\) | 2* — 2 — X\ = 0} von
Gleichgewichtslosungen besitzt. Auf £1 berechnen wir die Ableitung

Dof(z,\) = 42® — 2z — X\ = 3z(2® — 1/3),
woraus sich der Eigenwert p = 3z(x — v/3/3)(z + V/3/3) ergibt. Mit p = 0 erhalten
wir die kritischen Punkte 4 = (2%, Xo) = (0,0), ' = (=", A1) = (V/3/3,-2v3/9)
und % = (2%, X2) = (=v/3/3,2/3/9) in Abbildung 5.14. Ein Stabilititswechsel erfolgt

offenbar nur an diesen drei Punkten, die die beiden Losungszweige Lo und £; in die
dargestellten Abschnitte mit asymptotisch stabilem bzw instabilem Verhalten zerlegen.

1 cpemnn TR El q
¢
0.5+ g
0
EO \y LO
Of======-= mmmmmmmmm D ~
osh T o2 ]
Abb. 5.14 Losungszweige Lo
-1 L1 1 und L1 zu Beispiel 5.52: stabi-
le Zweige (blau) und instabile
-15 ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ Zweige (schwarz)

Wir modifizieren die DGL nun geringfiigig zu der Gleichung
i = f(z,\) = z(z® —z—)%), Ael[-1,1],

und betrachten deren trivialen Losungszweig Lo = {(z, A) | = 0}. Wegen der Ableitung
Dy f(z,\) = 423 — 22 — \? lautet der Eigenwert pu = —\? < 0 fiir alle A # 0. Also ist
die Losung 2° = 0 asymptotisch stabil fiir alle A # 0. Bei A9 = 0 verschwindet zwar der
Realteil Re u, es findet jedoch kein Stabilitatswechsel statt. |

Uber nicht-hyperbolische Fixpunkte kann im nichtlinearen Fall mit dem Eigenwertkrite-
rium nicht entschieden werden. Ist dagegen die Spektralabszisse der Matrix A

v(A) ;= max Repu; 5.84
( ) ni€o(A) # ( )

negativ, so ist z(t) = z° asymptotisch stabile Gleichgewichtslage. Damit kénnen wir
leicht den Schritt 3.6 in Algorithmus 5.47 modifizieren:
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m Stabilitatsanalyse
(a) Berechne die Jacobi-Matrix A; := Dy f(x7,\;) .
(b) Bestimme die Eigenwerte w1, p2, ..., in von A;
und die Spektralabszisse v := v(A4;).
(¢) Fallsv <0, so “ASYMPTOTISCH STABIL“,
sonst falls v > 0, so “INSTABIL,

sonst “KEINE AUSSAGE MOGLICH “.

Beispiel 5.53

Wir betrachten nochmals Beispiel 5.35 mit f(z,)\), = = (1, %2, 23, T4, 25)"

, gegeben
durch die fiinf dortigen Funktionen. Die Steuervariable ist u = 0 und der Parameterbe-
reich —1 < X\ < 1. Abbildung 5.15 zeigt die numerisch berechnete Losung x4, dargestellt
iiber dem Parameter A, wobei nun die Punkte mit nachgewiesener Instabilitdt schwarz

gezeichnet wurden. Offenbar sind die Stabilitdtswechsel noch genauer einzugrenzen. W

0.14r

0.12F

0.1f

0.08F

0.06[ Abb. 5.15
Lésungskomponente

o-04r x4 lUber dem Parame-

0.02- ter A: stablle_ Zwelge
(blau) und instabile

‘ ‘ \ Zweige (schwarz)
-1 -0.5 0 0.5 1

5.3.2 Detektierung lokaler Bifurkationen

Mit der Stabilitdtsanalyse kann das Auftreten lokaler Bifurkationen wéhrend der Lo-
sungsfortsetzung entdeckt (detektiert) werden. In Abschnitt 2.7.1 werden zur Jacobi-
Matrix A := A(X) = D f(z°(\), \) der

m stabile Unterraum E° der Dimension ns = dim E° = Zahl der p; mit Rep; <0

m instabile Unterraum E“ der Dimension n, = dim E* = Zahl der u; mit Repu; > 0

m  Zentrumsunterraum E° der Dimension n. = dim E¢ = Zahl der p; mit Rep; =0

mit ns+n, +ne = n definiert. Bestimmen wir im j-ten Fortsetzungsschritt diese Dimen-

sionen n,n?, und nl, so signalisiert eine Anderung dieser Werte bei zwei aufeinander
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folgenden Schritten die Moglichkeit einer lokalen Bifurkation im (hinreichend kleinen) In-
tervall [A;_1, A;]. Damit kann Schritt 3.6 in Algorithmus 5.47 leicht modifiziert werden:

m Bifurkationsdetektierung
(a) Berechne die Jacobi-Matrix A; := Dy f(z7,\;) .
(b) Bestimme die Eigenwerte 1, u2, ..., in von A; und
die Dimensionen ng,ni, nﬁ der Unterrdume E°, E%, E°.
(c) Falls nl ;éng_l vV nd ;énffl\/ng #ng_l, so

“BIFURKATION IN [Aj_1,A;] MOGLICH®

Die sténdige Berechnung aller charakteristischen Exponenten p; wiahrend der Losungs-
fortsetzung ist bei grofien Systemen sehr zeitintensiv. So gewinnen einfachere Kriterien an
Bedeutung. Allerdings sind diese im Allgemeinen nur notwendig, nicht aber hinreichend
fiir den jeweiligen Bifurkationstyp. Der Nachweis hinreichender Bedingungen geméafs Ab-
schnitt 3.2 ist meistens nicht praktikabel.

Wir nehmen desweiteren an, dass einer der folgenden Bifurkationstypen auftreten kann:

Sattel-Knoten-Bifurkation (desweiteren auch als Falten-Bifurkation bezeichnet)
transkritische Bifurkation

Heugabel-Bifurkation (Pitchfork-Bifurkation) sowie

Hopf-Bifurkation.

Mit der zusammenfassenden Bezeichnung y = (x, \) und f(y) = f(z, \) sei y° = (2°, \o)
mit dem Gleichgewichtspunkt z° gegeben, d. h. f(y°) = 0. Am Punkt y° definieren wir
die Matrizen der Dimension n X n und n x (n+ 1)

Ai=Daf(2% 20) wnd  B:i= f'(y") = (Daf(2", Xo), Daf (2, X))
Uber die Nullriume von A und B gestattet die Theorie der Kapitel 3 und 4 dann folgende
Aussage:
Satz 5.54
Es sei f € C"(D x A), » > 2. Dann sind die Nullraumdimensionen
0, falls z° regulirer oder Hopf-Punkt

dim N(A) = {

1, falls 2° Falten-Punkt, transkritischer oder Heugabel-Punkt ist.

1, falls 2¥ regulirer Punkt
dim N(B) = {1, falls 2° Falten- oder Hopf-Punkt
2, falls 2° transkritischer oder Heugabel-Punkt ist.
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Bei Parametrisierung der Losungskurve y = y(s) = (x(s), A(s)) nach ihrer Bogenlange
oder Pseudo-Bogenlinge s steht zudem der normierte Tangentenvektor y'(so) am be-
trachteten Punkt y° = (2%, o) = (z(s0), A(s0)) zur Verfiigung. Damit definieren wir die
erweiterte Matrix

o - <f/(y(80))> _ ( B >’ C e RHD X (n+1).
y'(s0)" y'(s0)"

Wegen f(y(s)) = 0 folgt durch Differentiation B - 3'(so) = 0, so dass y'(so) linear
unabhéngig von den Zeilen von B ist. Damit ist die Nullraumdimension von C' um Eins
kleiner als diejenige von B. Mit den Matrizen A, B und C ist dann die in Tabelle 5.3
angegebene teilweise Klassifikation der Bifurkationspunkte moglich.

Tab. 5.3 Nullraumdimension zur Klassifikation der Punkte z°

Typ der Bifurkations- Parametrisierung nach A Parametrisierung nach s
punkte z° A B c

regularer Punkt
Falten-Bifurkation
transkritische Bifurkation
Heugabel-Bifurkation
Hopf-Bifurkation

O = = = O
= NN = e
o = = O O

Um die numerisch wenig geeigneten Dimensions- und Rangbestimmungen zu vermeiden,
fiihren wir mit Hilfe der Determinanten von A und C' skalare Testfunktionen v ein. Mit
C = (z(s), A(s)) bezeichnen wir den verfolgten Zweig von Gleichgewichtslosungen mit
Parameter s € R.

Definition 5.55 (Testfunktion)

Es sei U eine Umgebung von C. Eine stetige Funktion ¢ : &4 — R, die beim Durch-
laufen der Kurve C = (z(s), A(s)) genau in s = so ihr Vorzeichen (strikt) &ndert,
heift Testfunktion fiir den Bifurkationspunkt (z°, o) = (2(s0), A(s0))-

Ist die Testfunktion stetig differenzierbar, so garantieren die Eigenschaften
d
b(@(s0), A(s0)) = 0, —(x(s), Als)) # 0, (5.85)
s=so

dass sg eine regulare Nullstelle ist und der Bifurkationspunkt (xo, o) direkt wihrend der
Losungsfortsetzung beobachtet werden kann. Wir wollen nun geeignete Testfunktionen
fiir die genannten Bifurkationstypen einfiihren.
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Detektierung der Sattel-Knoten-Bifurkation (Falten-Bifurkation)
Definieren wir mit den Determinanten die beiden Funktionen auf dem Losungszweig C

y'(s)"
so konnen ¥ (z(s), A(s)) und ¥p(x(s), A(s)) als Testfunktionen fungieren. Aus Tabelle
5.3 und der Eigenwertdarstellung ¥ r(y) = det(Dyf(y)) = pip2 - pin gewinnen wir

Gr(y) = det(Daf(y)) und  Pp(y) = det (f (y)>, (5.86)

zusammen mit den Eigenschaften der betreffenden Bifurkationstypen aus Kapitel 3

Satz 5.56

Essei f € C"(D x A), 7> 2. y° = (2%, \o) gegeben mit f(y°) = 0.

i. 9Yr(y) und ¥p(y) sind stetig differenzierbar.

ii. Ist 2° regulirer oder Hopf-Punkt, so ist ¥p(y°) # 0.

iii. Liegt bei 2° eine Falten-Bifurkation vor, so ist ¥z (y°) = 0 und ¥z (y°) # 0.
iv. Ist 2° ein Falten-Punkt, so wechselt 1 (y) bei y = y° das Vorzeichen.

Beispiel 5.57

In Beispiel 5.52 mit der Funktion f(z,\) = z(z® — 2 — \) verfolgen wir nun den
Losungszweig £1 = {(x,\) | 2® — x — X\ = 0} aus Abbildung 5.14. In der Umgebung des
Kurvenpunktes y' = (2, A1) = (v/3/3, —2v/3/9) parametrisieren wir die Kurve nach z,
d. h. y(s) = (z(s),A(s)) = (s,s® — s), und erhalten damit den Wert der Testfunktion

Yr(y(s)) = 4x(s)® —2z(s) — A(s) = 3s° —s, also Yr(y') = 0.

Wegen der Ableitung an dieser Stelle y* = y(s1) mit s1 = v/3/3

d a2 _
75 YW(s)) =971-1=2>0

s=s1

erfolgt bei y' ein Nulldurchgang. Fiir den Tangentenvektor am Punkt y' erhalten wir
y'(s1) = (2'(s1), N (s1))" = (1,0)T, womit wir die erweiterte Matrix

o (P _ (0 —vEp
y'(ss)” 10
berechnen und fiir die zweite Testfunktion g (y1) = det C = v/3/3 # 0 erhalten. W

Detektierung der transkritischen und Heugabel-Bifurkation

Falls ¥r(y°) = 0 und 5 (y°) = 0 wird, so ist ein Verzweigungspunkt im engeren Sinne
(branching point) — in der Form einer transkritischen bzw. Heugabel-Bifurkation — zu
vermuten. Dieses Kriterium ist zwar notwendig, jedoch nicht hinreichend. Die Uberprii-
fung hinreichender Bedingungen ist in praktischen Féllen meist zu aufwéndig, weshalb
man es bei der Berechnung von ¢r(y°) und ¢ p(y°) belisst.
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Beispiel 5.58

Wir setzen Beispiel 5.57 fort und untersuchen den Punkt 4° = (2%, o) = (0, 0). Offenbar
ist r(y°’) = 4z(s)® —2x(s) —A(s) = 3s°—s, also r(y°) = 0. Wir berechnen nun
¥p(y°) auf beiden Losungszweigen: Auf Lo = {(z,\) | z = 0} ist f/(0,0) = (0,0) und
der Tangentenvektor trivialerweise y'(0) = (0,1)7, womit 5 (y°) = detC = 0 folgt.
Auch auf dem zweiten Losungszweig £1 erhalten wir fiir 4 = 0 den Wert ¢ 5(y°) = 0,
womit bei der numerischen Verfolgung beider Zweige stets ein Verzweigungspunkt im
engeren Sinne — in diesem Falle mit transkritischer Bifurkation — signalisiert wird. |

Ein wesentliches Problem beim Auftreten von Verzweigungspunkten y* = (z*, A*) stellt
deren Uberwindung wihrend der Parameterfortsetzung dar. Denn anders als bei Sattel-
Knoten-Bifurkationen (Falten-Punkten) ist nun sowohl die Jacobi-Matrix A = D, f(y™)
als auch die fiir die Bogenldngen-Paramterisierung oder die Gau-Newton-Fortsetzung
wesentliche (n + 1) X (n + 1)—Matrix C singuldr und damit die grundlegende Vor-
aussetzung 5.30 iii dieser beiden Methoden verletzt. Damit versagt in der Regel der
Newton-Korrektor aller bisherigen Fortsetzungalgorithmen am Bifurkationspunkt y*. Der
Einzugsbereich des Korrektorverfahrens schrumpft bei Annédherung der Kurvenpunkte
y(s) gegen y* auf Null; das betrifft genauso den anderen schneidenden Losungszweig.
Allerdings beweisen Allgower und Georg (1990) fiir die Gauf-Newton-Fortsetzung 5.38,

Abb. 5.16 Darstellung der sich schneidenden Losungszweige £ und £’ in der Umgebung des
Verzweigungspunktes y* sowie der Umgebung U/ und des Kegels K

dass eine in Abbildung 5.16 dargestellte Kegelumgebung K C R™*! existiert, so dass
das Korrektorverfahren fiir alle Startwerte y° € K konvergiert:
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Satz 5.59

Es sei y* € R™! transkritischer oder Heugabel-Bifurkationspunkt. Dann existieren

eine offene Umgebung U von Lreq = {y | f(y) = 0, y reguldrer Punkt von £ } und

Konstanten € > 0, § > 0, so dass gilt:

i. Der Gaufl-Newton-Korrektor in Algorithmus 5.38 konvergiert fiir jeden Startpunkt
y° € U gegen einen Punkt y> € L.

ii. Die Abschétzungen des Satzes 5.39 bleiben fiir 4°, y*, y> giiltig.

iii. In der Umgebung U existiert ein Kegel K C U mit

K={yly=y"+[y(s0)+2]s} fiir 0<|s|<e und |z|2<3é.

In Abbildung 5.16 sind die sich in y* schneidenden Losungszweige £ und £’ mit der Um-
gebung U und dem Kegel K dargestellt. Um vom letzten bestimmten Kurvenpunkt gy’
wihrend der Fortsetzung stets in der Kegelmenge zu verbleiben, wird ein , Uberspringen
des Bifurkationspunktes® y* empfohlen: Mit hinreichend groer Fortsetzungsschrittweite
ist ein Pridiktorwert y fiir den néchsten Kurvenpunkt 7! so zu bestimmen, dass er
wiederum im Kegel K liegt. Dafiir empfehlen sich besonders die in Abschnitt 5.2.1 an-
gefiihrten Pradiktoren hoher Ordnung unter Benutzung zuriickliegender Kurvenpunkte.
Die algorithmische Umsetzung iiberlassen wir jedoch dem interessierten Leser.

Detektierung der Hopf-Bifurkation

Da im Fall eines Hopf-Punktes y* die Jacobi-Matrix A = D, f(y*) regulér ist, sind die in
(5.86) eingefiihrten ¥ r(y) und ¥ 5 (y) nicht als Testfunktionen zu gebrauchen. Das skiz-
zierte Vorgehen zur Bifurkationsdetektierung mittels der Unterrdume E°, E*, E¢ kann

durch folgende skalare Testfunktion vereinfacht werden
Yu(y) = [[r) + me)]
>k
(2 (y) + 11 () (13(y) + 1 (y)) - - (pn(y) + pa(y))-
“(u3(y) + p2(y) - (un(y) + p2(y)) - (B (y) + pn-1(y))-

(5.87)

Fiithren wir einige Eigenschaften von g an, um sie als Testfunktion einsetzen zu kénnen:

Satz 5.60

Essei f € C"(D x A), r > 2. y* = (z*,\*) gegeben mit f(y*) = 0.

i. ¥ : D x A — R ist eine glatte reellwertige Funktion.

ii. Falls y* Hopf-Punkt ist, so ¢ (y™) = 0.

iii. Bei Parameterfortsetzung nach A wechselt Re ¢ g (y) fir A = A* das Vorzeichen.

Eigenschaft (ii) folgt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir einen Hopf-Punkt aus
p2(y*) = p1(y*) mit Repa(y™) = 0 wegen p1(y*) + p2(y™) = 2Repa(y™) = 0. Ver-
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mittels der Transversalitdtsbedingung (3.19) des Satzes 3.8 zeigt man unmittelbar, dass
L Reyp(z(N),A) #0 fiir A = \* gilt. Ist y* ein Falten-, Heugabel- oder transkritischer
Bifurkationspunkt mit p1(y™) = 0, so ist zusétzlich zu fordern, dass w;(y™) # —pr(y™)
fir alle 4, k > 1 ist, um ¥z (y*) # 0 zu garantieren. Eine Darstellung dieser Testfunktion,
die ginzlich ohne Eigenwertbestimmung oder -approximation auskommt, scheint schwer
moglich. Wir fithren dazu wie Kuznetsov (1995) das sogenannte bialternierende Produkt
A ® B zweier Matrizen ein:

Definition 5.61 (Bialternierendes Produkt)

Das bialternierende Produkt C = A ® B zweier Matrizen A = (a;) € R™*™ und
B = (bir) € R™*™ ist eine m x m-Matrix mit m = n(n — 1)/2. Die Zeilen von C werden
mit dem Multiindex (p,q), p = 2(1)n, ¢ = 1(1)p — 1, die Spalten mit dem Multiin-
dex (r,s), = 2(1)n, s = 1(1)r—1 bezeichnet. Die Matrixelemente berechnet man geméaf

1
Cpa)(rs) = 3 { } : (5.88)

Die Multiindizes (p,q) und (r,s) sind beispielsweise im Falle n = 4 folgendermafien

Qpr  QGps bpr  bps

bgr  bys

Aqr Qgqs

angeordnet:
(2,1),(2,1) (2,1)(3,1) (2,1),(4,3)
(3,1),(2,1) (3,1)(3,1) (3,1),(4,3)
(3,2),(2,1) (3,2)(3,1) (3,2),(4,3) (5.89)
(4,1),(2,1) (4,1)(3,1) (4,1),(4,3)
(4,2),(2,1) (4,2)(3,1) (4,2),(4,3)
(4,3),(2,1) (4,3)(3,1) ... (4,3),(4,3).

Die Bedeutung dieses ansonsten wenig bekannten Produktes ergibt sich aus folgendem

Satz 5.62

Die Matrix A besitze die Eigenwerte p1, pa, ..., tn. Dann hat die Matrix A ® A die
Eigenwerte p;ur und die Matrix 2A © I die Eigenwerte p; + p, wobei ¢ = 2(1)n,
k =1(1)i — 1, und I die Einheitsmatrix ist.

Setzen wir zur Bestimmung von B := 24 ® I die Einheitsmatrix I = (d;5) in die
Definition ein, so liefert (5.88) elementeweise
Gpr  Qps Opr  Ops

= apr(;qs - apséqr + aqs(SpT - aqr(sps,
dgr  Ogs

Bp,g),(rs) =

Aqr Qgqs
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mit dem Kronecker-Symbol d;5, woraus sich die einfache Fallunterscheidung

—Qps firr=gq
apr firr Zpund s = ¢
Biy oy re) = Gpp +aqq firr=punds=gq (5.90)
PAanine Qgs firr =pund s # q
—agr firs=p
0 sonst

ergibt. Wir konnen damit die Testfunktion (5.87) fiir Hopf-Bifurkation in der Darstellung

Yu(y) = det (2Dzf(y) © 1) (5.91)
angeben, die das Produkt aller Eigenwerte von 2D, f(y) ® I liefert.

Beispiel 5.63

2 2 7
A=Dyfy")=|-5 -5 -7 mit Eigenwerten 1,0 = 7, us = —3
-2 5 0
sei exemplarisch eine Jacobi-Matrix am Bifurkationspunkt y* = (z*,\*). Wegen

Re p1,2 = 0 und Re g3 < 0 kann hier eine Hopf-Bifurkation vorliegen. Andererseits kann
keine der anderen genannten Bifurkationen eintreten, da ¥p(y*) = det A = —147 # 0
ist. Wir berechnen mittels (5.90) die von A abgeleitete Matrix

-3 -7 =7
B =2A01 = 5 2 2 mit Eigenwerten [i12=-3x7i, 83=0
2 -5 =5
und erhalten daraus den Wert der Testfunktion g (y*) = det B = 0. |

Fir grofe Dimension n der DGL ist der numerische Aufwand T'(n) zur Determinanten-
berechnung von B = 2A ® I allerdings betrichtlich. Nutzt man die LU-Zerlegung der
m X m—Matrix B, so ergibt sich wegen m = n(n — 1)/2 asymptotisch

3
o L3~ ML) o Lys
T(n) ~ 3m 3<2n> N oo™

weshalb dann schnelle Approximationen des Spektrums der Jacobi-Matrix A geeigneter
erscheinen. Algorithmen zur Berechnung derartiger Ritz- Werte und Petrov- Werte gro§3-
dimensionaler Matrizen findet man u. a. bei Hoffmann et al. (2005) in Kapitel 20.
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5.4 Aufgaben

Aufgabe 5.1
Betrachten Sie fiir den Parameter s € R folgendes Differenzialgleichungssystem:

@1 =s 21 — 33 — 21 - (2] + 73)
i =x1 + 8- w2 — x2 - (25 4 23).
a) Zeichnen Sie ein Phasenportrait dieses Systems fiir [—2,2] x [-2,2].
b) Bestimmen Sie samtliche Gleichgewichtslosungen (Ruhelagen, stationdre Losungen)

des Differenzialgleichungssystems. Charakterisieren Sie diese Punkte nach Hyperbo-
lizitdt und Senke-Sattel-Quelle-Eigenschaft.

Aufgabe 5.2
Bestimmen Sie sdmtliche Gleichgewichtslosungen des Differenzialgleichungssystems

. . 2
r1 = X2, T2 = X1+ 7.

Charakterisieren Sie diese Losungen nach Hyperbolizitdt und Senke-Sattel-Quelle-
FEigenschaft.

Aufgabe 5.3
Untersuchen Sie samtliche Gleichgewichtslosungen der Differenzialgleichung

i=xz-(®—z—N\)

mit Parameter A € R daraufthin, ob sie hyperbolisch, Séttel, Quellen oder Senken sind!
Welcher Zusammenhang besteht zum Regularitdtsbegriff?

Aufgabe 5.4
Bestimmen Sie samtliche Losungen der Gleichung f(z,A) = 0 zu gegebenem Parame-
ter A € R, und entscheiden Sie, ob diese regular oder singular sind. Dabei ist jeweils
v=(z) €R2

2 2
a) fz,\) = (”“_A ) fir A=0,2,1.

)

N =

2+ A2 -1
227 — 44+ X (x1 4 x2)

b) f(z,A) = <2x§_4+>\-(x1+x2)

) fiir beliebiges A € R.

Aufgabe 5.5

Beweisen Sie, dass unter den Voraussetzungen des Satzes 5.24
a) der klassische Pradiktor die Approximationsordnung 1,

b) der Tangenten-Pradiktor die Approximationsordnung 2,
c) der Sekanten-Pradiktor die Approximationsordnung 1
besitzt.
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Aufgabe 5.6

Entwickeln Sie in Analogie zu Formel (5.27) einen Taylor-Pradiktor, der den Pradiktor-
punkt =¥ bei Kenntnis der 1. und 2. Ableitung z’(A\;j—1) und ac”()\j_1) bei A = A\j_1
ermittelt. Geben Sie Berechnungsvorschriften fiir 2/(A;_1) und = (A\;_1) an, und be-
stimmen Sie die Approximationsordnung dieser Pradiktorformel. Bewerten Sie den nu-

merischen Aufwand dieser Formel!

Aufgabe 5.7
Entwickeln Sie eine MATLAB-Funktion continuation fiir Algorithmus 5.28 zum
Pradiktor-Korrektor-Verfahren mit klassischem Pradiktor bei natiirliche Parametrisie-

rung.

Aufgabe 5.8
Zur Bestimmung der Quadratwurzel z = VA, A > 0 soll das Pridiktor-Korrektor-
Verfahren auf das Nullstellenproblem

f@ ) =2>-A=0, a<A<b,

angewendet werden.

a) Notieren Sie die Formeln fiir den Tangenten-Prédiktor und den Newton-Korrektor.

b) Starten Sie mit Ag = a = 1, xo = 1, und bestimmen Sie numerisch fiir 1 < A\ < 5
die Werte = /A mit dem Fortsetzungsverfahren und den Schrittweiten s = 1,
s=2, s=4.

c) Vergleichen Sie die Effizienz der drei Rechnungen, und versuchen Sie, die getroffene

Aussage zu verallgemeinern.

Aufgabe 5.9
a) Ermitteln Sie alle nichtnegativen Gleichgewichtslagen = = (z1,x2)”, d. h. mit
x1,x2 > 0, des DGL-Systems

i1 =1 (s —ai), x'g:mg-()\—(ccg—l)Q)

mit festem reellen s > 0 und Parameter \ € [—2,2].

b) Geben Sie die reguldren Losungspfade £ an!

¢) Bestimmen Sie alle nicht-reguldren Losungen x, und priifen Sie, ob ein Umkehrpunkt
vorliegt!

Aufgabe 5.10
Welche sind die reguléren Losungspfade der Gleichgewichtslosungen von

b=z (2®—z—-N), rxe-1,1)7

Verifizieren Sie, welche Kurvenpunkte regulér und welche Umkehrpunkte sind.
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Aufgabe 5.11
Untersuchen Sie die Gleichgewichtslage y° = (29, 23, o) = (0,0,0) des Systems

1 =28 — A, o =xd — A mit p,geN

darauthin, ob sie regulér, singular bzw. Umkehrpunkt ist. Fithren Sie dabei notwendige
Fallunterscheidungen durch!

Aufgabe 5.12
Fiir die Pseudo-Bogenlangen-Parametrisierung der Kurve y = y(s) nach Algorithmus
5.34 wird der normierte Tangentenvektor y’(s;) im Punkt s; bendtigt.

a) Geben Sie eine Methode zur Berechnung von %'(s;) mit dem richtigen Vorzeichen
an, die die LU-Zerlegung benutzt!

b) Entwickeln Sie eine MATLAB-Funktion pseudoarclength zur Fortsetzung mit Pseu-
do-Bogenldngen-Parametrisierung geméfl Algorithmus 5.34 unter Benutzung des
Tangenten-Préadiktors und des vereinfachten Newton-Korrektors.

c) Erproben Sie diese Funktion anhand der Aufgabe 5.9.

Aufgabe 5.13
Das DGL-System von L. Chua wird im R® durch

z = a - (y—z— f(z)) b-x+a—b fir z>1
Yy = z—y+=z mit f(z) = Sa-2 fiir |z| < 1
2 = —pB-y b-x—a+b firxz<-1

und Parametern «, 3, a,b € R\{0},b # —1, beschrieben.

a) Bestimmen Sie alle drei Gleichgewichtslosungen im allgemeinen Fall!

b) Im Folgenden seien die Werte (o, 3,a,b) = (9, 14%7 —%, —%) gesetzt. Berechnen Sie
damit die drei Gleichgewichtslosungen. Sind diese stabil? Bestimmen Sie die Eigen-
werte 1, 42, p3 der Jacobi-Matrizen. Wie grof sind die Dimensionen der Unterrdume
E® E* und E°?

c) Ermitteln Sie die invarianten Unterriume E°, E*, E¢! Skizzieren Sie im R? die Ru-
hepunkte, die invarianten Unterrdume und die trennenden Ebenen

U ={(z,y,2) eR¥z =1} und U_; = {(z,y,2) € R*|z = —1}.

Wie verhalten sich die Orbits des Systems?
d) Stellen Sie die Orbits — etwa mittels MAPLE — graphisch dar!

Aufgabe 5.14

Entwickeln Sie eine MATLAB-Funktion gaussnewton zur Gau-Newton-Fortsetzung ge-
méaf Algorithmus 5.38 unter Benutzung des Sekanten-Préadiktors und des (vereinfachten)
GauB-Newton-Korrektors.
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Aufgabe 5.15
Das Differenzialgleichungssystem

. 2
r1T = €-x1+a7
To = T2

T3 = —x3

besitzt fiir alle e € R die instabile Gleichgewichtslage ° = 0 (Begriindung). Kann
€0 = 0 dennoch ein Bifurkationspunkt sein? Entscheiden Sie gegebenenfalls, welcher
Bifurkationstyp vorliegt.

Aufgabe 5.16
Die Dynamik eines einfachen Jager-Beute-Okosystems mit skalierten Populationszahlen
z1 > 0 und z2 > 0 wird durch die Differenzialgleichungen

21 = z1-A+x1) - (1—21) — 321 - 22

T2 = =222+ x1-22
beschrieben, wobei A > 0 ist.

a) Welche Gleichgewichtslosungen besitzt das System? Sind sie stabil?

b) Fiir welche Parameterwerte Ao wird das betrachtete Gleichgewicht instabil? Welche
Bifurkationen treten auf?

¢) Fiir welche Parameter besitzt das System eine periodische Losung? Ist sie stabil?
(Begriindung!)

d) Skizzieren Sie die Phasenportraits fiir die verschiedenen Losungen!

Aufgabe 5.17
Programmieren Sie in MATLAB eine Funktion B = bialt(A) zur Bestimmung des
bialternierenden Produkts B = 24 ® I der Matrix A € R™*",

a) Uberpriifen Sie anhand der Testmatrizen A = magic(n),n = 3,4,5, ... aus MATLAB
und selbst gewéhlter Matrizen A die Richtigkeit des Programms.
b) Verifizieren Sie mit den Testmatrizen aus MATLAB

A = magic(n) — magic(n)T , nm=3,4,...

und den Funktionen eig(A), eig(B),det(B) die Aussagen des Satzes 5.62 iiber die
FEigenwerte von B.

c) Vergleichen Sie mit selbst gewéhlten n und Testmatrizen A den Rechenaufwand, ge-
messen in der Zahl der Gleitpunkt-Operationen (Flops), zur Bestimmung aller Ei-
genwerte iiber eig(A) mit der Zahl der Flops bei det(bialt(A)). Versuchen Sie eine
theoretische Aussage zur Zeitkomplexitét T'(n) fiir beide Varianten.
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In vielen Anwendungen der Natur- und Ingenieurwissenschaften treten Schwingungspro-
bleme mit periodischen Losungen zeitkontinuierlicher dynamischer Systeme auf. Derar-
tige Losungen befinden sich nicht als Ruhelagen im Gleichgewicht, sondern schwingen
mit einer konstanten Schwingungsdauer, der Periode T" der Bewegung. So besitzt das
autonome System von W. F. Langford aus Beispiel 5.1

i‘1 = (1‘3 — 0.7)3?1 — WIr2
To = wxi+ (:L‘g — 0.7)122 (61)
i3 = 0.6+x3—x3/3— (21 +23)(1 4 ox3) + exza’

einen periodischen Orbit, der auf einer toroidalen Flache verlauft und in Abbildung 6.1
zu sehen ist.

Bezeichnet @: : D — D mit der offenen Menge D C R" den Fluss eines zeitkon-
tinuierlichen dynamischen Systems mit ¢ € R, so ist geméfl Kapitel 2 eine Losung
z(t;x0) = @i(xo) durch zo € D periodisch, wenn es eine Konstante 7T > 0 mit
pr(x0) = 20 gibt. Existiert ein kleinstes derartiges T° > 0, die Periode der Bewegung,
so nennt man die Losung T-periodisch. Ein periodischer Orbit

y:={z€D]| z=pi(ro), tER mit @r(zo) =20}

sei ein Grenzzykel gemafl Kapitel 3. Dann ist der Orbit ~ isoliert, d. h. es existiert eine
Umgebung U (7), die keine weiteren periodischen Orbits enthélt.

B. Marx, W. Vogt, Dynamische Systeme,
DOI 10.1007/978-3-8274-2448-8 6, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2011
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Abb. 6.1 Phasenraum-Dar-
stellung eines periodischen
Orbits und des Torus zu
Beispiel 5.1. Parameterwer-
te sind w = 3.5, ¢ = 0.03
und o = 0.25

Beispiel 6.1

Fiir feste Parameterwerte € > 0 und w > 0 besitzt das nichtlineare autonome System
i = exy — wro — 21 (a7 + 3), By = wry — exo — w2(x] + 3) (6.2)

zum Anfangswert zo = (v/€,0)7 einen isolierten periodischen Orbit mit der Darstellung
oi(z0) = ve(coswt, sinwt)”,

wie man leicht nachrechnet. Dagegen hat bei vorgegebenem w > 0 das lineare System

T = —Wwx2, To = wx1 (63)
zu g = (c,0) mit beliebig gewdhltem ¢ € R stets einen periodischen Orbit
©i(z0) = ¢ (coswt, sinwt)”, so dass keiner dieser Orbits isoliert ist. |

Falls ¢ () periodisch mit Periode T > 0 ist, so ist aufgrund der Translationsinvarianz
zu jedem festen 7 € R auch ¢4 () periodisch. Dann gilt

i) = @i(z) YVt €R. (6.4)

Die Phasenkurve 7 eines Zyklus ist zudem geschlossen und einfach zusammenhéngend
(doppelpunktfrei), wie in Abbildung 6.1 dargestellt.

Bemerkung 6.2

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen iiber periodische Orbits allgemeiner n-dimensio-
naler nichtlinearer Systeme (5.1) mit numerisch leicht iiberpriifbaren Voraussetzungen
sind nicht verfiigbar. Andererseits schranken spezielle Zusatzannahmen die Problemklas-
se meist stark ein. Typische Sétze mit hinreichenden Bedingungen fiir ebene Systeme in
R? liefert die Poincaré-Bendixson-Theorie, die man u. a. bei Perko (1996) findet. Eine
Verallgemeinerung auf Systeme in R™ stellt der Satz von R. A. Smith dar (vgl. Reitmann
(1996)), dessen Voraussetzungen jedoch im Allgemeinen schwer verifizierbar sind. In der
Umgebung eines Hopf-Bifurkationspunktes garantiert der Satz 3.8 von E. Hopf ebenfalls
die Existenz eines Grenzzykels. ]
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Um die Problemklasse nicht von vornherein einzuschranken, wollen wir deshalb die Exis-
tenz eines Grenzzykels stets voraussetzen, sobald dies erforderlich wird.

6.1 Periodisch erregte Systeme

In diesem Abschnitt unterdriicken wir die Parameterabhéngigkeit der DGL und suchen
fiir einen festen Parameterwert eine periodische Losung x*. Zuerst betrachten wir pe-
riodisch angetriebene Schwingungssysteme, deren ,Systemantwort“ auf die Erregungs-
schwingung von Interesse ist. Charakteristisch ist dabei, dass die Periode T" des gesuchten
Zyklus vorgegeben und damit bekannt ist! Numerische Verfahren sind damit einfacher
aufgebaut als im autonomen Fall, den wir anschlieend behandeln wollen.

Wir notieren periodisch erregte DGL-Systeme in der Form

= f(z,t), f:DxR—R" mit DCR", D offen, (6.5)

und setzen die Existenz eines Grenzzykels sowie die hinreichende Glattheit des in ¢ peri-
odischen Vektorfeldes f voraus, d. h. alle partiellen Ableitungen bis zur r-ten Ableitung
existieren und sind stetig:

Voraussetzung 6.3 (Glattheit, Periodizitit und Losungsexistenz)

i. feC"(DxR), r>2.

ii. Es existiert ein T > 0, so dass gilt: f(z,t+T) = f(z,t) Y(z,t) € D xR.
iii. System (6.5) besitzt einen Grenzzykel *(t) der Periode T.

Wegen Voraussetzung i. ist offenbar z* € C" ! (R). Zudem geniigt es nach Voraussetzung
ii., die Aufgabe auf einem Intervall I = [tg + T, o] zu betrachten. wobei stets to = 0
gesetzt werden kann. Denn ist «*(¢) fiir ¢ € [0, 7] bekannt, so kann die Losung fiir alle
t € R periodisch fortgesetzt werden. Betrachten wir drei typische praxisnahe Beispiele:

Beispiel 6.4
1. Die Duffing- Van-der-Pol-Gleichung (vgl. Abraham und Shaw (1989), Lynch (2001))
mit o, 3,6, \,w >0

i+ 6d — B+ ax® = X - cos(wt)

beschreibt ein periodisch angetriebenes Pendel mit kubischer Riickstellkraft. Mit der
Auslenkung 1 = z und der Geschwindigkeit der Masse x2 = & ergibt sich das System
mit der Erregungsperiode Tp = 2%

41 =x2, @2 =fz1—az; —6x2 + - cos(wt).

Gesucht ist eine sogenannte harmonische Losung derselben Periode T' = Tp.
2. Die Modellgleichung 2. Ordnung vom Mathieuschen Typ (vgl. Philippow und Biintig
(1992))

i4ai®—pBi+(1—6-sin2t)-z = 0
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mit «, 8, > 0 und Erregungsperiode Ty = 7 beschreibt ein parametrisch erregtes elektri-
sches Netzwerk. AuBer der stets existierenden trivialen Nulllosung sind sogenannte 2-fach
subharmonische Losungen mit Periode T = 2Ty = 27 zu ermitteln.

3. E. Philippow und W. Biintig entwickelten in der Monografie Philippow und Biintig
(1992) auch Modellgleichungen fiir subharmonisch reagierende elektrische Netzwerke, die
bei harmonischer Erregung eine exakt k-fach subharmonische Schwingung (Strom bzw.

Spannung) erzeugen. So sind fiir
i—e(l—a2®—i%)i+x+b(4z® — 3z) = B - cos 3t

mit ,b, B > 0 und Erregungsperiode Ty = 27” periodische Losungen mit T'= 3Ty = 27
gesucht, die als 3-fach subharmonisch bezeichnet werden. Im Allgemeinen ist T =
k-To, k € N, k > 1, fiir jede k-fach subharmonische Losung. |

Mit der vorgegebenen Losungsperiode T ist eine auf dem Periodizitatsintervall T = [0, T
stetig differenzierbare Funktion x : I — R™ gesucht, die dem Zweipunkt-Randwert-

problem
z = f(z,t), =(T)==z(0), 0<t<T, (6.6)

geniigt. Dafiir konnen die bekannten numerischen Losungsverfahren wie Anfangswertver-
fahren (Schiefverfahren), Finite-Differenzen-Verfahren oder Kollokationsverfahren ein-
gesetzt werden. Wahrend die beiden letztgenannten Verfahren unmittelbar eine Diskre-
tisierung der Losung vornehmen und urspriinglich fiir statische Randwertprobleme, z. B.
Biegungsprobleme, entwickelt wurden, tragt das Schieverfahren (auch: ballistische Me-
thode) dem dynamischen Charakter des Problems mit ¢ als Zeitkoordinate Rechnung.
Wir wollen deshalb hier nur den ersten Zugang vorstellen und verweisen auf die umfang-
reiche algorithmische Darstellung der anderen Verfahren in Hoffmann et al. (2006).

6.1.1 Einfaches SchieBverfahren

Wir betrachten zu gegebenem Problem (6.6) das assoziierte Anfangswertproblem (AWP)
= f(z,t), x(0) =s mit se DCR" tel=][0,T) (6.7)

und nehmen vorerst an, dass (6.7) zu jedem s € D eine auf I eindeutige Lésung x(t, s)
besitzt. Die geforderte Periodizitdtsbedingung z(T,s) = z(0,s) wird damit im Allge-
meinen nicht zu erfiillen sein. Definieren wir deshalb die Differenzfunktion g : D — D
mit

g(S) = Z‘(T, 8) -5, (68)
50 16st x (¢, s*) mit s* € D genau dann das Randwertproblem (6.6), wenn der n-dimensio-
nale Vektor s = s* eine Losung des Gleichungssystems

g(s) =0, seDCR" (6.9)
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ist. Damit wird das Schwingungsproblem fiir eine reelle Vektorfunktion formal auf ein
endlich dimensionales Nullstellenproblem in R™ reduziert, wofiir leistungsfahige Verfah-
ren verfiighar sind (vgl. Hoffmann et al. (2005), Kapitel 21).

Um den gesamten Integrationsaufwand fiir das Randwertproblem niedrig zu halten, set-
zen wir ein {iberlinear konvergentes Verfahren zur Gleichungslésung ein. Das Newton-
Verfahren fiir das Gleichungssystem (6.9) lautet in der Standardform

Ser1 = sk — 19 (sx)] Tg(sk), k=0,1,2,..., so€D (6.10)
mit der Jacobi-Matrix (desweiteren als ,Newton-Matrix“ bezeichnet)
, ox . L .
g(s) = 67(T’ 5) — In, I, — n-reihige Einheitsmatrix.
s

Die aufwindige Invertierung dieser Matrix vermeiden wir durch Umstellung der Verfah-
rensgleichung (6.10) nach der Newton-Korrektur dy, = sgy1— sk, womit die praktikablere
Form des Newton-Verfahrens entsteht:

Iteriere fiir £k =0,1,2,..., beginnend mit so:
(1) Berechne die Newton-Matrix g¢'(sg) = %(T,sk) —In.
(2) Lose das lineare Gleichungssystem nach dj,

g'(sk) di = —g(sk). (6.11)

(3) Korrigiere spy+1 = sk + dk.

Um hieraus einen Algorithmus zu entwickeln, sollten wir zuerst folgende Fragen kléren:

1. Wie kann die (n x n)-Matrixfunktion g—;ﬂ(T, s) ermittelt werden?

2. Sind alle dabei auftretenden Anfangswertprobleme auf ganz I = [0, T] l6sbar?

3. Unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen (an das Ausgangsproblem) kann die lo-
kale Konvergenz des Newton-Verfahrens garantiert werden?

Beantworten wir die erste Frage, indem wir eine Losung z(¢,s) des AWP (6.7) in die
DGL einsetzen

Ox
a(t,s) = f(z(t,s),t), x(0,s)=s.

Differenzieren wir diese Gleichungen nach den Anfangswerten s, so erhalten wir mit der
Glattheitsvoraussetzung ein AWP fiir die Matrixfunktion X (¢,s) = %(t, s)

g (0x _of oz ox _
3 (88(1&,5)> = %(x(t,s),t) . g(t,s), E(O’S) = In. (6.12)

Zur Vereinfachung der Notation fithren wir nun folgende Begriffe ein:
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Definition 6.5 (Variationssystem)
z(t, s) sei die Losung des AWP (6.6) mit s € D. Die Matrixfunktion A : I x D — R™*"

mit

A(t,s) = %(m(t,s),t) = D f(z(¢,s),t)

heiflit zugehorige Jacobi-Matriz. Die Matrix-DGL fiir X : I x D — R™*"™ mit
) !
X = A(t,s) - X, X = aX(t,s) (6.13)
heiit zugehoriges Variationssystem. Die Matrixfunktion X : I x D — R™*™ mit
X = A(t,s)-X, X(0,s)=1I, (I, Einheitsmatrix) (6.14)

ist die bei t = 0 normierte Fundamentalmatriz (Hauptfundamentalmatriz).

Wegen der Darstellung (6.12) fiir die gesuchte Matrix gilt offenbar
X(t,s) = @(t,s), (t,s) € I x D,
ds
womit sich die gesuchte Ableitung g’(si) des Newton-Verfahrens zu
g (sx) = X(T,s1) — In (6.15)

ergibt. Die Hauptfundamentalmatrix X (¢, s) kann also durch eine simultane Integration
des linearen Variationssystems (6.14) gewonnen werden, womit sich am Intervallende die
Newton-Matrix ¢’ (sg) ergibt. Der Algorithmus 6.6 des einfachen Schiefverfahrens (sim-
ple shooting) liefert zu vorgegebener Startndherung so € R™ und Toleranz tol in Schritt
1 eine Losung s* des Gleichungssystems. Mit dem Startvektor z*(0) = s* gewinnen wir
durch Integration des AWP in Schritt 2 anschliefend die gesuchte periodische Losung
" (t) = z(t, s).

Um die Fragen 2 und 3 zu beantworten, erinnern wir uns daran, dass ein Gleichungssystem
g(s) = 0 mit dem Newton-Verfahren lokal eindeutig losbar ist, wenn die Losung s*
regulér ist (vgl. Hoffmann et al. (2005), Kap.21). Den entsprechenden Begriff fiir die
Losung z* (t) des Randwertproblems liefert

Definition 6.7 (Reguldre Lésung)
Voraussetzung 6.3 sei erfiillt. Die Losung x*(t) heifit reguldr (auch: isoliert), wenn das
assoziierte linear-homogene Randwertproblem

2 = Dyf(z"(t),t)z, =2(T) = 2(0) (6.16)

zu Randwertproblem (6.6) nur die triviale Losung z(t) = 0 besitzt.
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ALGORITHMUS 6.6 (Einfaches SchieBverfahren)
Function [s*] = shooting (f, D.f, T, so, tol, kmax)
1. Fir k=0,1,...,kmax iteriere:
1.1. (Anfangswertprobleme) Lése die n + 1 Systeme fiir t € [0,7] :
z = f(z,t) . x(0,sK) = sk
X = Duf(z(t,sk),t) X, X(0,s5)=In.
Ergebnis: z(T,si) € R", X (T, s5) € R™*™
1.2. (Nullstellenaufgabe) Bilde die Funktionen
g(sk) = x(T,sk) — sk
g (sx) == X(T,sy)— In.
1.3. (Newton-Schritt) Lose das lineare System
g (sk)-di = —g(sn)

1.4. Falls ||dg|| < tol - (1 + ||g(sk)||), so gehe zu Schritt 2.
1.5. (Newton-Korrektur) Aktualisiere sgy1 := si + d.

2. Setze s* := s; und lose das AWP
& = f(z,t), =(0)=s", te[0,T)]

3. Return s*

Die Eindeutigkeit der Null-Losung z bedeutet, dass die Linearisierung nicht singulér
ist, womit numerische Verfahren wie das Newton-Verfahren anwendbar werden. Jede
reguldre Losung x*(t) ist insbesondere lokal eindeutig (auch: geometrisch isoliert), d. h.
es existiert eine Konstante > 0 , so dass in einer Umgebung U[z*;r] := {z € C(I) |
supyey |lz(t) — 2*(t)|| £ 7} um die Losung keine von z*(t) verschiedene Losung des
Randwertproblems existiert. Fiir derartige Losungen findet man bei Keller (1976) den

Satz 6.8
Die reguléire Losung z*(t) erfiille die Voraussetzungen 6.3 mit f € C?(I x D) und der
Lipschitz-Konstanten L := sup;y p |Dz f(t, z)|. Dann existiert eine Umgebung

Kls;00={s€D||s—s"[| <o}, mit o:= re T

des Anfangswertes s* = 2*(0) mit folgenden Eigenschaften:
i. Das AWP (6.7) besitzt zu jedem s € K[s*; o] eine eindeutige Losung x(t, s) € C*(I).
ii. Die bei t = 0 normierte Fundamentalmatrix X (¢, s) existiert als Losung von (6.14)

und geniigt der Identitat
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%(t,s), (t,s) € I x K[s™; o].

iii. z*(¢t) = z(t,s™) ist genau dann eine reguldre Losung des Randwertproblems (6.6),

X(t,s) =

wenn s* = z*(0) reguldre Losung des Gleichungssystems g(s) = 0 ist.

Dieser Satz garantiert die Durchfiihrbarkeit des SchiefSverfahrens 6.6, wenn nur die Start-
naherung so hinreichend nahe der Losung s* gewahlt wird. Aussage iii. sichert die lokale
quadratische Konvergenz der Startwerte s — s* des Newton-Verfahrens auf Grund des
Satzes 5.8.

------- n—periodische Erregungsschwingung
4—fach subharmonische Lésung
2-fach subharmonische Losung

051

1 1 1 1 1 1 1 1
0 3.1416 6.2832 9.4248 12.5664 15.708 18.8496 21.9911 25.1327
Zeit t

Abb. 6.2 System (6.17) — Erregungsschwingung sowie 2-fach und 4-fach subharmonische Sys-
temantworten

Beispiel 6.9

Das folgende 2-fach subharmonisch reagierende System beschreibt ein elektrisches Netz-
werk, das bei harmonischer Erregung als Systemantwort eine subharmonische Schwin-
gung erzeugt. Die Modellgleichung von E. Philippow und W. Biintig (vgl. Philippow und
Biintig (1992)) lautet

i—e(l—a® —i%)i 4+ 2bxi + x = Bsin2t

mit den reellen Parametern b = B = 1 sowie dem freien Parameter e € R. Transforma-
tion in ein System erster Ordung liefert das nichtautonome Schwingungsproblem

1 = x2, 171(0) — x1(T) =0

. (6.17)
e(1 —2f — x3)xa — 2bx122 — 1 + Bsin2t, x2(0) — 22(T) =0

T2
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1+ t—periodische Erregungsschwingung

3—fach subharmonische Lésung

_3 I I I I
o 3.1416 6.2832 9.4248 12.5664 15.708 18.8496 21.9911 25.1327

Zeit t

Abb. 6.3 System (6.17) — Erregungsschwingung sowie 3-fach subharmonische Systemantwort

mit Erregungsperiode To = 7 und vorgegebener Losungsperiode T' = 27r. Untersucht man
das Losungsverhalten fiir den festen Parameterwert g = 0.4, so findet man mit Algo-
rithmus 6.6 leicht einen periodischen Orbit der gewiinschten Periodendauer 27. Dariiber

27T
———
—_—
271: /
15 P 2.5 3
tA

Abb. 6.4 (e, s1)-Diagramm der periodischen L3sungen des Systems (6.17)

hinaus existieren aber auch 3-fach bzw. 4-fach subharmonische Losungen. Die Abbil-
dungen 6.2 und 6.3 zeigen diese Schwingungen. Betrachten wir die 3w-periodische Lo-
sung, deren Anfangswert s; = x1(0) in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ in Abbildung 6.4
durch eine geschlossene schwarze Kurve dargestellt ist. Der Versuch einer Losungsfort-
setzung nach dem Kontrollparameter £, ausgehend von € = 0.36 und dem Startpunkt
so = 2(0) = (0.38697629,0.09266292)7, scheitert mit dem Schiefverfahren schon nach
wenigen Fortsetzungsschritten. Grund hierfiir ist offenbar ein ,stark instabiles* Verhalten
der periodischen Lésungen, das zum Versagen jedes numerischen Integrationsverfahrens
bereits vor Erreichen des Intervallendes 7' = 3 fiihrt. ]
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6.1.2 Stabilitdtsanalyse

Betrachten wir Losungen des soeben behandelten subharmonisch reagierenden Netzwer-
kes mit Parametern b = 1, ¢ = 3 und B = 2 in der Umgebung zweier periodischer
Losungen I'1 und T'g, so stellen wir unterschiedliches Verhalten fest:

Abb. 6.5 Losungen in der Umgebung der stabilen Lésung I'y (links) und der instabilen Lésung
I'> (rechts)

Wiihrend die Losung 'y im erweiterten Phasenraum R® nahe gelegene Losungen an-
zieht“, wirkt 'y ,abstofend* (vgl. Abb. 6.5). Wir wenden deshalb den Begriff der
Ljapunov-Stabilitdt (vgl. Hoffmann et al. (2006)) nun auf periodische Orbits an:

Definition 6.10 (Ljapunov-Stabilitit periodischer Orbits)

i. {pe(s™)}, t >0, heiBt (Ljapunov-)stabil, wenn zu € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
fir alle s € D mit [|s — s™|| < § stets ||oe(s) — pe(s™)]| <& YVt >0 gilt.

ii. Ist {¢:(s™)} (Ljapunov-)stabil und es existiert ein §; > 0, so dass fiir alle s € D mit
ls — s*|| < 1 stets t1i>nolo llpe(s) — @e(s™)|| = 0 folgt, so ist {p¢(s™)} asymptotisch
(Ljapunov-)stabil.

iii. Ist {¢¢(s™)} nicht (Ljapunov-)stabil, so heifit es (Ljapunov-)instabil.

Auch fiir periodische Orbits soll nun ein algebraisches Stabilitatskriterium entwickelt wer-
den. Voraussetzung 6.3 sei erfiillt und die Folge der Anfangsvektoren {sx},k =0,1,2,...,
in Algorithmus 6.6 konvergiere gegen eine Nullstelle s* von ¢(s) := x(T,s) — s. Wegen
(6.7) ist dann mit (0, s*) = s* die Funktion x(¢, s*) eine gesuchte T-periodische Losung.
Wir betrachten dazu eine benachbarte Losung (¢, s) des AWP

= f(z,t), =x(0,8)=s, sek[s";0] (6.18)
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mit der nach Satz 6.8 garantierten Umgebung K[s*;p|. Fiir die Differenzfunktion
z(t) == z(t,s) — x(t,s™) gewinnen wir durch Taylor-Entwicklung

(1) = it 5)=d(t, ) = fla(t,s),0)=f(2(t,s7),8) = Do f(x(t,s), 1) -2()+O(||2(1)]|*),
A(t,s*)

so dass diese Funktion in 1. Ndherung fiir ||2(t)|] < 1 dem Variationssystem
F=At,s)z, 2(0)=2"=s5—5" (6.19)

geniigt. Die zugehorige Jacobi-Matrix A(t, s*) = Dy f(x(t,s™),t) ist T-periodisch in t.
Denn
At +T,5") = Dyf(x(t+T,s"),t+T)
= Du.f(zx(t,s*),t+T), daxz(t,s") periodisch ist
= Duf(z(t,s%),t) = A(t,s") VteR,
da nach Voraussetzung 6.3 auch D, f(x,t) periodisch in ¢ ist. Die Fundamentalmatrix

X(t,s*) ist mit X (0, s*) = I nach dem Satz von Liouville regulér fiir alle ¢ € R. Deshalb
bilden ihre Spaltenvektoren eine Basis, womit sich die Stérungsfunktion z(¢) als deren

Linearkombination
2(t) = X(t,s%)e, ceR™ mit z(0)=X(0,s")c=c=2"
= X(t,5%)2" = X(t,5")(s — s¥) (6.20)
darstellen lasst. Damit ist das Verhalten der mit s = s* gebildete Matrixfunktion

X(t,s*), die auch Hauptlosungsmatriz genannt wird, fiir ¢ — oo mafigeblich. Die Floguet-
Theorie liefert eine interessante Darstellung fiir diese Funktion. In Pontrjagin (1965) fin-
det man den vollstindigen Beweis des Satzes von Floquet:!

Satz 6.11 (Floquet)
Wenn A(t, s™) eine stetige T-periodische Matrixfunktion ist, so kann die Hauptlosungs-
matrix X (¢, s*) in der Floquet-Darstellung

X(t,s*)=G(t) -, teR (6.21)

notiert werden. Dabei ist G(t) eine regulére stetig differenzierbare T-periodische Matrix-
funktion und R € R™*™ eine konstante Matrix.

Fiir ¢ = 0 ergibt (6.21) die Einheitsmatrix G(0) = I, wahrend die T-Periodizitdt von
G(t) die konstante Matrix M = X (T,s*) = G(T) - eT " = T® liefert:

LGaston Floquet (1847-1920), franzdsischer Mathematiker, Arbeiten zur Theorie gewdhnlicher
Differenzialgleichungen.
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Definition 6.12 (Monodromiematrix, Floquet-Multiplikatoren)
Die bei t =T gebildete konstante n x n-Matrix

_ o

M = X(T,s") = -(ts) =R (6.22)
t=T,s=s*

heifit Monodromiematriz. Thre Eigenwerte m;, ¢ = 1(1)n, sind die Flogquet-Multiplikatoren

(auch: charakteristische Multiplikatoren) von x (¢, s*).

Worin liegt nun die Bedeutung dieser Matrix? Wegen der T-Periodizitat von G(t) erhilt
man sofort

X(t+T,s") = Gt+T)e"TE = )™ = X(t,s")-M VteR.
Ersetzt man ¢ durch t 4+ T, so ergibt sich wiederum

X(t+2T,s") = X(t+T,s")-M = X(t,s%)- M?,
woraus induktiv

X(t+kT,s*) = X(t,s")-M", k=0,1,2,... und X(kT,s*) = M" (6.23)

folgt. Die Monodromiematrix zur k-fachen Periode Ty = k - T ist also gleich der k-ten
Potenz der Monodromiematrix M. Die Stérungsfunktion (6.20) erhilt damit die Form

2t +kT) = X(t+KT,s") (s —s") = X(t,s")M" (s — s) (6.24)
bzw. mit t =0

2(kT) = M"(s—s%), k=0,1,.... (6.25)

z(kT') entsteht also durch eine Vektoriteration mit M, angewandt auf die Anfangsstérung
s—s". Falls t # 0 in Formel (6.24) ist, so erfolgt eine nachtragliche Korrektur von z(kT)
mittels der Matrix X (¢,s*). Uber das Verhalten von z(kT) fiir k — oo entscheiden wie
bei der allgemeinen Vektoriteration zy = Mzp_1, k = 1,2,3,..., zur Approximation
von Eigenwerten einer Matrix M (vgl. dazu Hoffmann et al. (2005), Kapitel 20), die
betragsgrofiten Eigenwerte von M. Es gilt

Lemma 6.13

Unter der Voraussetzung 6.3 seien m; die Flogquet-Multiplikatoren zu x(t, s™).

i. Ist |my| # 1 fir alle i = 1(1)n, so heifit z(t,s™) hyperbolisch.

il.  Ist |mi| <1 fir alle i = 1(1)n, so ist z(t,s™) asymptotisch Ljapunov-stabil.
iii. Ist |ms| > 1 fiir ein ¢, so ist x(t,s™) Ljapunov-instabil.
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Abb. 6.6 Floquet-Multiplikatoren (links) und Phasenkurven (rechts) zu Beispiel 6.14

Beispiel 6.14
Das subharmonisch reagierende System aus Beispiel 6.4 mit b = B=1

T1 = x2, z1(0) —x1(T) =0
P ) H0) =) (6.26)
iy = e(1 — 2% — 23)x2 — 2bx122 — 21 + Bsin2t, x2(0) — z2(T) =0
besitzt fiir jeden reellen Parameterwert & die Losung x1(¢, s*) = sint, z2(t,s*) = cost.
Durch partielle Ableitung und Einsetzen der Losung mit s* = (0,1)7 berechnen wir die
Jacobi-Matrix

—2esintcost —2cost — 1 —2¢cos?t — 2sint

A(t,s*) = Daf(z(t,s%),t) = < 0 1 )

und gewinnen so das Variationssystem

d [z11 12 o [T11 12 x11(0) 212(0) 1 0
n = A(t> S ) : ) = )
dt \z91 222 T21  Ta2 721(0)  x22(0) 0 1
das allerdings nicht analytisch 16sbar ist. Numerisch erhalten wir zum Parameterwert
€ = 1.4 mittels eines Runge-Kutta-Verfahrens — die Werte wurden mit dem Standardver-

fahren dsolve von MAPLE mit Genauigeit von 107 ermittelt — die Hauptlésungsmatrix

X (t, s*), womit sich bei ¢t = 27 die Monodromiematrix
N 0.526710116094 —0.0733313105237
M = X(2r,s") =
—0.232313402738 0.0326311502789

ergibt. Die Floquet-Multiplikatoren berechnen wir anschliefend zu mi; = 0.5590706
und mo = 0.0002706468, womit Satz 6.13 die asymptotische Stabilitdt der Losung
garantiert. In Abbildung 6.6 (rechts) ist das Konvergenzverhalten dreier Phasenkurven
gegen die Losung xz(t,s™) = (sint,cost) dargestellt.
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Wiederholung dieser Rechnung fiir weitere Parameterwerte € € [0.4, 1.8] liefert ein inter-
essantes Stabilitatsverhalten dieser Losung. In Abbildung 6.6 (links) sind die Absolutbe-
trige |ma| (blau) und |mg| (schwarz) der Floquet-Multiplikatoren dargestllt. Offenbar ist
die Losung fiir £ < 0.45 instabil und ansonsten asymptotisch stabil. Im Intervall [0.6, 0.8]
werden die Multiplikatoren konjugiert komplex, womit aber kein Stabilitdtsverlust ver-
bunden ist. Mit der genauen Bestimmung des kritischen Parameterwertes €9 ~ 0.45
werden wir uns in Abschnitt 6.4.3 beschéftigen. |

Mittels der Floquet-Multiplikatoren lasst sich die Regularitdt einer periodischen Lésung
x(t, s™) wesentlich leichter nachweisen als mit der unhandlichen Definition 6.7. Denn mit
der Defektfunktion g(s) := x(T,s) — s lautet die Newton-Matrix ¢'(s) = X(T,s) — I,
des Schiefiverfahrens (6.6) bzw. an der Losungsstelle s = s™

g'(s") = X(T,s") = In = M — In. (6.27)

Damit zeigt man leicht das folgende algebraische Regularitats-Kriterium:

Lemma 6.15

Neben Voraussetzung 6.3 mit f € C2(I x D) seien alle n Floquet-Multiplikatoren m; von
x(t,s*) verschieden von 1. Dann ist s* = z(0,s™) eine requldre Losung von g(s) = 0,
und das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch gegen s™.

Beweis: Wegen (6.27) besitzt ¢'(s*) die Eigenwerte p1 =mi1 —1, u2 =ma —1, ...,
Un = my—1. Dam; # 1 gilt, sind alle Eigenwerte von g'(s*) ungleich 0. Somit ist g’(s*)
eine reguldre Matrix und s™ eine reguldre Losung von g(s) = 0. Mit dem allgemeinen
Konvergenzsatz 5.8 tiber das Newton-Verfahren folgt die Konvergenzbehauptung. a

Wegen limg_. o S = s* gemafl Lemma liefert das Newton-Verfahren nach K Schritten
in der Regel eine gute Niherung ¢'(sx) =~ ¢'(s*), so dass die Monodromiematrix

M =g (s)+1In = g(sk)+ In (6.28)

mit beliebig hoher Genauigkeit approximiert werden kann.

Haufig steht die Jacobi-Matrix Dy f(z,t) jedoch nicht explizit zur Verfiigung. Dann ver-
meiden wir das Variationssystem vollkommen und ersetzen g’(sy) durch geeignete Diffe-
renzenquotienten, indem der Startwert s, des k-ten Newtonschrittes mittels eines Vektors
§ = (61,82,...00)T, 8; >0, ,gestort wird. Mit den j-ten Einheitsvektoren e; definieren
wir die gestorten Startvektoren

o0 = Sk, 0j = sp+05-¢;5, j=1(1)n. (6.29)

Die Schritte 1.1 und 1.2 von Algorithmus 6.6 verédndern sich damit und liefern das prakti-
kable Schiefiverfahren 6.16 ohne Nutzung des Variationssystems. Eine erprobte Strategie
wihlt zu sp = (Sk1, k2, .-, 5kn) . die Schrittweiten im k-ten Iterationsschritt zu

d; = vem(1+sk;l), 5 =1(1)n, mit Maschinengenauigkeit eas.
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ALGORITHMUS 6.16 (SchieBverfahren ohne Variationssystem)
Function [s*, m] = approximate_shooting (f, T, so, tol, kmazx)

1. Fir k=0,1,...,kmax iteriere:

1.1. Wahle 5j = \/6M(1 + ‘Skj|)7 j= 1(1)7?,
1.2. (Anfangswertprobleme) Lése mit o := s und o := s, + 9; - €5,
j = 1(1)n, die n + 1 Systeme fiir ¢t € [0,T):

& = f(z,t), z(0,05) =05, Jj=0(1)n.

Ergebnis: z(T,0;) € R", j =0(1)n
1.3. (Nullstellenaufgabe) Bilde die Funktionen

g(o;) = a(T,05)—0j, j=0(1)n und damit
g(sk) = g(oo) sowie die Differenzenquotienten
1 )
9i = 5:19(oi) —gloo)l, j=1(1)n,
g
g/(Sk) = (91a927--~agn)-

1.4. (Newton-Schritt) L&se das lineare System
g'(sk) - dr = —g(sk).

1.5. Falls ||dk|| < tol - (1 + ||g(sk)||), so gehe zu Schritt 2.
1.6. (Newton-Korrektur) Aktualisiere sx41 := Sk + dp.

2. (Periodische Losung) Setze s* := s, und l6se das AWP

&z = flz,t), z(0)=s" te€l0,T].
3. (Monodromiematrix) Setze M := g'(sx) + I, und bestimme
die Eigenwerte m = (m1,ma,...,my).

4. Return s*,m

Anders als der Losungsvektor s* werden jetzt die Monodromiematrix M und somit die
Floquet-Multiplikatoren nur mit einer maximalen Genauigkeit von /5s approximiert.

6.1.3 Mehrfach-SchieBverfahren

Die Durchfiihrbarkeit der einfachen Schiefiverfahren 6.6 und 6.16 ist oft nur in unmittelba-
rer Losungsnahe gesichert, denn die darin vorkommenden AWP miissen auf dem gesamten
Periodizitéatsintervall I = [0, T 1osbar sein. Der Konvergenzbereich des Schiefiverfahrens
kann deshalb bei grofler Lipschitz-Konstante L und langem Intervall I wegen der Kon-
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—LT

stanten o = re aus Satz 6.8 extrem klein werden. Im Mehrfach-SchiefSverfahren

(Mehrzielmethode, multiple shooting, parallel shooting) versuchen wir, diesem Problem
mit einer Segmentierung des Losungsintervalls zu begegnen. In I = [0, 7] legen wir so
genannte Schiepunkte ¢ mit der Eigenschaft

O=to<ti <to<...<tmm=T

fest, die auf m > 1 Teilintervalle Iy, = [tk, tp+1] fihren. z(t) = x(t; g, sk) bezeichne die
auf dem k-ten Intervall I;, definierte Losung des AWP

T = f(:L',t), J,'(tk) =5k, tp <t<tpt1, k= O(l)m — 1. (6.30)

Abbildung 6.7 zeigt derartige Losungen zu vorgegebenen Anfangswerten sg. An den inne-

z x(t;t1,s1) i
I
: x(utmflysmfl)
I
I
x(t; to, s0) !
1
I
I
I
|
I I
S0 . 52 !
S1 1
1
;\—/ :
I
\ |
* I
S0 S’HLT
0
t
\
to t1 to |7 T tm—1 tm =T

Abb. 6.7 Stiickweise Lésung mit der Mehrzielmethode

ren Schiefipunkten ergeben sich m — 1 Stetigkeitsbedingungen (Matching-Bedingungen)
an die gesuchte Lésung mit den unbekannten ,Schiewerten® sg, s1,...,Sm—1, erginzt
um die Periodizitatsbedingungen zu

:E(tk;tk_l,sk_l) = Sk, k= 1(1)m — 17 (631)

Z(tm;tm—1,8m—1) = So.

Das daraus entstehende grofie Gleichungssystem fiir die n - m unbekannten Zahlenwerte

5= (50,581,...,8m—1)" € R™ ™ erhilt dann folgende Struktur:
F0(80751) Jj(t1;to,80) — 851
F1(81782) x(t2;t1,81)—32
F(s) := = = 0. (6.32)
Fm—Q(Sm—275m—1) Jf'(tm—1§tm—275m—2) — Sm—1

Fr—1(8m—1, S0) Z(tm; tm—1,8m—1) — So
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Das Einfach-Schieverfahren entspricht genau dem Sonderfall m = 1. Die theoretischen
Grundlagen des Mehrfach-SchieBverfahrens findet man dargestellt in den Monografien
von Hermann (2004) und Keller (1976). Wir fassen die Aussagen zusammen in

Satz 6.17

Die (hinreichend glatte) Losung z*(¢) nach Voraussetzung 6.3 sei reguldr. Mit

s* = (s8,8%,...,85m_1)7 gilt:

i. s" ist Losung von F(s) =0 genau dann, wenn z*(t) = x(¢; tg, si), k = 0(1)m — 1,
Loésung des Randwertproblems (6.6) ist.

ii. Eine Losung s* des Gleichungssystems (6.32) ist genau dann reguldr, wenn die
Losung z*(t) des Randwertproblems (6.6) reguldr ist.

iii. Gleichung (6.32) kann mit dem Newton-Verfahren gelost werden, das Q-quadratisch
konvergiert, falls die Startniherung s(®) = (s(()o), sgo), e ,553)_1)T hinreichend nahe
bei s* liegt.

Um das grofdimensionale System F'(s) = 0 zu 16sen, wenden wir das Newton-Verfahren

S(V+1) _ S(V) —F/(S(V))_lF(S(V))7 vV = 07172,... (633)

auf F an. Darin bezeichnet s*) die v-te Newton-Naherung, wogegen s, die k-te Kompo-
nente von s ist. Die Jacobi-Matrix hat wegen (6.32) die zyklisch bidiagonale Blockstruktur

Go —In 0 0
0 G1 —1In 0
. . . ox
F'(s) = : : mit Gy = aisk(tk+1§tk,3k)7
0 0 Gm_2 -1,
-1, 0 0 Gm_1

wobei I,, € R™*™ die Einheitsmatrix bezeichnet. Die n x n-Matrizen Gj koénnen wir
wie beim Einfach-Schielen durch Integration des Variationssystems auf dem Intervall

Iy = [tk tit1]
X = A(t; tk75k)X, X(tk;tk,sk) = I»m k= 0(1)m -1 (6.34)

bestimmen. Die zugehorigen Jacobi-Matrizen A und die Matrizen G}, sind durch

oz
A(t; tk, Sk) = Dxf(ic’(t; tk, Sk), t) und Gk = X(tk+1; tk, Sk) = @(tlﬁq; tk, Sk)
definiert. Mit diesen Erweiterungen lasst sich aus den Grundalgorithmen 6.6 und 6.16
das Mehrfach-Schieflverfahren 6.18 konstruieren. Was ist bei dessen Anwendung zu be-

achten?



304 6 Numerik periodischer Losungen

ALGORITHMUS 6.18 (Mehrfach-Schie3verfahren)

Function [s*, u] = multiple_shooting (f, Do f, T, so, m, tol, vmaz)

1. Wabhle die SchieBpunkte to =0 <t1 < -+ <tm =T und
Startnaherungen s = (50, 51,...,Sm—1)".
2. Fir v =0(1)vmaz iteriere:
2.1. (Anfangswertprobleme) Fiir k= 0(1)m — 1 wiederhole:
Lose auf I, = [k, tr+1] die n + 1 Systeme (6.30) und (6.34).

Ergebnisse: x(txy1;tk,sk) € R”, G := X (tg41;tk, sk) € R*"
2.2. (Nullstellenaufgabe)

Bilde den Vektor F'(s) nach (6.32) und die Matrix F’(s).
2.3. (Newton-Schritt) Lose das lineare System

F'(s)-d = —F(s).

2.4. Falls ||d|| < tol- (14 ||F(s)]|), so gehe zu Schritt 3.
2.5. (Newton-Korrektur) Aktualisiere s := s+ d.

3. (Ldsung) Setze s* := s und lose die m AWP
i = f(t,x), x(ty)=sk, tpx<t<tpp1, k=0(1)m—1.

4. (Monodromiematrix) Setze M := Gpm—1-Gm—2---G1-Go und
bestimme die Eigenwerte = (1, g2, ..., tin)-
5. Return s*,

1. Zu gegebener Startndherung so € R™ und Toleranz tol miissen die SchieBpunkte t
und zugehorigen Anfangswerte s so gewadhlt werden, dass die AWP des Schrittes 2.1
in den Intervallen I, = [tg,tr+1] eindeutig 16sbar sind. Satz 6.8 garantiert dies fiir alle
sk € S[si; or] mit den Radien

ok i=re PRt ynd Lipschitz-Konstanten Ly := sup |Daf(t, 2)].
IkXD

Die Durchfiihrbarkeit des Mehrfach-SchiefSverfahrens ist somit bei hinreichend feiner Zer-
legung von I theoretisch gesichert.

2. Problematisch bleibt die Bestimmung einer Startlosung so und der SchieSpunkte tj.
Mittels geeigneter Parameterfortsetzung (vgl. dazu Kapitel 5.2) lassen sich in komplizier-
ten Anwendungen die SchiefSpunkte schrittweise anpassen. Da der arithmetische Aufwand
mit zunehmender Gitterfeinheit rasch ansteigt, sollten moglichst wenige Schiepunkte
verwendet werden. Algorithmusschritt 2.1 zeigt {ibrigens, dass der numerische Integrati-
onsaufwand gegeniiber dem Einfach-Schielverfahren nicht zunimmt. Der Mehraufwand
resultiert lediglich aus den entstehenden grofieren linearen Gleichungssystemen. Diese
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sollten mittels LU-Zerlegung mit Pivotisierung gelost werden, wobei die schwache (spar-
se) Besetzungsstruktur der Jacobi-Matrix bei der Speicherung zu berticksichtigen ist.

3. Mit der ermittelten Losung s* = (s, s7,...,55)7 und zugehdrigem Losungsvektor
x*(t) = x(t;te,s;), t € I, k = 0(1)m — 1, ergeben sich die Hauptldsungsmatrizen
X (t;tg,85), Kk =0(1)m — 1, in den m Teilintervallen Ij,. Man {iberlegt sich leicht, dass
fiir beliebiges t > tx die Hauptlosungsmatrix die Produktdarstellung

X (t;to,80) = X(t;tw,s5) - X(tr;te—1,55-1) -+ X(t2;t1,81) - X(t1;t0,50)
besitzt. Fir die gesuchte Monodromiematrix M = X (T;0, s5) erhalten wir folglich:
M =G _1Gr_o---Gi1Gh mit Gl = X(tkt1;th, Sk)- (6.35)

In Algorithmus 6.18 wird das Variationssystem zur genauen Berechnung der Floquet-
Multiplikatoren benutzt. Die Variante mittels Differenzenapproximation aus Algorithmus
6.16 diirfte jedoch insgesamt einfacher umzusetzten sein.

10" -

i i i i i
(o] 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Bogenlange

Abb. 6.8 BetragsgroBter Multiplikator in Abhangigkeit von der Bogenlange

Beispiel 6.19

Kommen wir auf das subharmonisch reagierende System aus Beispiel 6.9 mit 3m-perio-
discher Losung zuriick. Abbildung 6.4 zeigt die 1. Komponente s] dieser Losung in Ab-
héngigkeit vom Parameter ¢, die durch eine geschlossene schwarze Kurve dargestellt ist.
Beginnend mit & = 0.36 und einem Startpunkt so = x(0) = (0.38697629, 0.09266292)”
versagen die Einfach-Schieflverfahren 6.6 bzw. 6.16 schon nach wenigen Fortsetzungs-
schritten fiir ¢ mit einem Floquet-Multiplikator der GréB8enordnung 10%. Abbildung 6.8
stellt die maximalen Multiplikatoren der Losungskurve in Abhéngigkeit von deren Bo-
genldnge logarithmisch skaliert dar. Setzen wir das Mehrfach-Schieverfahren 6.18 mit
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m aquidistant gewahlten SchieBpunkten ¢, = kT /m ein, so gelingt die Fortsetzung der
Losungskurve auch bei ,starker“ Instabilitdt. In Abbildung 6.8 sind die Abbruchpunkte
der Fortsetzung mit der Anzahl m gekennzeichnet. Erst mit 12 Schiepunkten wird die
Fortsetzung in diesem stark instabilen Bereich mit max;—1 (1), [mi| ~ 10" gemeistert!
Auffallig ist, dass man mit nur fiinf Schiepunkten die Instabilitdt beinahe iiberwin-
det, aber erst die Verwendung der doppelten Anzahl besser abzuschneiden vermag. Eine
automatische Schiefpunktanpassung der Losungsfortsetzung im instabilen Bereich ist
deshalb ratsam. [}

Bemerkung 6.20

Umfangreichere Darstellungen zu diesen und weiteren Verfahrensklassen, wie Finite-Dif-
ferenzenverfahren und Kollokationsverfahren, findet man in der Spezialliteratur Ascher
et al. (1995), Ascher und Petzold (1998), Hermann (2004). Hat man eine gute Losungs-
naherung s} &~ z*(tx), k¥ = 0(1)m — 1, auf einem hinreichend feinem Gitter {¢;} mit
einem dieser Verfahren ermittelt, so lasst sich die Monodromiematrix M stets mittels der
Darstellung (6.35)

M =G _1Gr_o---G1G} mit Gr = X(tks1;tk,sk)

bestimmen. Dazu sind auf den Teilintervallen I}, die Hauptlosungsmatrizen X (tgy1; tk, Si)
durch Integration von (6.34) zu berechnen. |

6.2 Autonome Systeme

Die numerische Berechnung periodischer Losungen autonomer DGL-Systeme
= f(z), f:D—TR" mit D CR", D offen, (6.36)

ist wegen der hiufig unbekannten Losungsperiode T komplizierter als im gerade behan-
delten periodisch erregten Fall. Wir treffen fiir diese Problemklasse folgende grundlegende

Voraussetzung 6.21 (Glattheit und Losungsexistenz)

i. fel"(D), r>2.

ii. System (6.36) besitzt einen Grenzzykel x*(t) der Periode T* > 0, der keine Gleich-
gewichtslage ist.

6.2.1 Einfaches SchieBverfahren

Anders als im periodisch erregten Fall des vorhergehenden Abschnittes sind nun eine
T-periodische Losung € C*(D) und ihre Periodendauer T > 0 gesucht, die auf dem
Intervall I = [0,T] dem Zweipunkt-Randwertproblem

z=f(z), =z(T)==xz(0), 0<t<T, (6.37)
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geniigen. Diese Aufgabe ldsst sich mittels der Zeittransformation ¢ = %7’ mit 7 € [0, 27]

wegen 92 = L i(t) = L f(z(r)) auf das Einheitsintervall transformieren und in der
Form
;Lf = %f(w), z(2m) = (0), 0<7<2m (6.38)

numerisch leichter bearbeiten, da die unbekannte Konstante 7" nun lediglich in der DGL
auftritt. Wir wollen diese Darstellung erst im néchsten Abschnitt nutzen und vorerst
bei der untransformierten Aufgabe (6.37) bleiben. Wegen der Translationsinvarianz der
Lésung autonomer DGL (vgl. Abschnitt 2.6) kann jede Losung z(t; zo) = p¢(z0), t € R,
von (6.37) um eine beliebige reelle Phase to verschoben werden.

Beispiel 6.22
Das autonome System in R? mit reellen Parametern A > 0,w > 0

@1 = A1 —wre — 21 (@] + 23),  d2 = wr1 4+ Aze — 22 (2] + 23) (6.39)

besitzt mit zo = (VA,0)7 zu jedem X > 0,w > 0 die T-periodische Losung

o1 (w0) = \/X<cos wt>’

sin wt

die einen Grenzzykel bildet. Offenbar ist mit jedem to € R dann auch

Do) = Prren (o) = \5\< cos w(t+to) >
sin w(t+ to)

T-periodische Losung der Periode T' = 27 /w. |

Wir gehen vorerst wie im periodisch erregten Fall vor und transformieren das Randwert-
problem (6.37) in eine Nullstellenaufgabe in R™. Zu vorgegebenen Parametern s € R"
und 7" > 0 betrachten wir das AWP

&= f(z), =(0;s,T)=s€R", te]0,T] (6.40)

Nach Satz 6.8 existiert zu jedem (s,T') in einer Umgebung von (s*,7™) mit s* = 2*(0)
eine eindeutige Losung © = z(¢;5,7), t € [0,7] von (6.40). Definieren wir nun die
Abbildung ¢g: D x RT — D mit D ¢ R™ durch

g(s,T) = =(T;5,T) — s (6.41)
und betrachten die Nullstellenaufgabe

g9(s,T) = 0. (6.42)
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Unter Voraussetzung 6.21 ist z(t; ™, T™) genau dann eine periodische Losung mit Periode
T, wenn (s*,T") dieses Gleichungssystem (6.42) 16st. Wie im periodisch erregten Fall
definieren wir zu einer Losung x(¢; s, T) des AWP (6.40) das Variationssystem

X = A(t;s,T)X, X(0;8,T)=1I, mit A(t;s,T) := Df(x(t;s,T)). (6.43)

Mit der Losung (s*, T™) der Gleichung (6.42) und z(t; s*,¢*) erhalten wir daraus ebenfalls
die Hauptlosungsmatrix und die Monodromiematrix

ox

X(t;8",T") = 35

(t:5%,T), M:X(T*;s*,T*):gi(T*;s*,T*). (6.44)
S

Lemma 6.23
Unter Voraussetzung 6.21 ist m1 = 1 stets ein Eigenwert der Monodromiematriz M mit
zugehdrigem Figenvektor v(0) = &(0;s*,T) = f(s").

Beweis: Einsetzen der periodischen Losung x(¢; s*,T*) und Differentiation nach ¢ lie-
fert

aa’c(t;s ,T7°) = Df(x(t;s", T ))-ax(t;s ,T) bzw. © = A(t;s",T") v
mit der Jacobi-Matrix — A(t;s*,T*) = Df(x(t;s*,7*)) und der Ableitung
v(t) = z(t;s*,T*), d. h. v genligt dem Variationssystem. Die Hauptlosungsmatrix
X (t; 8™, T™) bildet jedoch ein Fundamentalsystem von Losungen, so dass v(t) als Line-
arkombination ihrer (linear unabhéngigen) Spaltenvektoren notiert werden kann:

v(t) = 2(t;85,T") = X(t;8",T") ¢, ceR™

Wegen v(0) = X(0;$*,T") - ¢ = ¢ ergibt sich v(T*) = X(T%;s*,T") - v(0) = M - v(0),
woraus wegen der T*-Periodizitit von x(¢;s*,T*) und damit auch von v(t) die Eigen-
wertbeziehung

M -v(0) = mq-v(0) mit mi =1

folgt. v(0) = ©(0;s™,T*) = f(s*) # 0 ist Eigenvektor von M zu Eigenwert m; = 1, da
z(0; 8™, T*) = s* nach Voraussetzung kein Gleichgewicht darstellt. O

Ist m1 = 1 ein geometrisch einfacher Eigenwert der Monodromiematrix M, so bezeichnet
man z(t, s*) als requlire Losung. Das trifft insbesondere auf hyperbolische Losungen zu,
fir die |m;| # 1 fir ¢ = 2,3, ..., n gefordert wird.

Beispiel 6.24
Fiir das DGL-System (6.39) erhalten wir mit der dort angegebenen periodischen Losung
z(t;s*,T*) = (VAcoswt, VAsinwt)? die periodische Jacobi-Matrix

N . s —2Xcos?wt  —w — Asin 2wt
A(t;s7,T7) = Df(z(t;s™,T7)) = .

w — Asin 2wt —2sin? wt
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Man iiberzeugt sich leicht durch Einsetzen in das Variationssystem, dass die Hauptlo-
sungsmatrix die Form

T e~ Mcoswt  —sinwt cos wt —sin wt e M o
X(t;s*,T7) = = )
e M ginwt cos wt sin wt cos wt 0 1
besitzt, also die Floquet-Gestalt X (t;s*,7*) = G(t) - e mit den Matrizen
cos wt —sin wt -2\ 0
G(t) = und R = .
sin wt cos wt 0 0
Die Monodromiematrix M = diag(e_“‘”/ “. 1) liefert die beiden Floquet-Multiplikatoren

mi =1, mg =e P/ ¢ (0,1), womit die Losung fiir alle Werte A > 0 hyperbolisch
ist. |

6.2.2 Phasenbedingungen

Wenden wir uns nun der Lésung der Nullstellenaufgabe g(s,T') = 0 zu. Mit der partiellen
Ableitung Dsg(s,T) ist die Matrix G € R™*™ mit

oz
s

an der gesuchten Losung stets singulédr, denn sie besitzt wegen des Floquet-Multiplikators

G := Dyg(s",T") = (T*;8",T*)— I, = M — I, (6.45)

m1 = 1 stets den Eigenwert 0. Wére also selbst T bekannt, so ist die Nullstelle s* von
g(s,T*) = 0 nicht reguldr. Eine Regularisierung kann jedoch durch Einfiihrung einer
zusatzlichen Phasenbedingung erreicht werden. Wir ergénzen dazu das unterbestimmte
System g(s,T) = 0 mittels der Funktion A : D x R — R durch eine skalare Bedingung
h(s,T) =0, die die ,Phase® der Losungsfunktion festlegt. Das erweiterte System

g(S,T) =0, h(s,T)=0 (6.46)

besitzt nunmehr n + 1 Gleichungen fiir die n 4 1 Unbekannten (s, T) € R™*!. Die Wahl
9(g,h)
a(s,T)
(s*,T*) regulér ist. Folgende Phasenbedingungen werden empfohlen:

von h soll zudem sichern, dass die erweiterte Jacobi-Matrix

am Losungspunkt

1. Die einfache Komponentenbedingung von Kubicek und Marek (1983) legt die i-te
Komponente von s durch

h(s,T) = s; —« firein i€e{l,..,n} (6.47)
mit der Konstanten o € R fest. Abbildung 6.9 zeigt, dass « im Variationsbereich
der Losungskomponente x;(t; s*,7") liegen muss, weshalb die Auswahl von « und
¢ problematisch sein kann. Wahlen wir andererseits s* so, dass #;(0;s*,7%) = 0
wird, so ergibt sich in Abbildung 6.9 die Komponentenbedingung fiir die Ableitung
von Seydel (1991)

h(s,T) = fi(s) fir ein i€ {1,...,n}, (6.48)
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bei der wiederum die Wahl des ¢ entscheidend fiir die Verfahrenskonvergenz ist.

2. Bei der Poincaré-Bedingung aus Keller (1987), Kubicek und Marek (1983), Seydel
(1991) wird ein nahe der Losung liegender Startpunkt sg vorausgesetzt. Nutzt man
eine Parameterfortsetzung, so eignet sich dafiir meist der betreffende Pradiktorwert

(vgl. dazu Kapitel 5.1). Mit dem Tangentenvektor $o = f(so) an das Vektorfeld —

2 o
S0 e}

> 1 1

«

Abb. 6.9 Komponentenbedingung (links) und Ableitungsbedingung (rechts)

oder eine Néaherung dafiir — beschreibt
h(s,T) == f(s0)" - (s —s0) = 0 (6.49)

in Abbildung 6.10 (links) anschaulich die Hyperebene durch sp mit Normalenvek-
tor f(so). Berechnen wir mit dem Newton-Verfahren die sukzessiven Naherungen
81,82, .. .,8k, so empfiehlt sich der jeweils aktuelle Wert s;_1 im k-ten Iterations-
schritt als Startpunkt und liefert so die Bedingung von A. I. Mees (vgl. Parker und
Chua (1989)) fiir s

h(sk,T) == f(sk-1)" - (sp —sp_1) = 0, k=1,2,3,... (6.50)

aus Abbildung 6.10 (rechts). Der Korrekturvektor jedes Iterationsschrittes wird also
stets orthogonal zum Tangentenvektor an das Vektorfeld gefordert.

3. Beriicksichtigen wir die zu z(0; so, 7o) = so gehorende Losung xo(t) = x(¢; so, o)
des AWP auf dem gesamten Periodizitétsintervall [0, T, so lasst sich mit dem Ska-
larprodukt (u, v) des Hilbert-Raumes [ﬁz([O, T])]n eine Orthogonalitétsbedingung

T
(0, — x0) = /gbo(t)T[x(t;s,T) —xo(t)] dt = 0
0

fiir die Abweichung x(¢;s,T) — xo(t) der gesuchten Funktion formulieren. Nach Ein-
setzen der DGL fordert die integrale Phasenbedingung von E. Doedel Beyn (1991),
Kuznetsov (1995)



6.2 Autonome Systeme 311
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Abb. 6.10 Projektionsbedingung (links) und Bedingung von A. |. Mees (rechts)

h(s,T) = /f(aco(t))T[x(t; s, T) —zo(t)]dt = 0 (6.51)

dass im Funktionenraum [£7([0,7])]" die Differenzfunktion @ — 2o orthogonal zur
Funktion o = f(xo) sein muss.

Kléaren wir nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen das erweiterte System (6.46)
eine reguldre Losung (s*,T™), also die Ausgangsaufgabe einen Grenzzykel der Periode
T* besitzt. Der Einfachheit halber wéhlen wir vorerst die Poincaré-Phasenbedingung
(6.49), womit wir

9(s, T) = x(T,s)—s =0

(6.52)
Ws,T) = f(s0)"(s—s0) =0
mit der vollsténdigen Jacobi-Matrix ( M ist darin die Monodromiematrix)
M -1, f(s*
o= 200 = ) (6.53)
9T | 1) fls)™ 0

erhalten. Uber die erwiinschte Regularitiit der Losung (s*,7%) € R™"! zeigen wir
folgenden

Satz 6.25

Voraussetzung 6.21 sei erfillt, und z(¢;s*,T™) ist reguldre periodische Losung, d. h.
m1 = 1 ist geometrisch einfacher Eigenwert von M. Dann gilt fur s* = z(0; s*,T7):

i. H ist regular und (s*,T™) eine reguldre Losung des erweiterten Systems (6.52).

ii. Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch gegen (s*, 7).
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Beweisidee: Ersetzt man in (6.49) so durch s*, so ldsst sich fiir diese ,ideale“ Pro-
jektionsbedingung h*(s,T) = f(s*)T(s — s*) = 0 die Regularitit der zugehorigen
Jacobi-Matrix leicht nachweisen. Man zeigt dazu, dass das homogene lineare Gleichungs-
system

(Jf(*)? fés*)> ‘ (U) = 0, ceR" reR

nur die triviale Losung (o,7)7 = 0 besitzt. Also ist seine Koeffizientendeterminante
verschieden von Null. Wegen der stetigen Abhéngigkeit dieser Determinante von sg ist
dann auch det H # 0 fiir hinreichend nahe bei s* liegende Werte so, womit (s*,7™) eine
reguldre Nullstelle von (g, h) ist. Zusammen mit der Glattheit von f folgt daraus die
lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens. |

Zum entsprechenden Regularitdtsnachweis fiir die integrale Phasenbedingung verweisen
wir auf Doedel et al. (2003). Die Monodromiematrix M aus Formel (6.53) gewinnen wir
als Nebenprodukt der Losung: Denn konvergieren die Iterierten (sg,7)) des Newton-
Verfahrens, so trifft das auch auf die entsprechenden Newton-Matrizen zu. Damit steht
uns eine gute Approximation der Matrix H zur Verfiigung. Durch Streichen der letzten
Zeile und Spalte dieser Matrix entsteht G = M — I, woraus wir nach Addition der
Einheitsmatrix I, die Monodromiematrix M erhalten.

6.2.3 Technische Realisierung des SchieBverfahrens

Wir versuchen nun, den Algorithmus 6.16 des Schiefiverfahrens ohne Nutzung des Variati-

onssystems mit moglichst geringen Modifikationen auf den autonomen Fall zu iibertragen

T

und transformieren dazu das Problem mittels ¢ = 57 auf das Standardintervall [0, 27]

b= %f(m), 2(27) = 2(0), 0<t<o2m (6.54)

Die unabhéngige Variable haben wir nachfolgend wiederum mit ¢ bezeichnet. Fiithren
wir die konstante Funktion T'(t) = const ein, so ist zu den Néherungen (si,T%) das
transformierte AWP

i = 2 f(z), z(0; 55, Tk) = sk

) fir t€[0,2n] (6.55)
T = 0, T(0;8%,Tk) = Tx

zu 16sen. Die nach Satz 6.8 garantierte Losung sei z(t; sk, Tk ), T'(¢; sk, Tk ). Das bestim-
mende Gleichungssystem mit Phasenbedingung (6.49)
9(sk, Ty) = w(2m;s8,Tk) — s = 0

(6.56)
h(sk,Te) = f(s0)"(sk —s0) =0
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ist dann mit einem Newton-ahnlichen Verfahren zu 16sen. Um auf die Notation von Algo-
rithmus 6.16 zurtick zu kommen, bezeichnen wir nun die um eine Komponente erweiterten
Funktionenvektoren ax : [0, 27] — R™*!

ax(t) = <;((?)> ff(az) = (ié(x)> mit ff : DD ¢ R™ ™! — R™*!

sowie die konstanten Vektoren in R™*! der Einfachheit wegen mit Doppelbuchstaben

(s . (s « s [ g(s,T)
s = (T) mit s = (T:)’ st o= (T*) und  gg(ss) := (h(s,T)>'

Dann erhélt das AWP (6.55) wiederum die Standardform

%m = ff(ax), ax(0;ss5) =ss,, te€ 0,2, (6.57)

und das bestimmende Gleichungssystem (6.56) lautet
g@(ss) = 0 mit Losung ss* € DD c R™ (6.58)

Mit diesen Vektoren und Funktionen kann Algorithmus 6.16 leicht angepasst werden,
indem statt der n Systeme nun stets n + 1 Gleichungen, definiert durch (6.56), (6.57)
und (6.58), gelost werden. Zu Startnéherungen so und Tp liefert der Algorithmus einen
Punkt s* des periodischen Orbits und zugleich dessen Periode T™ bis auf vorgegebene
Genauigkeit tol. Schritt 3 in Algorithmus 6.16 ist abzuédndern zu:

3. (Monodromiematrix) Setze GG := gg’(ssi) und reduziere GG um die
(n + 1)-te Zeile und Spalte = G. Setze M := G + I,, und
bestimme davon die Eigenwerte m = (m1, ma,...,my).

Die Monodromiematrix M kann auch hier nur mit einer maximalen Genauigkeit von
ven mit der relativen Maschinengenauigkeit €57 approximiert werden.

Beispiel 6.26
Das autonome System in R® von W. F. Langford aus Beispiel 5.1

1 = (333 — 0.7):61 — wr2
To = wxi+ (£C3 — 0.7):172 (659)
i3 = 0.6+x3—125/3— (21 +23)(1 + ox3) + exza’

besitzt mit den Konstanten w = 3.5, ¢ = 0, 8 = 0.7 und dem Kontrollparameter
0 € [0.25,2.00] die T-periodische Losung

et 1) = | b | e ey 2O FA =56 1088883219908
HCR = rm;w = 7o 5 T07s )
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Abb. 6.11 Einschwingen der periodischen Losungen fiir o = 2.0 (links) und o = 0.7 (rechts)

Die Phasenraum-Darstellung der Losungen in Abbildung 6.11 lasst den langsamen Ein-
schwingprozess fiir den Parameterwert ¢ = 0.7 erkennen. Die exakte Periodendauer
T}, = 2r/w = 1.795 195 802 051 310... ist bekannt und kann damit zur Kontrol-
le der Resultatgenauigkeit genutzt werden. Algorithmus 6.16 liefert mit Startwerten
so = (1,0,1)T, Ty = 2.0 und Genauigkeitsschranke tol = 10~% die Werte in Tabelle 6.1.
Wahrend die Periodendauer T als 4. Losungskomponente hier mit hoher Genauigkeit
approximiert wurde, wird der Standardmultiplikator m1 = 1 (der stets als Kontroll-
wert dienen kann) nur auf sechs Dezimalstellen geliefert. Die beiden restlichen Floquet-
Multiplikatoren mg 3 sind in diesem Beispiel stets konjugiert komplex. |

Die technische Umsetzung der integralen Phasenbedingung (6.51) gestaltet sich schwie-
riger als die soeben angewandte Poincaré-Bedingung. Da sie in der Regel auf ein zuver-
lassigeres Losungsverfahren fiihrt, notieren wir sie nun ebenfalls fiir die transformierten
Gleichungen (6.54):
27
/ [2(t) — zo(t)] o (t) dt = 0. (6.60)
0
Ist die darin auftretenden benachbarte Losung xo(t) selbst 2m-periodisch — wenn diese
z. B. durch eine Losungsfortsetzung ermittelt wurde — so ergibt partielle Integration in
(6.60) das zu 16sende Randwertproblem mit einer Integralnebenbedingung
27
T = %f(m), z(2m) = z(0), /x(t)Ty'Uo(t) dt =0, 0<t<2m. (6.61)
0
Mit einem kleinen Trick gelingt es, diese Aufgabe in die Standardform fiir Zweipunkt-
Randwertprobleme zu tiberfithren. Wir definieren dazu den neuen Funktionenvektor
y : [0,27] — R™*2 durch
t
yi(t) ==ai(t), i=1DLn,  ynp1(t) =T,  yny2(t) := /I(T)TiO(T) dr
0
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Tab. 6.1 Berechnete Losungen und Floquet-Multiplikatoren zu Beispiel 6.26

0 Losung (s*,T") ‘ Multiplikatoren m; ‘ |ma,s ‘ T —-T7,
2.0 s] = 6.975 518e—1 m1 = 0.999 998 877
s5 = —8.630 936e—2 mo = —0.597+0.260i 0.651
85 = 6.999 999e—1 ma = —0.597—0.260i
T* = 1.795 195 801 964 12 —8.72e—11
0.6 s7 = 9.068 526e—1 m1 = 1.000 000 348
85 = —1.122 269e—1 mo = —0.937+0.371i 1.008
s3 = 6.999 999e—1 msz = —0.937—0.371i
T = 1.795 195 801 974 54 —7.68e—11
0.25 87 = 9.971 034e—1 m1 = 1.000 003 622
85 = —1.219 126e—1 meo = —1.16740.475i 1.260
85 = 6.999 999e—1 m3 = —1.167—0.475i
T* = 1.795 195 801 983 02 —6.83e—11

und erhalten die dquivalente Standardaufgabe in R™ "2 mit n + 2 Differenzialgleichungen
und n + 2 Randbedingungen

. n+1 .
Yi = y2;__ fi(y17"'7yn)7 yZ(Qﬂ-) = yz(0)7 = 1(1)TL,
Ynt+1 = 0, yn+2(27r) = 0, (6.62)
n
Untz = Y yi- o, yn+2(0) = 0.
=1

Bei gegebener Startlosung yo(t) = (y10(t), y20(t), - - -, yno(t))T liefert deren Einsetzen
in die DGL die hier benétigten Ableitungen ¢;0(t). Auf die Aufgabe (6.62) kénnen dann
die bekannten Standardverfahren aus Hoffmann et al. (2006) angewendet werden. Die
Umsetzung dieses Zuganges wird dem Leser iiberlassen.

6.2.4 Stabilitatsanalyse

Anders als im speziellen Beispiel 6.26 hiangt die Periodendauer T* in autonomen Syste-
men oft vom Kontrollparameter ab. So ensteht das Problem, dass benachbarte periodische
Orbits {¢(s*)} und {p¢(s)} verschiedene Periodendauer T und T haben konnen. Fiir
das mathematische Pendel mit der Gleichung

Z+sinz = 0 bzw. als System 1 =x2, &2 = —sinx (6.63)

sind in Abbildung 6.12 zahlreiche periodische Orbits mit s* = (*,0)”, 0 < o* < 7 in
blau dargestellt.
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1
Abb. 6.12 Verlauf der Orbits in (6.63) zu identischen Zeitpunkten

Fiir kleine Auslenkung o* wird (6.63) approximativ durch die harmonische Gleichung
mit Periodendauer T* = 27 beschrieben, wahrend fiir * — m die Periode T* gegen
Unendlich tendiert, denn (47, 0)7 sind Gleichgewichtspunkte. Durch s* = (a*,0) " ver-
laufe der in Abbildung 6.12 mit schwarzen Punkten gekennzeichnete Orbit. Der Abstand
llot(s) — pi(s*)|| des benachbarten periodischen Orbits durch s = (a,0)" (schwarz
eingezeichnet) wachst fiir ¢ — oo sogar iiber den Wert o™ an. Obwohl beide Orbits im
Phasenraum geometrisch nahe beieinander liegen, kann {y+(s*)} nicht Ljapunov-stabil
sein! Wir betrachten deshalb den geometrischen Abstand zweier Phasenkurven, ohne aber
dieselbe Zeit ¢ fiir je zwei Punkte zu fordern. Es sei v* = {z € D|z = ¢i(s*), t > 0}
der (nicht notwendig periodische) positive Semiorbit durch s* € D. Zu s € D bezeichnet

dann
d(s,v") = tHZlg s — (sl (6.64)

den geometrischen Abstand des Punktes von 4v* im Phasenraum. Damit gewinnen wir

Definition 6.27 (Orbitale Stabilitat)

i. {ee(s)}, t > 0, heiBt orbital stabil, wenn zu € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir
alle s € D mit ||s — s™|| < § stets d(pi(s),7") <e V¢>0 gilt.

ii. Ist {o¢(s™)} orbital stabil und es existiert ein 1 > 0, so dass fir alle s € D mit
d(s,v") < 01 stets tlggo d(pe(s),y™) = 0 folgt, so ist {p¢(s™)} asymptotisch orbital
stabil.

iii. Ist {¢¢(s™)} nicht orbital stabil, so heifit es orbital instabil.
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Abstand d(s,7*)

Abb. 6.13 Orbitale Stabilitdt in der Phasenebene

Abbildung 6.13 demonstriert den Begriff der orbitalen Stabilitdt in der Phasenebene.
Wegen

d(ee(s),7") = inf loe(s) =77l < llee(s) = pe(sT)| VE=0

folgt aus der (asymptotischen) Ljapunov-Stabilitdt die (asymptotische) orbitale Stabili-
tat. Ist * eine Gleichgewichtslosung, so fallen diese beiden Stabilitatsbegriffe zusammen,
denn fiir z € D gilt nun die Gleichheit d(p:(z),7") = |Joe(z) — we(x™)]|| fir alle t > 0.
Eine algebraische Charakterisierung liefert der folgende grundlegende Satz, dessen um-
fangreichen Beweis man in der Grundlagenliteratur, z. B. bei Pontrjagin (1965), findet:

Satz 6.28 (Andronov & Witt)
{pt(s™)} sei ein periodischer Orbit des autonomen Systems & = f(z) mit den Floquet-
Multiplikatoren m;, @ = 1(1)n, wobei der Hauptmultiplikator m; = 1 ist.

i. Ist |ms| <1 fir ¢ =2(1)n, so ist {p+(s*)} asymptotisch orbital stabil.
ii. Ist |m;| > 1 fiir ein 4 € {2,...,n}, so ist {¢¢(s™)} orbital instabil.

Beispiel 6.29

Wir betrachten die Ergebnisse aus Beispiel 6.26 fiir den periodischen Orbit der Periode
T2, = 2m/w = 1.795 195 802 051 310... Wahrend der Satz von Andronov & Witt fiir
den Kontrollparameter o = 2.0 die asymptotische Stabilitat garantiert, ist der Orbit fir
die Parameterwerte ¢ = 0.6 und ¢ = 0.25 instabil (vgl. Tabelle 6.1). Genauere Rech-
nung liefert fiir den ,kritischen“ Wert o = 0.615 444 65... Floquet-Multiplikatoren mit
m1 = 1, |ma,3] = 1, so dass mit dem Satz dann keine Stabilitdtsaussage moglich ist. W
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6.3 Die Poincaré-Abbildung

6.3.1 Definition und Eigenschaften

Die Poincaré-Abbildung stellt ein wesentliches Hilfsmittel dar, um Existenz, Stabilitét
und Verzweigungen periodischer Losungen zu untersuchen und zugleich das Losungs-
verhalten geometrisch zu veranschaulichen. So wurde in Abschnitt 1.5 diese Abbildung
genutzt, um in Beispiel 4.23 die Anwendung des impliziten Funktionentheorems auf dem
Gebiet der Differenzialgleichungen zu demonstrieren. Der Nachweis eines Grenzzykels ei-
ner autonomen DGL gelang in Abschnitt 4.2 ebenfalls mittels der Poincaré-Abbildung.

Wir wollen aus diesem Grund die Konstruktion und die Eigenschaften dieser wichtigen
Abbildung detailliert behandeln, weiter verallgemeinern und schlieflich ein {iberaus ef-
fektives numerisches Verfahren zur Berechnung der Abbildungspunkte gewinnen. Wir
betrachten dazu das autonome System

z = f(z), f:DCR" —-R" (6.65)

mit glattem Vektorfeld f € C"(D), r > 2, und dem damit erzeugten Fluss ¢¢ : D — R™.
Nach Voraussetzung 6.21 besitzt das System eine periodische Losung ¢t (o) der Periode

W = ¥ NUs(zo)

Z2

Abb. 6.14 Poincaré-Abbildung
mit Ebene ¥ in R3

T, die eine gegebene Anfangsbedingung ¢o(zo) = xo erfiillt. Wir legen nun, wie in
Abbildung 6.14 dargestellt, eine Hyperebene ¥ durch zg, die senkrecht auf dem Orbit
v = {pt(xo)} steht und betrachten Losungen ¢ (x), die an Punkten z € ¥ aus einer §-
Umgebung W = X NU (o) starten. Liegt = hinreichend nahe bei xq, so ist zu erwarten,
dass @¢(z) die Hyperebene ebenfalls nahe zg in einem Punkt P(z) schneiden wird. Die
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Abbildung 2 +— P(z) wurde von Henri Poincaré® bereits 1881 eingefithrt und spéter
nach ihm benannt. Die Existenz und stetige Differenzierbarkeit dieser Abbildung wird
z. B. von Perko (1996) nachgewiesen. Die bendtigte Riickkehr-Zeit 7(x) hat folgende
Eigenschaft:

Satz 6.30
Es sei D C R eine offene Menge und f € C'(D). Die periodische Losung ¢¢(xo) habe
die Periode 7" und der durch diese Losung definierte Orbit ~ liege in D.

Y = {zeR"| f(zo) (z—20) = 0} (6.66)

beschreibt die zu v orthogonale Hyperebene bei zo. Dann existieren ein § > 0 und eine
eindeutig bestimmte Funktion 7(x), definiert und stetig differenzierbar fiir alle z aus
einer 6-Umgebung U 5(x0), so daB 7(xo) = T ist und ¢, (p)(z) € X V€ Us(wo) gilt.

Die Riickkehr-Zeit 7(x) ist also diejenige Zeit, die ein bei x € W beginnender Orbit
() bendtigt, um wieder in ¥ anzukommen. Dieses 7(x) héngt im Allgemeinen vom
Startpunkt = ab und muss nicht identisch mit der Periode T" von ~y sein. Allerdings kon-
vergiert 7(x) — T fir x — xo. Die lokal definierte eindeutige Abbildung P : W — R"
mit W =Us(x0) NE und

P(z) = ¢@r(z)(2) (6.67)

heifit lokale Poincaré-Abbildung (auch: first return map) fiir den Orbit v an der Stelle
xo. Folgende Eigenschaften lassen sich fiir die Abbildung P nachweisen:

1. P € CY(W). Falls f sogar analytisch in D ist, so ist auch P analytisch in WW.
2. P hat eine stetig differenzierbare inverse Abbildung P~!; damit ist P ein C’-
Diffeomorphismus (d. h. eine C*-Funktion mit C'-Inverser).

3. z € ¥ ist ein Fixpunkt von P, d. h. P(z) = = genau dann, wenn ¢¢(x) ein periodi-
scher Orbit von (6.66) ist.

Der Begriff der Poincaré-Abbildung lasst sich auch auf periodische Orbits verallgemei-
nern, die auf den in Abschnitt 2.7.3 eingefiihrten Mannigfaltigkeiten verlaufen: Es sei
~(t) ein periodischer Orbit eines Flusses ¢; mit Periode T' auf einer Mannigfaltigkeit M.
Weiterhin sei zo ein Punkt des Orbits mit g = 7(0) und X ein lokaler transversaler
Schnitt, d. h. eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1, transversal zu v (also ist
7'(0) nicht tangential zu 3 ). Es sei D C M x R ein offenes Gebiet, auf dem der Fluss
¢ definiert ist.

2 Mit epochalen Werken zu mathematischen Methoden der Himmelsmechanik gilt Jules Henri
Poincaré (1854-1912) als einer der herausragenden Mathematiker und theoretischen Astronomen
unserer Zeit und zugleich als Pionier der Theorie dynamischer Systeme.
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Abb. 6.15 Poincaré-Abbildung
auf Mannigfaltigkeiten

Definition 6.31 (Verallgemeinerte Poincaré-Abbildung)

Eine lokale Poincaré-Abbildung (first return map) von - ist eine Abbildung P : Wy — Wi

mit folgenden Eigenschaften (vgl. Abb. 6.15):

i. Wo,Wip C X sind offene Umgebungen von xz9 € X und P ist ein
C" —Diffeomorphismus.

ii. Es existiert eine Funktion 7: Wy — R, so dass fir alle x € Wy gilt: (z,7(z)) € D

iii. Falls ¢t € (0,7(z)) , so p¢(z) ¢ Wo.

Die Existenz einer verallgemeinerten Poincaré-Abbildung in der Umgebung eines ge-
schlossenen Orbits wird von Marsden und McCracken (1976) nachgewiesen. In R® kann
der Poincaré-Schnitt also eine beliebige glatte Flache X sein, die den Orbit v allerdings
transversal schneiden muss.

Poincaré-Abbildungen lassen sich oft auch ohne Bezug auf einen periodischen Orbit kon-
struieren. Existiert eine Hyperebene ¥ C R" die

m von jeder Losungskurve {¢¢(x)} transversal geschnitten wird und
m zu jedem z € ¥ einen Riickkehrpunkt ¢ (z) € X, t > 0, besitzt,

so definiert ¥ einen globalen Poincaré-Schnitt, und die Abbildung P : ¥ — ¥ mit
P(w) = Sar(m)(x)a HARS] E:

ist eine globale Poincaré-Abbildung mit der Riickkehrzeit 7(x). Zur Anwendung notieren

wir periodisch erregte DGL-Systeme als autonome DGL:

i = f(z,0), 6 =1, (2,0 eR"xS" (6.68)
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P(zo)

To

Abb. 6.16 Stroboskop-Abbildung

Der Phasenraum wird dann durch die zylindrische Mannigfaltigkeit M = R™ x S*
beschrieben, wobei S' = R(mod T) als zirkulare Komponente die T-Periodizitit
des Vektorfeldes f in 6 widerspiegelt. Fiir dieses Problem kann man nun den globa-
len Poincaré-Schnitt

Y= {(z,0) eR" xS" |0 =06}

definieren, da wegen 6 =1 alle Losungen ¥ transversal schneiden (vgl. Abb. 6.16). Die
Poincaré-Abbildung P : ¥ — ¥ wird nun definiert durch

P(zo) = mpr(z0,00), (6.69)

worin ¢ der Fluss von (6.68) ist und 7 seine Projektion auf die z-Komponente bedeutet.
Offenbar ist die Zeit zwischen zwei Abbildungspunkten stets gleich T fiir alle z € X.
Wihlen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit g = 0 und bezeichnen die Projektion
des Flusses auf die z-Komponente mit ¢¢(z) := mwp¢(x,0), x € D C R™, so kommen wir
zur Stroboskop-Abbildung® P : D C R™ — R™ mit

P(z) = ¢r(x) = mpr(z,0).

Die k-te Iteration der stroboskopischen Abbildung liefert den Systemzustand zur Zeit
to + kT, d. h. das System wird periodisch ,,beleuchtet“. Unter den Voraussetzungen 6.3
ist diese eindeutige Abbildung fiir alle = in einer Umgebung U,(x0) C D des Punktes
xo = z*(0) definiert.

3Stroboskop (griech.): optisches Gerit zum Beobachten und Messen rasch ablaufender Vorgénge
(z. B. Drehzahlmessung) mit Hilfe eines periodisch unterbrochenen Lichtstrahls.
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Bemerkung 6.32

Mittels der Poincaré-Abbildung P lassen sich oft Konvergenz- und Stabilitdtsaussagen
fiir Fixpunktaufgaben in R™, z. B. Fixpunktsatze, anwenden. Denn zu k € Z bedeutet die
k-fache Anwendung der Poincaré-Abbildung auf ein z € D den Ubergang vom betrach-
teten zeitkontinuierlichen dynamischen System DS1 = (R, D, ¢¢) zu einem zeitdiskreten
System DSy = (Z, D, ) mit

Yp(z) == P*(x) = P(P---P(P(z))---), z€D, kel

Der Ubergang von DS; zum zeitdiskreten System DSo transformiert insbesondere

T-periodische Losungen ¢¢(zo) in Fixpunkte xg von P
m-fach subharmonische Losungen, d. h. mT-periodische Lésungen mit m € N;m > 1,
in m-periodische Orbits von DS sowie

m quasi-periodische Lésungen von DS1 mit 2 Basisfrequenzen in geschlossene Invarianz-
kurven. von DS [ |

6.3.2 Ableitung der Poincaré—Abbildung

Die Ableitung DP(xo) der Poincaré-Abbildung in einem Punkt ¢ des periodischen Or-
bits v = {@¢(z0)} erhalten wir, indem wir den Effekt kleiner Variationen der Anfangs-
bedingungen xo € R™ analysieren. Zur Vereinfachung der Darstellung verschieben wir
den Koordinatenursprung in den Punkt ¢ und benutzen als x,-Achse den normierten
Tangentenvektor &, = f(x0)/||f(zo0)|| an den Orbit im Punkt xg. Die restlichen n—1 or-
thogonalen Basisvektoren &1, &2, ...,&n—1 sollen die Hyperebene ¥ aufspannen, wie dies
in Abbildung 6.17 fiir den 3-dimensionalen Fall dargestellt ist. Unter diesen Annahmen

x2
A >
W = %N Us(zo)

€3

Abb. 6.17 Poincaré-Schnitt zu (6.71)
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kann die Ableitung DP(0) der Poincaré-Abbildung im Punkt zo = 0 angegeben werden.
Einen Beweis des Satzes findet man bei Perko (1996).

Satz 6.33

Es sei f € C*(D) und ¢¢(0) bezeichne den periodischen Orbit v mit Periode T* in
D. Fiir hinreichend kleines § > 0 und = € ¥ NU5(0) sei P(z) die gerade eingefiihrte
Poincaré-Abbildung. Dann wird die Ableitung DP(0) durch die Matrix

DP(0) = <g:;(o,T*)) . di=1(1n—1, (6.70)

definiert, wobei o(z,t) = p¢(x) der durch (6.66) gegebene Fluss ist.

Mit der Definition 6.12 der Monodromiematrix

M = g—i(s*,T*) = X(s*,T") = "R
und s* = 0 erhalten wir DP(0) aus der Monodromiematrix, indem wir deren n-te Zeile
und n-te Spalte streichen. Die Eigenwerte von DP(0) sind nun genau die n — 1 Floquet-
Multiplikatoren m1,ma,..., my_1 ohne den Hauptmultiplikator m,, = 1. Wegen der
Invarianz des Spektrums beziiglich linearer Transformationen gilt diese Eigenschaft auch
allgemein fiir beliebige orthogonale Poincaré-Schnitte in einem Kurvenpunkt xo.

Beispiel 6.34
Das um eine Gleichung erweiterte Beispiel 6.22 mit Parameter A > 0

1 = —x1+2
iy = Aro— a3 — xo(h +23) (6.71)
T3 = x9-+ \r3— xg(acg + x%)

besitzt zum Punkt s* = (2,vA,0)” und T* = 27 die periodische Losung mit Hauptls-
sungsmatrix (vgl. dazu Bsp. 6.24)

2 et 0 0
x(t; 8", T") = VAcos t |, X(s*,T") = 0 e 2M.cost —sint |,
VAsin ¢ 0 e M .gint cost

was man leicht durch Losung des Variationssystems bestitigt. Die Monodromiema-
trix M = X(T*;s*,T*) = diag(e™ 2", e 1) liefert auer dem Hauptmultiplikator
ma = 1 nun die beiden Eigenwerte mi = e~ 2™, ma = e~ **™ der Ableitung DP(s*) der
in Abbildung 6.17 dargestellten Poincaré-Abbildung. |

Notieren wir periodisch erregte Systeme wie in (6.68) ebenfalls als autonome DGL in
Rn—i—l

i = f(z,0), 0=1, (2,0)eR" xS, (6.72)
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so ergibt sich die leicht nachweisbare

Folgerung 6.35

Der Hauptmultiplikator von (6.72) ist mp41 = 1 und die weiteren Eigenwerte von
DP(xzo) sind genau die n Floguet-Multiplikatoren mi,ma, ..., my der Lésung des peri-
odisch erregten Systems bzw. der Stroboskop-Abbildung P(xo) = x(xo,T) .

Beweis: Mit dem erweiterten Vektor y = (y1,¥2, ..., ¥n, yn+1)’ = (z,0)7 lautet das
erweiterte Variationssystem an der periodischen Lsung

(DI DGO
00 ... 0 0

>7 Y(0) = Inq,

woraus wir mit der vorgegebenen Losungsperiode T' die erweiterte Monodromiematrix

X(T) (1)

MZY(T)Z(OO 0 1

>, §(T) eR",

erhalten. Darin ist X (T") die Monodromiematrix des periodisch erregten Systems mit den
n Floquet-Multiplikatoren m1,ma, ..., my, womit die Behauptung folgt. O

6.3.3 Numerische Approximation der Poincaré-Abbildung

In praktischen Anwendungen kann die Poincaré-Abbildung P selten explizit berechnet
werden und muss deshalb durch numerische Losung der DGL approximiert werden.
Fiir T-periodisch erregte Systeme ist das wegen des speziellen Falles der Stroboskop-
Abbildung leicht moglich, wenn wir die Losung ¢(t; to, zo) an den vorgegebenen Zeit-
punkten ¢, = k7 mit k = 1,2,3,... berechnen und als Werte P”(z0) abspeichern. An-
ders verhalt es sich jedoch bei autonomen Systemen, wenn ein DurchstofSpunkt der Tra-
jektorie ©(t; to, o) durch eine Hyperebene ¥ numerisch zu bestimmen ist. Die Riickkehr-
Zeit t* = 7(x0) gemiB Satz 6.30 ist meist unbekannt und muss deshalb méglichst effi-
zient berechnet werden. Nachfolgend werden zwei Zugénge dafiir vorgestellt. Wir lassen
als Poincaré-Schnitt beliebige Hyperebenen ¥ C R™ mit der Gleichung

H(z) = (vz—&) = v (z—§) = Zvi(xi—&) =0, zcR" (6.73)

zu, die jedoch die Transversalititsbedingung v f(o(t*;to,z0)) > 0 erfiillen sollen,
d. h. der Normalvektor v von ¥ bildet mit dem Tangentialvektor an das Vektorfeld
in (t*;to, o) einen spitzen Winkel. & ist der ,,Aufpunkt“ der Hyperebene und v der
Normalvektor mit ||v||2 = 1, wie dies fiir den 2-dimensionalen Fall in Abbildung 6.18
dargestellt ist. Zu gegebenem Startpunkt xo € ¥ und Startzeit to wollen wir die Lo-
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Abb. 6.18 Hyperebene
Y und Poincaré-Schnitt
in R?

sung der DGL & = f(z) vereinfachend mit z(t) = ¢(¢;to,z0) bezeichnen. Eine nu-
merische Integration liefert fiir ¢ = ¢, den letzen ,vor der Hyperebene“ liegenden Lo6-
sungswert z(tq ), wihrend der folgende Losungspunkt z(tg) mit Integrationsschrittweite
h = tg —ta > 0 bereits jenseits von X liegt. Projizieren wir — wie in Abbildung 6.18
dargestellt — den Punkt z(to) orthogonal auf die Hyperbene in den Punkt 4, so erhalten
wir mit z(to) = o + sv aus der Hyperebenen-Gleichung (6.73)

H(z(ta)) == (0, 2(ta) —€) = v (@0 +sv—&) = 0" (2o —&) +sv v =5

mit dem negativen Abstand s.

1. Das Newton-Verfahren bestimmt eine Nullstelle t* der skalarwertigen Abstandsfunk-
tion F' : I — R, definiert durch

F(t) := H(z(t)) = o' (x(t) —§) auf I = [ta,tg). (6.74)

Offenbar ist diese Funktion nach Voraussetzung 6.21 stetig differenzierbar mit F'(t) < 0,
F(tg) > 0und F(t) = vTi(t) = v7 f(z(t)) > 0 fiir hinreichend kleines h > 0 wegen
der Transversalititsbedingung v f(¢(t*;to,x0)) > 0. Damit erhalten wir das Newton-
Verfahren zur Bestimmung des Durchstof-Zeitpunktes t* zu

F(te) _ ol (a(te) — &)
F(ty) ol fla(tr))

thr1 = Tk — k=1,2,3,...

Als Startwert wahlen wir ¢1 = to mit dem zuvor berechneten Losungspunkt z1 = z(ta).
Die Hyperebene ¥ legen wir durch einen Punkt £ mdéglichst nahe bei x(t*), z. B. durch
den Urbildpunkt & = xg, und wéhlen den Normalvektor v = f(&)/[|f(£)]l, um so die
Transversalitdtsbedingung zu erfiillen:
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Tteriere fiir k = 1,2,3, ..., beginnend mit t; = to, 21 = x(ta):

(1) Newton-Schritt: )T (z — &)
tha1 = tp— ook 5]
i FET f ()
(2) Integrationsschritt: Integriere die DGL in [tk, tr+1] mit einem Schritt

= Tkt = P(tret1;te, Tk)

H(z(ty)) = v (2(ty) —€) gibt den Abstand des k-ten Niherungspunktes von der Hyper-
ebene ¥ an, wihrend v” f(z(t;)) die Komponente des Vektorfeldes an z(ty,) liefert, die in
Richtung von ¥ zeigt. Damit liefert die Newton-Korrektur (v’ (2(ty) —&))/(v” f(z(tr)))
diejenige Zeit, die die Losung bendtigen wiirde, um von xz(ty) zur Hyperebene zu gelan-
gen, falls das Vektorfeld konstant mit dem Wert f(z(¢y)) wire. Wegen der lokal quadra-
tischen Konvergenz kommt das Newton-Verfahren so mit sehr wenigen Zusatzschritten
aus.

2. M. Hénon entwickelte 1982 ein noch schnelleres Verfahren (vgl. Anishchenko (1987)),
das meist mit einem einzigen Zusatzschritt zur Bestimmung von x(t*) auskommt. Der
Abstand eines beliebigen Punktes x € R™ von der eingefithrten Hyperebene X ist wegen
der Darstellung = = zo + sv

H(z) = v (z—&) = v (2o — &) +sv v = s.

Hénons Idee besteht darin, diesen Abstand s als neue unabhéngige Variable anstelle von
t mittels s = s(t) einzufithren und die DGL zu transformieren. Fiir deren Ldsung
z(t) = p(t;to, xo) liefert s = s(t) = v7 (x(t) — &) die Ableitung $(t) = v f(z(t)),
womit sich die Ableitung der inversen Funktion ¢ = t(s) zu

F(s) = o = o
St T f(a(t(s)))

ergibt. Fiihren wir die Funktion y(s) = z(¢(s)) ein, so transformieren wir sofort die DGL
mittels

, : / f(y(s))
y(s) = x(t(s))t (s) = ———F
(5) = (U 1(s) = s
auf die neue unabhéingige Variable s. Zum Zeitpunkt ¢ = t, liegt der Losungswert x(tq)
vor, womit wir unmittelbar die Anfangswerte

Sa = H(z(ta)) = v (x(ta) =€) < 0 und  y(sa) = z(ta)

gewinnen. Eine Integration des Systems fiir (y,t) € R™*! im Intervall [sq, 0] ergibt dann
die ,Endwerte® fiir den Abstand s = 0, d. h. den Durchsto-Zeitpunkt ¢(0) = ¢* und
den Bildpunkt y(0) = z(¢(0)) = x(t*) in der Hyperebene X:
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Gegeben sind to und zo = x(to) sowie die Hyperebene ¥ mit (&, v).
(1) Anfangswert: Bestimme s, = v (zq — &) < 0.
(2) Integrationsschritt: Integriere die n + 1 DGL in [sq, 0]

fy(s))

y/(S) = m ) Y(Sa)= Ta,
TP S
e

(3) Endwerte: Durchsto3-Zeit ¢t* = ¢(0) und Bildpunkt z(¢t*) = y(0).

Beispiel 6.36

Wir vergleichen die beiden numerischen Methoden an Beispiel 6.26 von W. F. Langford
mit Parametern w = 3.5, ¢ = 0.25 und € = 0. Als ,,Aufpunkt®“ der Hyperebene wahlen
wir stets £ = (0,0.9,0.7)7 und veréindern nur den Normalvektor v. Um den Zusatzauf-
wand zur Errechnung der Durchstofpunkte zu ermitteln, integrieren wir die DGL mit
5000 Auswertungen der rechten Seiten (desweiteren als f-Bestimmungen bezeichnet).

Tab. 6.2 Zahl der f-Bestimmungen fiir die Poincaré-Abbildung zu Beispiel 6.36

Normalvektor v ‘ Newton-Verfahren ‘ Hénon-Verfahren
(—3.15,0, —0.092)T 1307 (26.13 %) 496 (9.92 %)
0,0, —1)T 570 (11.41 %) 208 (4.16 %)
(7170,0)T 1326 (26.51 %) 494 (9.87 %)

Tabelle 6.2 gibt diejenige Zahl von f-Bestimmungen an, die davon fiir die Berechnung der
Poincaré-Abbildung benétigt werden. Obwohl beide Methoden zuverldssig und prézise
arbeiten, erweist sich die Hénon-Methode stets als effizienter. |

Weitere in der Literatur Parker und Chua (1989) empfohlene Ansétze, wie das Bisekti-
onsverfahren zur Nullstellenbestimmung der Abstandsfunktion F(¢) aus (6.74) oder die
Approximation der Durchstofzeit ¢t* durch genaue Interpolation dieser Funktion sind den
beiden vorgestellten Verfahren durchweg unterlegen und werden deshalb nicht empfohlen.

6.4 Losungsfortsetzung und Bifurkationsanalyse

Wie schon in Kapitel 5 behandelt, soll nun das dynamische System von einem reellen
Kontrollparameter A € A = [a, b] abhdngen. Wir wollen die bereits fiir Gleichgewichtsla-
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gen eingefithrten Fortsetzungstechniken auch zur Verfolgung periodischer Orbits einset-
zen und zugleich die numerische Analyse von Stabilitdt und auftretenden Bifurkationen
periodischer Orbits behandeln.

6.4.1 Numerische Fortsetzung und Stabilitatsanalyse

Wir betrachten nachfolgend parameterabhéngige autonome Systeme in D C R™
= f(z,\), f:DxA—R" mit A=][a,b], D offen. (6.75)

Alle Betrachtungen lassen sich unmittelbar auf den numerisch einfacheren periodisch

erregten Fall mit bekannter Losungsperiode aus Abschnitt 6.1 {ibertragen, was nach dem

Studium der folgenden Ausfiihrungen gewiss leicht fallen diirfte. Zuerst notieren wir die

Voraussetzungen 6.21 fiir den parameterabhéngigen Fall:

Voraussetzung 6.37

Essei Ace =(a—¢e,b+¢) D A mit € >0.

i. feC"(DxA:), r>2.

ii. System (6.75) besitzt fir alle N € Ac einen Grenzzykel z*(t,A), t € R, der Periode
T*(A\) > 0, der keine Gleichgewichtslage ist.

Wir wollen diesen Grenzzykel z*(t,\) samt seiner Periodendauer T (\) nun fiir alle
Parameterwerte A € A approximieren. Dazu iiberfithren wir die Schwingungsaufgabe in
ein Fortsetzungsproblem in R, Ist A € A ein fester Parameterwert, so kénnen wir wie
in Abschnitt 6.36 vorgehen. Zu gegebenen Naherungen s € D, Ty > 0 betrachten wir
das folgende transformierte AWP:
2= Ted),  olemled) = s fiir ¢ € [0,1] (6.76)
T = 0, T(O;Sk,Tk,)\) = Tk

mit der Losung x = z(¢, sk, Tk, A), T = T(t, sk, Tk, A) auf [0,1]. Zusammen mit der
Phasenbedingung (6.49) definieren wir die n + 1 Funktionen g und h durch

g(skaTkv)‘) = x(l;Sk,Tk,A)—Sk
h(sk, Ti, ) == f(s0,A)" (s — s0),

deren Nullstellen (s*,T*) mit einem Newton-ahnlichen Verfahren zu ermitteln sind. Wie

(6.77)

im vorigen Abschnitt fithren wir die Notation ax, ss, ff etc. fiir Vektoren in R™! mit

= (;) 55 1= (;) f(am) = (Tf(g’”> mit ff: DD c R"*! — R+

ein und notieren das AWP (6.76) in der kompakten Form

2 = fflax,\), ax(0,ssk, \) = ssg (6.78)
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mit vorausgesetzter Losung xx = xx(t, ssi, A). Definieren wir nun die Abbildung gg durch

s ’)\ — g(sk,Tk,k) > _ <$(1;Sk,Tk,)\)—Sk ) 6,79
@l 3) < h(sk, T, ) F(50,0)T (s — 50) (6:79)

so ergibt sich das zu 16sende System als Fortsetzungsproblem in R"™T*
@(ss,\) =0, gg:DDxA— DD, DD cR""' (6.80)

Gesucht ist eine Funktion ss = ss(\), ss: A — R™™ mit gg(ss(A\),\) =0 VA€ A.
Diese Standardaufgabe 16sen wir bequem mit den Fortsetzungsmethoden aus Kapitel
5.1, wobei wir uns auf die natiirliche Parametrisierung beziiglich A konzentrieren wollen.
Wir passen dazu den Grundalgorithmus 5.28 unserer Problemstellung an:

1. Prddiktorschritt: Da die Ableitungen D()gg(ss,\) und Dxgg(ss, A) nur mit grofiem
Aufwand iiber das Variationssystem zu bestimmen sind, ist der Tangenten-Pradiktor
(5.27) nicht zu empfehlen. Besser geeignet sind der

— Basis-Pradiktor fiir den ersten Fortsetzungsschritt (j = 1):
st = ssj—1 = ss(Aj—1) und der (6.81)

— Sekanten-Pradiktor fiir die weiteren Fortsetzungsschritte (j > 2):
Mit den 2 berechneten Knoten (ssj—2, Aj—2) und (ssj—1,Aj—1) gewinnen wir

/\j — /\j—l

- W J - L — . . . 2
)\j71 _>\j72 (SSJ 1 85 2) (68 )

SSP =851+

2. Korrektorschritt: Mit dem Startpunkt ss© losen wir das erweiterte System (6.80)

in R™*! mit einem Newton-&hnlichem Verfahren mit approximierter Jacobi-Matrix

D (s5y99(ss, A). Dazu greifen wir auf Algorithmus 6.16 (Schiefiverfahren ohne Variati-

onssystem) zuriick und bauen dessen Schritt 1 komplett als Korrektor-Verfahren in

den Algorithmus 6.38 zur numerischen Fortsetzung periodischer Orbits im autonomen

Fall ein. Natiirlich sind darin die Vektoren sy, x, f, g durch die erweiterten Vektoren
ssk, xx, ff, gg zu ersetzen!

Durchfiihrbarkeit und Konvergenz von Algorithmus 6.38 lassen sich — allerdings mit be-
trachtlichem theoretischen Aufwand — nachweisen. Erschwerend ist, dass die Vorausset-
zungen (z. B. Glattheit) fiir das Vektorfeld f, nicht aber fiir die Funktion gg in (6.80)
vorliegen.

Satz 6.39
Voraussetzungen 6.37 seien erfiillt sowie folgende Annahmen:
i. Die periodische Losung x* (¢, A) ist nicht-entartet fiir alle A € A..

ii. Der Startwert sso = (so,7o) von Algorithmus 6.38 liegt hinreichend nahe bei
ss(a) = (s(a),T(a)), a = Ao.
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ALGORITHMUS 6.38 (Fortsetzung periodischer Orbits)
Function [N, A, ss, m] = contperiodauto (f, a, b, so, To, tol, kmax)
1. Setze j :=0, Ao := a, st = s = (so,T0).

Wahle Fortsetzungsschrittweite h sowie Iterationszahl kqpt.

2. (Startrechnung)
Bestimme ssg = ss(Ao) = (s(Xo), T(Ao)) mit Alg. 6.16, Schritt 1.
3. Do while \; < b

3.1. Setze j:=j+ 1.

3.2. Setze A\j :=Aj—1+h .Falls \; > b, s0 \j :=b.

3.3. (Préadiktor)

Bestimme ss” mit den Formeln (6.81) und (6.82).
3.4. (Korrektor)
Bestimme ss; = ss(A;) mit Algorithmus 6.16, Schritt 1,
in k Schritten bis auf eine Genauigkeit tol .
3.5. (Schrittweiten-Bestimmung)
(a) Bestimme p:= kopt/k .
(b) Beschranke p :=max{min(p,2),3} .
(c) Setze h:=h=x*p.
(d) Falls h < epr (Maschinengenauigkeit), so STOP.

3.6. (Monodromiematrix) Setze GG := D(44)gg9(ss;j,A;j) und reduziere um
die (n + 1)-te Zeile und Spalte = G. Setze M(A;) := G + I, und
bestimme die Eigenwerte m(\;) = (m1(A\;), m2(A;),...,mn(A;)).

7. Return N :=j, \;, ssj, m(\;), j =0(1)N.

Dann existiert ein hmax > 0, so dass fiir alle Schrittweiten hj; := Aj — Aj_1 < hmax der
Algorithmus durchfithrbar ist, d. h. zu j = 0,1, 2, ... existieren A; und ss(\;) mit

gg(SS()\j),)\j)IO, j:0,1,2,...,

wobei ss(A;) reguldre Losung von (6.80) ist. Der Algorithmus ist endlich, d. h. Ay = b
fiir ein N € N.

Beweisidee: Essei A\j_1 € A, j > 1 fest vorgegeben. Zur Losung von gg(ss, \j—1) =0
im Korrektorschritt verifiziert man die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes des be-
nutzten Newton-dhnlichen Verfahrens, d. h. gg € C"(DD x Ac), 7 > 2 und ggss(ss, A)
reguldr fir alle (ss,\) € Us(ss(A)) x Ae. Ist die Fortsetzungsschrittweite h; hinrei-
chend klein, so kann garantiert werden, dass der Pradiktorwert ss” in dieser Umgebung
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Us(ss(N)) liegt. Anwendung des Satzes 5.26 liefert eine hinreichende Schrittweitenschran-
ke hmax. Wahlt man also die Startndherung sso = (so, 7o) des ersten Fortsetzungschrittes
mit sso € Us(ss(A)) und die konstante Schrittweite hj; := %hmax, so konvergiert die Kor-
rektoriteration in jedem Fortsetzungschritt. Zudem erreicht man das rechte Intervallende
b in endlich vielen Schritten. ([l

Bemerkung 6.40
1. Fiir periodisch erregte parameterabhéngige Systeme

&= f(z,t,)), te€[0,T], A€ A (6.83)

lautet das zu (6.80) analoge Gleichungssystem als Fortsetzungsproblem in R™
g(s,\) =0, g:DxA— D, DCR". (6.84)

Algorithmus 6.38 und Konvergenzsatz 6.39 lassen sich dafiir leicht anpassen.

2. Wie bereits fiir Gleichgewichtslagen in Kapitel 5.1 behandelt, sind auch zur Lésung
von (6.80) weitere Parametrisierungen moglich. Empfohlen werden Parametrisierungen
mittels

— Pseudo-Bogenlinge gemafi Algorithmus 5.34

— GauBl-Newton-Fortsetzung gemafi Algorithmus 5.38.

Die Angabe von Konvergenzbedingungen anhand der urspriinglich gegebenen Differenzi-

algleichungen & = f(x,A) ist allerdings auch hier nicht trivial. |

Zur numerischen Stabilitdtsanalyse nutzen wir den Satz 6.28 von Andronov & Witt in je-
dem Fortsetzungsschritt und ergdnzen Schritt 3 in Algorithmus 6.38 durch den Teilschritt:

3.7. (Stabilitatsanalyse) Es sei my(\;) =1 der Hauptmultiplikator.
Setze p:=max{|m;(N\;)| | i #k, i=1(1)n}.
Falls p < 1, so ,,ASYMPTOTISCH STABIL “,
sonst falls o > 1, so ,,INSTABIL“,

sonst ,, KEINE AUSSAGE MOGLICH “.

Bei periodisch erregten Systemen (6.83) ermitteln wir den Spektralradius g tiber alle n
charakteristischen Multiplikatoren m;(\;).

Beispiel 6.41
1. Fiir das 2-fach subharmonisch reagierende System von E. Philippow und W. Biintig
aus Beispiel 6.9

i—e(l—a®—i*)i+2bxi+2 = Bsin2t, b=B=1 (6.85)
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mit Kontrollparameter ¢ € R konnte bereits eine 3-fach subharmonische Systemant-
wort ermittelt werden (vgl. Beispiel 6.19). Dazu nutzen wir die Parametrisierung mittels
Pseudo-Bogenldnge und fithren nun zusétzlich eine Stabilitdtsanalyse durch. Der An-

4
3l
ol
1L
S1
ol
1k
o+
Abb. 6.19
3k (e, s1)-Diagramm
mit  Stabilitatsver-
. : : : : : : : : : e halten der periodi-
205 04 -03 02 -0 0 01 02 03 04 05 schen Losungen

fangswert s1 = x1(0) dieser 3m-periodischen Losung ist in Abhéngigkeit vom Parameter
€ in Abbildung 6.19 dargestellt. Asymptotisch stabile Werte sind blau, wéhrend instabile
Losungen schwarz gezeichnet sind.

151
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: L 0.6 g ,/
4
05 04f RENR L
. ~<_ i
S~ - -
) s 0.2 == :
1 PPt S
<
of o , ’ ) . ~q 2z
/ instabil SN
-0.2
-05 _04b
-0.61
b
-0.81 9 o
Stabile Losung R R IR AT
-1F
15 ; ; ; ; ; i . . . . . i
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Abb. 6.20 27-periodische Losungen fiir A = 1.88 (links) und (), s1)-Lésungsdiagramm (rechts)
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2. Philippow und Biintig (1992) entwickelten auch eine Modellgleichung eines dreifach
subharmonisch reagierenden Systems der Elektrotechnik

i—e(1—a®—i%)i+ o+ b4z® — 3z) = Bcos3t (6.86)

mit festen Parametern b = 1.0 und e = 3.0, worin nun die Erregungsamplitude
X := B als Kontrollparameter dient. Neben %w—periodisehen Losungen besitzt das Sys-
tem (mit z1 = x, z2 = 2 ) auch 2m-periodische Losungen, z. B. fiir A\ = 1.88 die in
Abbildung 6.20 links dargestellte stabile und instabile Losung. Eine Parameterverfol-

Abb. 6.21

(A, s1, s2)-Diagramm
mit Stabilitatsverhal-
ten der 2m-periodi-
schen Lésungen (blau
— stabil, schwarz —
instabil)

gung des Anfangswertes s1 = x1(0) dieser 2m-periodischen Losung ist in Abhéngigkeit
vom Parameter A in Abbildung 6.20 rechts dargestellt. Die geschlossene Losungskurve ist
iibrigens doppelpunktfrei, was man besser an ihrem 3D-Diagramm der Abbildung 6.21
im (A, s1, s2)-Raum mit den Anfangswerten s; = x1(0), s2 = z2(0) erkennen kann. W

6.4.2 Bifurkationen periodischer Orbits

Wir betrachten nachfolgend parameterabhéangige periodisch erregte Systeme
&= flz,t,)), (¢,t,)) eR" xS' xR, (6.87)

mit zugehorigem Fluss ¢(x; \). Autonome Systeme (6.75) konnen analog zu vorigem
Abschnitt untersucht werden. Jeder Parameterwert A*, fiir den der Fluss ¢ (z; A*) nicht
strukturell stabil ist, stellt gemafl Abschnitt 3.1 einen Bifurkationswert fiir A dar.

Fiir jeden betrachteten Parameterwert A € A = [a,b] wollen wir einen isolierten peri-
odischen Orbit (Grenzzykel) voraussetzen, der die Periode T' = 2w besitzt. Nach Ab-
schnitt 6.3 existiert dazu eine A-abhéngige stroboskopische Abbildung als global definier-
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te Poincaré-Abbildung P : D x A — R™ mit D C R". Dem 2r-periodischen Orbit
wt(z*(N\); A) entspricht dann der Fixpunkt z*(\) von

xz = P(z, ), (r, D) e DxACR" xR (6.88)

und umgekehrt. Das Stabilitdtsverhalten von z* () wird vollstdndig durch die n Ei-
genwerte m;(A), ¢ = 1,2,...,n, der Poincaré-Matrix D;P(z*(\), ), also durch die
charakteristischen Multiplikatoren bestimmt.

Definition 6.42 (Hyperbolizitét)
Bei festem A heifit ein Fixpunkt 2*(\) von P bzw. eine periodische Losung von (6.87)
mit den n Eigenwerten m;(A\) von Dz P(z* (M), A)

m  hyperbolisch, falls |m;(\)| #1 fir 7= 1(1)n,
m nicht-entartet, falls m;(\) #1 fir i=1(1)n

gilt. Ein hyperbolischer Fixpunkt z* () heifit

m Senke, falls |m;(A\)| <1 fir ¢=1(1)n,
m Quelle, falls |m;(A)| >1 fir i=1(1)n,
m  Sattel in allen anderen Fallen.

Notwendig fiir eine lokale Bifurkation an einem Parameterwert A* ist dann die Nicht-
Hyperbolizitdt des Fixpunktes * = z*(\*), d. h. fiirein ¢ € {1,...,n} ist |m;(\*)| = 1.
Verschiebt man den Bifurkationspunkt (z*,A*) in den Nullpunkt — das ist zumindest
theoretisch leicht moglich — so lautet die Gleichung am Bifurkationswert nun P(0,0) = 0.
Wir erinnern daran, dass nach Guckenheimer und Holmes (1983), Kapitel 1.4., die Jacobi-
Matrix B = D;P(0,0) die invarianten (stabilen, zentralen und instabilen) Unterrdume
m  F, = span{ns verallgemeinerte Eigenvektoren zu Eigenwerten mit |m;(0)] <1}

m  E. = span{n. verallgemeinerte Eigenvektoren zu Eigenwerten mit |m;(0)| =1}

m  F, = span{n, verallgemeinerte Eigenvektoren zu Eigenwerten mit |m;(0)| > 1}
der Dimensionen ns > 0, ne > 0, n, > 0 besitzt. Analog zum Fall der Fixpunkte von
Fliissen existiert der folgende grundlegende Reduktionssatz von A. N. Shoshitaishvili fir
Abbildungen, den wir hier in der Darstellung von Reitmann (1996) zitieren:

Satz 6.43 (Reduktionssatz fiir Abbildungen)
P sei ein C"-Diffeomorphismus mit 7 > 1 und P(0,0) = 0. Do P(0,0) habe invariante
Unterrdume Es, E., E,, der Dimensionen ng > 0, ne > 0, n, > 0 mit ns + ne + ny = n.

Dann gilt:

i. P ist nahe (0,0) topologisch dquivalent dem Fixpunktproblem
u = g(u,\) = Acu+ h(u, \),
v = Asv, (6.89)
w = Ayw
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mit v € R™ v € R" | w € R™.

ii. h ist eine C"-Abbildung mit A(0,0) =0 und D,h(0,0) = 0.

iii. Ac, As, A, sind Matrizen der Dimensionen n. X ne, ns X ns und n, X n, mit den
zu Ee, Es, E,, gehorenden Eigenwerten von D P(0,0).

Um unnétige neue Bezeichnungen zu vermeiden, nennen wir den um A* verschobenen
Parameter wiederum )\, wahrend sich der Phasenraum-Vektor nun aus den drei Kom-
ponenten (u,v,w) zusammensetzt. Wegen der Definition 6.42 ist der Fixpunkt (0,0)
hyperbolisch, falls die Dimension n. = 0 ist. Ist zusétzlich n, = 0 (ns = 0), so bil-
det (0,0) eine Senke (Quelle). Lokale Bifurkationen sind deshalb nur moglich, wenn der
zentrale Unterraum F. nichttrivial ist. Man bezeichnet die Menge

Wite(0) = {(u,v,w)|v=0, w=0}

als lokale Zentrumsmannigfaltigkeit. Die auf W, _(0) reduzierte Poincaré-Abbildung
ergibt sich aus (6.89) als Fixpunktgleichung fir g : R" x A — R"¢

u = g(u,\) mit g(u, A) = Acu+ h(u, N). (6.90)
Wegen der Bedingungen ii. des Satzes enthélt h(u,A) den nichtlinearen Anteil von
g(u, ).

Beispiel 6.44
Die parameterabhiingige Poincaré-Abbildung P : R? x R — R mit

Az — wra — z1 (27 + 23)
P(z,\) = | wz1 + A\x2 — z2(x] + 3) und Konstanten w = 0.1, a = 0.995
azs
besitzt fiir alle reellen A den Fixpunkt z*()\) = (0,0,0)7, so dass keine z-Verschiebung
notig ist. Setzen wir A* = v/1 — w? = v/99/10 = 0.9949874371 .. ., so hat nach Parame-
terverschiebung die Poincaré-Abbildung
A+ Az1 — wrs — z1(2? + 23)
P(z,\) = |wz1+ A+ X)z2 —xa(2f +23) | mit X" =0.9949874371 ...

axs

den Fixpunkt 0 = P(0,0). Die zugehorige Jacobi-Matrix und ihre Eigenwerte sind
A —w 0 m1(0) = A\ +4iw

B =D,P0,0) = |w X 0 ma(0) = M —iw
0 0 « m3(0) = .
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Abb. 6.22 Abbildungspunkte (z*) des Beispiels 6.44 fiir A = —0.004987 (links)
und XA = 0.015013 (rechts)

Wegen |m1,2(0)] = 1 und |ms3(0)] = 0.995 < 1 besitzen die invarianten Unterrdume

die Dimensionen n. = dim E. = 2, ng = dimFs = 1 und ny, = dim F, = 0. In
Abbildung 6.22 werden Punktfolgen (z*), k = 0,1,2,... mit zF = P(z"~1 ) fir
die Parameterwerte A = —0.004987 (links) und A = 0.015013 (rechts) dargestellt. Die
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Zerlegung (6.89) liegt mit den Bezeichnungen w1 = z1, uz = x2, v1 = x3 bereits vor,

weshalb die auf E. reduzierte Poincaré-Abbildung nun

u = g(u, \) mit

g(u,A) =

A+ A)ur — wug — ur (U3 + ud)

wur + (A4 AHug — up(u? + ud)
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lautet. Wegen g(u,A) = Acu+ h(u, A) mit der Matrix

AT —w ur — ug (uf + u3)
Ac = und h(u,\) =

w A ug — uz(uf + u3)

sind alle Bedingungen des Reduktionssatzes erfiillt. Die Punktfolgen (u*), k =0,1,2,...
der auf E. reduzierten Poincaré-Abbildung sieht man in Abbildung 6.23. ]

In praktischen Aufgabenstellungen ist eine derartige Reduktion auf die Zentrumsmannig-
faltigkeit in der Regel nicht angebar oder wegen der Problemgrofie nicht durchfithrbar.
Als einziges praktikables Hilfsmittel dient dann die Beobachtung der charakteristischen
Multiplikatoren m;()), i = 1(1)n, der Poincaré-Abbildung P(x, ) bei Anderung des
Kontrollparameters A. Nicht-Hyperbolizitdt des Fixpunktes x*(\) wird fiir einen Para-
meterwert A\* offenbar in folgenden drei generischen Fdllen eintreten (Zum Begriff der
Generizitit sei auf Reitmann (1996) verwiesen):

mi(A*) = +1 = (reelle) Fold-Bifurkation
m om(A) =—1 = (reelle) Flip-Bifurkation

mi(A )m;(A*) =1, miy(\*) ¢ R = (komplexe) Hopf-Bifurkation.
Man beachte dabei, dass nicht-reelle Eigenwerte stets als konjugiert komplexe Paare
auftreten. Das unterschiedliche Verhalten in diesen drei Fallen wird klar, wenn wir nun
die auf W, (0) reduzierte Poincaré-Abbildung (6.100) untersuchen. Wir benutzen hierbei

die Notation aus Reitmann (1996) und die Darstellungsweise von Anishchenko (1987).

(1a) Fold-Bifurkation (Sattel-Knoten-Bifurkation)
Taylor-Entwicklung der Funktion g(z,\) aus (6.89) ergibt g(z,\) = z+al+pBz?+---
mit

1 9%

0 0
9(0.0)=0, Z0,0)=mi(0) =1, FH(0.0)=a#0, ;7-5(0,00=5#0.

In diesem ersten Fall setzen wir voraus, dass  # 0 und 8 # 0. Ist a8 < 0, so hat
P(z,\) fir A > 0 zwei Fixpunkte, fiir A\ = 0 einen Fixpunkt und fiir A < 0 keinen
Fixpunkt. Bei (0,0) tritt eine superkritische Fold-Bifurkation ein. Ist a8 > 0, so hat
P(x,\) fir A < 0 zwei Fixpunkte, fiir A = 0 einen Fixpunkt und fiir A > 0 keinen
Fixpunkt, weshalb hier eine sogenannte subkritische Fold-Bifurkation eintritt. In Ana-
logie zu den Gleichgewichtslagen aus Kapitel 5 nennt man diese Verzweigung oft auch
Sattel-Knoten-Bifurkation. Sie stellt den generischen Fall dar, wenn ein Multiplikator
m;(0) = 1 algebraisch einfacher Eigenwert von D, P(0,0) ist.

Beispiel 6.45
Wir betrachten die in den Ursprung (0,0) transformierte Abbildung

gz, \) = z+X—2® mit (z*,\*) = (0,0).
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Abb. 6.24 Superkritische Fold-Bifurkation (links) und periodische Lésungen fiir A > \* (rechts)

Offenbar ist hier « = 1, 8 = —1, weshalb bei (z*, A*) eine superkritische Fold-Bifurkation
vorliegt (vgl. Abb. 6.24 links). Fiir Parameterwerte A > \* liegen zwei periodische Losun-
gen vor, die in Abbildung 6.24 (rechts) mit ihren Poincaré-Abbildungen veranschaulicht

werden. ]
(1b) Transkritische Bifurkation
Taylor-Entwicklung von g(z, \) liefert nun g(z,\) = = + alz + Bz + --- mit

dg dg &g 19%g

Hier tritt bei (0,0) eine transkritische Bifurkation ein, die haufig mit einem Stabilitéts-
wechsel verbunden ist. Im Gegensatz zu Fall (1a) tritt diese nicht-generische Bifurkation

héherer Ordnung seltener in praktischen Anwendungen auf.

Beispiel 6.46
Die in den Ursprung (0, 0) transformierte Abbildung laute

gz, N) = z+ Az —2® — A mit (2%, \%) = (0,0).

Wir stellen fest, dass @« = 1, 8 = —1 ist und so bei (z*, \*) eine transkritische Bifurka-
tion mit Stabilitdtswechsel eintritt, die in Abbildung 6.25 (links) dargestellt ist. |

(1c) Heugabel-Bifurkation

Taylor-Entwicklung von g(z,\) in (6.89) ergibt nun g(z,\) = = + alx + Bz +---
mit

_o Y9 _1 Y 0 sowt
g(0,0) =0, E (0,0) =1, E3Y (0,0) =0 sowie
8%g 18%g 193%g
M(an)—a#oa iw(oao)_oa 6@(070)—57’50-
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stabil stabil instabil
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A

2 {0 instabil

A |

' . .
¢  instabil

stabil

Abb. 6.25 Transkritische Bifurkation (links) und Heugabel-Bifurkation (rechts)

Am Bifurkationspunkt (z*,\*) = (0,0) liegt in diesem Falle eine Heugabel-Bifurkation
(pitchfork bifurcation) vor, bei der ebenfalls der superkritische vom subkritischen Fall
unterschieden wird. Diese nicht-generische Bifurkation hoherer Ordnung tritt in prakti-
schen Anwendungen mitunter auf, besonders wenn das dynamische System Symmetrien
enthalt.

Beispiel 6.47
Die transformierte Abbildung sei nun

g(z,\) = z+ Xz —2° mit (", X") = (0,0).
Auch hier lauten die Koeffizienten a = 1, 8 = —1, weshalb bei (z*, A\*) die in Abbildung
6.25 rechts dargestellte superkritische Heugabel-Bifurkation vorliegt. Bei wachsendem A
Jibergibt“ die triviale Losung x* = 0 ihre Stabilitdt bei A* = 0 an die abzweigende
Lésung. ]

(2) Flip-Bifurkation (Periodenverdopplung, subharmonische Bifurkation)
Wir nehmen nun mit m;(0) = —1 die Taylor-Entwicklung von ¢(z,A) in (6.89) vor:
g(z,\) = —z+ adz+ Bz’ + 4z + -
mit
Jg .
g(0,0) =0, 8—(0, 0) =m,(0) = -1 sowie
x

9%g _ 10%g - 1 8% -
(9)\8910(0’0) = Q, 5@(070) =8, g@(oﬁ) =7

In diesem zweiten generischen Fall setzen wir voraus, dass a # 0 und (% + v # 0
ist. Dann gilt: Ist a(8* +v) < 0, so hat P(z,\) fiir A < 0 genau einen Fixpunkt
und fiir A > 0 genau einen Fixpunkt sowie zwei Fixpunkte z** der Periode 2, d. h.
™ = P(P(z*",\),\). Bei Durchlaufen des Bifurkationspunktes (0,0) tritt eine peri-
odenverdoppelnde Bifurkation (flip bifurcation) ein. Ist (6% +) > 0, so hat P(z, \) fiir
A > 0 genau einen Fixpunkt und fir A < 0 einen Fixpunkt sowie zwei Fixpunkte z**
der Periode 2.
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v1 b))

stabil

|m1] <1
Ima| < 1 stabil

Abb. 6.26 Flip-Bifurkation: Eine T-periodische Ldsung fiir A < A*(links) und zus&tzlich eine
2T -periodische Lsung fiir A > A* (rechts)

Beispiel 6.48
Die in den Ursprung (0, 0) transformierte Abbildung laute

gz, \) = —z — Iz +2° mit  (z*,\*) = (0,0).

Wegen o = —1, 3 =0und v = 1 ist a(3? +v) = —1 < 0, weshalb bei (z*,\*) eine
Flip-Bifurkation eintritt. Abbildung 6.26 zeigt links die stabile periodische Losung fiir
Parameterwerte A < A", wéahrend rechts die nunmehr instabile Lésung sowie die Losung
mit doppelter Periode 2T dargestellt ist. Man erkennt leicht, dass die Poincaré-Abbildung
nun zwei Fixpunkte der Periode 2 besitzt. |

Betrachten wir das System von W. F. Langford aus Beispiel 5.1

(i:l = (:Eg — 0.7)&71 — WIr2
To = wrl+ (123 — 0.7):(72 (6.91)
i3 = 0.6+x3—3/3— (21 +23)(1 + ox3) + ex3x;.

Mit den Konstanten w = 3.5, o = 0.25, 8 = 0.7 und dem Kontrollparameter ¢ erhalten
wir die in Abbildung 6.27 dargestellten Losungen. Zwischen ¢ = 0.03 und ¢ = 0.06
tritt eine erste Flip-Bifurkation auf; die néchsten Periodenverdopplungen einer Flip-
Bifurkationskaskade liegen vor den Werten € = 0.0675 und € = 0.07.

(3) Torus-Bifurkation (Neimark-Sacker-Bifurkation)

Dieser Bifurkationstyp wird mitunter als Hopf-Bifurkation fiir Poincaré-Abbildungen be-
zeichnet. Das reduzierte System z = g¢(z,A) in (6.100) ist nun 2-dimensional. Die
Jacobi-Matrix D, P(z*,A*) hat ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte m;(A\*) und
m;(A*) mit |m;(A*)| = 1 und n — 2 charakteristische Multiplikatoren, die nicht auf dem
Einheitskreis liegen. Es gilt das folgende Bifurkations- Theorem von Neimark-Sacker fiir
periodische Orbits (vgl. Reitmann (1996)):
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Abb. 6.27 Langford-System des Beispiels 6.26: Parameterwerte sind ¢ = 0.03 (links oben),
€ = 0.06 (rechts oben), e = 0.0675 (links unten) und & = 0.07 (rechts unten)

Satz 6.49 (Neimark & Sacker)

Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

i. D,P(0,0) habe zwei Eigenwerte m1 = m(0) und ma = m(0) mit |m(0)| =1 und
n — 2 Eigenwerte |m;(0)| #1, i =3,4,...,n.

ii. g€ C® und g(0,\) =0, X€U0).

iii. D,g(0,)) hat die Eigenwerte m(\) und m()) fiir alle X € 2/(0) mit

d
d = Y Im(X)|y\—g # 0. (6.92)

iv. m(0) ist keine j-te Wurzel aus 1 mit j < 5, d. h. m(0)? # 1 fir j =1,2,3,4.
Dann gelten folgende Behauptungen:

i. Es existiert eine glatte Transformation in Polarkoordinaten, die (6.89) nahe (0,0) in
die Form

r r4+d\r + or3 + ...
(0) - (0 + [argm(0)| + br? + > (6.93)
mit reellen Parametern b, o iiberfiihrt.
ii. Ist o # 0, so tritt bei A* = 0 eine Torus-Bifurkation fir P ein. Fir A\ < 0 existiert

der triviale Fixpunkt * = 0, wahrend fiir A > 0 in der Umgebung dieses Fixpunktes
eine geschlossene Invarianzkurve I' C R"” fiir die Abbildung P liegt.
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iii. Ist o < 0, so heif3t die Torus-Bifurkation fiir A > 0 superkritisch, bei o > 0 liegt eine
subkritische Torus-Bifurkation fiir A > 0 vor.

Das komplizierte Verhalten der Losungen fiir A > 0 wird durch Abbildung 6.28 veran-
schaulicht: Die bei x € T" startende Losung windet sich um die instabile triviale Losung

Im(mi)‘

instabil ma(A)

Abb. 6.28 Torus-Bifurkation fiir A > A\*: Invarianter Torus und Invarianzkurve I' C ¥ (links)
sowie Multiplikatoren my 2(X) (rechts)

2" = 0 und liegt auf einem invarianten 2-dimensionalen Torus (daher auch die Be-

zeichnung , Torus-Bifurkation*). Der Poincaré-Schnitt dieser Torusflache ist die im Satz
postulierte Invarianzkurve I' C 3. Die Rotationsgeschwindigkeit der Losung wird fiir
kleines r durch den Winkel ¢ = | argm(0)| aus (6.93) bestimmt (vgl. Abb. 6.28 rechts).

Beispiel 6.50
Es sei © = (21, 22) € R? und die Poincaré-Abbildung P : R? x R — R?

P(z,\) = |5 T2 cx1 (et + o) s,w,c€R, ¢>0. (6.94)
’ wr1 + sw2 —cxo(x? +22) )7 T ’

Setzen wir s = w = %\/5(1+)\), so ist die Gleichgewichtslage z* = (0, 0) fiir A < 0 asymp-
totisch stabil und wird fiir A > 0 instabil. Verifizieren wir deshalb die Voraussetzungen
des Satzes 6.49 mit A* = 0. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix

—w) i { mi(\) = s+iw = A2V2A+N(1+1)

D.P(0,)) = (5 , ; .
ma(A) = s—iw = 2V2(1+A)(1—1).

w s
Mit |m1,2(A)| = 1+ A ist Voraussetzung i. erfiillt. Offenbar ist die reduzierte Abbildung
g = P, womit auch ii. gilt. Dzg(0, A) hat damit die Eigenwerte m(X) = 1v/2(1+X)(1+1)

und m(A) fiir alle A € R, welche die Transversalitdtsbedingung iii. mit

d
d = = [mA)|_y = 1
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erfiilllen. Wegen ¢ = |argm(0)| = 7/4 gilt schlieBlich auch Voraussetzung iv. Gehen
wir nun zu Polarkoordinaten (r,#) mit

. . ) i0
x1 =rcosf, xy=rsinf bzw. mit z=x1 +ize = re’

iiber, so transformiert sich die Poincaré-Abbildung (6.94) in der Umgebung von (0, 0) in

r 1+ Mr— 1\@cr?’—i—(’)(vﬁ)
=, 2, o (6.95)
I 5 2y
o it aar T e

Dabei wurden die entstehenden Funktionen in Taylor-Reihen nach r entwickelt und die
Restterme zusammengefasst. Der Vergleich mit der Darstellung in Formel (6.93) liefert
den Parameterwert o = —%\/ic < 0, weshalb der Satz von Neimark-Sacker eine super-
kritische Torus-Bifurkation fiir \* = 0 garantiert. |

Wenn bei der Beschreibung der drei Bifurkationsszenarien vom ,,Ijbergang asymptotisch
stabiler in instabile Losungen“ die Rede ist, so trifft dies nach dem Reduktionssatz 6.43
offenbar nur zu, wenn die Dimension n,, des instabilen Unterraumes F,, gleich Null ist.
Dies ist der praktisch interessanteste Fall, da nur asymptotisch stabile Losungen physika-
lisch sind, also in der Praxis auftreten. Selbstverstandlich konnen auch instabile Losungen
bifurkieren und in instabile Lésungen tibergehen, die beim Studium dynamischer Systeme
bedeutsam sind.

Beispiel 6.51
Das autonome System von W. F. Langford aus Beispiel 5.1

1 = (v3—0.7z1 — w2
T2 = wx1+ (r3—0.7)z2 (6.96)
3 = 0.6+ x3 —x§/3— (x% +m§)(1—|—gx3) + exszh

liefert mit den Konstanten w = 3.5, ¢ = 0, 8 = 0.7 und dem Kontrollparameter

o die in Abbildung 6.29 dargestellten Losungen. Zwischen ¢ = 0.70 und o = 0.60 tritt
offenbar eine Torus-Bifurkation ein. Den genauen Bifurkationswert o* = 0.61544465...
ermitteln wir mit den nachfolgend behandelten Verfahren. ]

6.4.3 Detektierung lokaler Bifurkationen
Wir betrachten desweiteren parameterabhiangige autonome Systeme mit n + 1 DGL
i=f(z,\), f:DxA—R"™ mit DcR"™ A=]ab] CR, (6.97)

die wir mit Algorithmus 6.38 numerisch fortsetzen. Mit der Wahl R™ " lassen sich die
folgenden Betrachtungen stets in R™ durchfiihren. Periodisch erregte Systeme (6.87) kon-
nen in R™ analog dazu untersucht werden. Wahrend der Losungsfortsetzung soll das
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y 03 0.5 x y 0573 0. X

Abb. 6.29 Langford-System des Beispiels 6.26: Parameterwerte sind ¢ = 0.70 (links oben),
o = 0.62 (rechts oben), o = 0.60 (links unten) und p = 0.25 (rechts unten)

Auftreten der lokalen Bifurkationen des vorigen Abschnitts detektiert werden, um die
kritischen Parameterwerte einzugrenzen und numerisch zu bestimmen. Eine direkte al-
gorithmische Umsetzung des Reduktionssatzes 6.43 erscheint hochst unrealistisch, da in
jedem Fortsetzungsschritt die auf die lokale Zentrumsmannigfaltigkeit W, (0) reduzierte
Poincaré-Abbildung approximiert werden miisste. Gerade bei hoherdimensionalen Sys-
temen ist der Aufwand deshalb nicht vertretbar und sollte durch einfachere notwendige
Bedingungen ersetzt werden.

Neben der periodischen Losung z(¢, ) mit Anfangswert s(A) = (0, A) und Periode T'(\)
approximiert Algorithmus 6.38 auch deren Floquet-Multiplikatoren mi(\), ma(A),...,
mp(A),Mn+1(A). Im vorliegenden autonomen Fall ist der Hauptmultiplikator

Mn+1(A) = 1 zu eliminieren. Anschliefend priifen wir, ob ein Multiplikator m;(\)
mit ¢ € {1,2,...,n} existiert, der eine der folgenden notwendigen Bedingungen erfiillt:
m om(A) = +1 fiir eine Fold—, Pitchfork- oder transkritische Bifurkation

m om(A) = -1 fiir eine Flip—Bifurkation

m m(N)|] = 1, mi(A)¢R fiir eine Torus—Bifurkation.

Wir fithren dazu wie in Kapitel 5 eine skalare Testfunktion 1 ein (vgl. dazu Definition
5.55). Mit C' = (s(\),T(X), A) bezeichnen wir den verfolgten Zweig periodischer Lésun-
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gen mit Parameter A € A. U sei eine Umgebung von C'. Eine stetige Funktion ¢ : i/ — R,
die genau in A = A* (strikt) ihr Vorzeichen &ndert, werden wir wiederum Testfunktion
fir den Bifurkationspunkt (s*, T, \*) = (s(A*), T(A\"), \*) nennen. Dies trifft zu, wenn
die Funktion stetig differenzierbar ist und die Eigenschaften
* *y g d

A=2r
am Bifurkationspunkt (s*, 7™, A*) besitzt, d. h. A* ist eine reguldre Nullstelle.
Betrachten wir die Testfunktion auf dem Losungszweig C' und kiirzen sie vereinfachend

mit 7(A) = ¥(s(A), T (A), \) ab, so kénnen zu gegebener Monodromiematrix M () leicht
folgende Testfunktionen programmiert werden:

(V) =[] (ms(d) - 1) fiir Fold-, Pitchfork- oder
i=1 transkritische Bifurkationen
Trip(A) = H (mi(\) +1) fiir Flip-Bifurkationen
i=1
TTorus(A) = H (mi(A)mj(\) — 1) fiir Torus-Bifurkationen

i,j=1
>3

Der Vorzeichenwechsel einer dieser Funktionen ist offenbar notwendig fiir das Auftreten
der entsprechenden Bifurkation. Darstellungen dieser Testfunktionen, die die Eigenwerte
der Monodromiematrix M nicht bendtigen, lassen sich mit dem bialternierenden Produkt
A ® B zweier Matrizen definieren, das wir bereits mit Definition 5.61 in Kapitel 5 einge-
fiihrt haben. Das bialternierende Produkt C' = A ® B zweier Matrizen A = (a;;) € R™*"
und B = (bjx) € R™ " ist eine m x m-Matrix mit m = n(n — 1)/2, deren Zeilen von
C mit dem Multiindex (p,q), p = 2(1)n, ¢ = 1(1)p — 1, und deren Spalten mit dem

Multiindex (r,s), r = 2(1)n, s = 1(1)r — 1 bezeichnet werden. Die Matrixelemente
berechnen wir geméafl
1

Clp.a),(rs) = 2{ } (6.99)

Wenn die Monodromiematrix M = (m;x) € R™*™ die Eigenwerte m1,ma, ..., my hat,
so folgt aus Satz 5.62, dass die Matrix C = M ©® M die Eigenwerte m;m;, i = 1(1)n,
Jj =1+ 1(1)n besitzt. Wegen (6.99) lassen sich die Elemente von M ® M leicht zu

Gpr  Qps bpr  bps

bgr  bgs

Aqr Qqs

Clp,q),(rs) = Mprigs — MgrMps

berechnen und nach dem Schema (5.89) anordnen. Liegt ein konjugiert komplexes Paar
von Eigenwerten auf dem Einheitskreis, so verschwindet die Determinante von MO M —1.
Damit lassen sich folgende Testfunktionen angeben, die lediglich Determinantenberech-

nungen erfordern:
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Trold(A) = det(M —I) fiir Fold-, Pitchfork- oder transkritische Bifurkation
mrip(A) = det(M + 1) fiir Flip-Bifurkation
TTorus(A) = det(M o M — 1) fiir Torus-Bifurkation

Die Rechenzeiten zur Berechnung des bialternierenden Produktes nehmen allerdings mit
groflerer Dimension n extrem zu, so dass dieser Zugang nur fiir kleine Systeme empfohlen
werden kann. Man iiberpriife dies mit selbst gewahlten Matrizen M verschiedener Grofie.
Es sei betont, dass das Verschwinden der Testfunktion lediglich notwendig fiir eine ent-
sprechende Bifurkation ist. Aufler den drei generischen Kodimension-1-Bifurkationen
Fold, Flip und Torus sind sogenannte Bifurkationen héherer Ordnung moglich, ins-
besondere die Pitchfork- und transkritische Bifurkation. Fiir diese beiden Typen ist
Trold(A) = det(M — I) = 0 notwendig. Kann man die auf die lokale Zentrumsman-
nigfaltigkeit W5 .(0) reduzierte Poincaré-Abbildung g(u,A) in der Darstellung

u = g(u,\) mit g(u,A) = Acu+ h(u, A) (6.100)
gewinnen, so sind gemafl Abschnitt 6.4.2 notwendige Bedingungen fiir eine

m transkritische Bifurkation:

) 162

a—i(0,0) =0 und 567;‘5(0,0) £0
m Heugabel-Bifurkation:

) 192

8—2(0,0) =0 und 53—5(0,0) = 0.

Wir wollen der Einfachheit wegen die drei generischen Bifurkationstypen Fold, Flip und
Torus voraussetzen. Wie approximieren wir dann die auftretenden Bifurkationswerte \*7
Nehmen wir an, dass wahrend der Fortsetzung der periodischen Losung zwei Parameter-
werte Ao < A1 ermittelt werden, fiir die ein Vorzeichenwechsel der Testfunktion eintritt,
d. h.

7(Ao) (A1) = ¥(5(Xo), T(X0), Ao) ®(s(A1), T(A1), A1) < 0. (6.101)

Mit der Stetigkeit von v folgt dann, dass ein Wert A* € (Ao, A1) existieren muss, fiir den
T(A*) = P(s(\*), T(A\*),A") Null wird. Diese Nullstelle \* lasst sich mittels Bisekti-
onsverfahren oder mittels Regula falsi mit Intervallschachtelung sicher eingrenzen. Beide
Verfahren haben sich als zuverlédssig erwiesen, da eine einmal detektierte und erfasste
Nullstelle damit nicht mehr verloren geht. In Abbildung 6.30 wird das Verhalten von
Algorithmus 6.52 bei einer Torus-Bifurkation veranschaulicht.
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A Im(m;) A
m1(Xo) m1 (M) I
= ;
m2(Ao) ma(A1) E fo ;

Abb. 6.30 Eingrenzung eines Bifurkationswertes \*: Charakteristische Multiplikatoren bei Torus-
Bifurkation (links) und Regula falsi mit Intervallschachtelung (rechts)

ALGORITHMUS 6.52 (Einschachtelung von Bifurkationswerten)
Function [A*, A] = bifurkation (Ao, A1, tol, kmazx)

1. (Eignungstest) Berechne 79 = 7(Xo), 71 = 7(A1). Falls 7071 > 0, so STOP.
2. Fir k=0,1,...,kmax iteriere:
2.1. (Regula falsi)  A* :=Xo + (A1 — Xo)
70

2.2. (Testfunktion) Bestimme 7% := 7(\*).
Falls |7*| < tol, so gehe zu Schritt 3.

70

T1

2.3. (Intervallschachtelung) Falls 7% -7 <0, so

*

A=A, 10:=7%, sonst A=\, T i=7T

2.4. Falls |A\1 — Ao| < tol, so A" := (Ao + A1)/2 und gehe zu Schritt 3.

3. Falls Ao < A1, so setze A :=[Ao, A1], sonst A := [A1, Ao].
4. Return \* A

Bemerkungen 6.53

1. Wegen der Regularitdtsvoraussetzung (6.98) liefern Newton-Verfahren die Nullstel-
lenapproximationen zwar schneller; sie bergen wegen der genaherten Berechnung der
Testfunktion und deren Ableitung allerdings oft die Gefahr einer Divergenz.

2. Im Falle der Fold-Bifurkation stehen keine geeigneten Parameterwerte Ao # A1 des
natiirlichen Parameters zur Verfiigung, die der Bedingung (6.101) geniigen. Hier
wird eine Neuparametrisierung — z. B. mittels Pseudo-Bogenlédnge — erforderlich. Die
Ausfiihrungen zu den Testfunktionen lassen sich jedoch leicht auf allgemeine Parame-
terisierungen der Losungskurve iibertragen und wie Algorithmus 6.52 darstellen. W
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6.4.4 Anwendung bei nichtlinearen energetischen Systemen

Als Anwendung wollen wir ein allgemeines energetisches Dreiphasen-System der Elektro-
technik betrachten, das von Vogt und Biintig (1998), Biintig und Vogt (1998) modelliert
und in Vogt und Biintig (2003) ausfiihrlich analysiert wird. Die Gleichungen beschrei-
ben ein grundlegendes mathematisches Modell fiir Stromversorgungssysteme. Es tragt
dem nichtlinearen Verhalten solcher Systeme Rechnung und soll Auslastungsaussagen
ermoglichen.

Die Schaltung des Systems ist in Abbildung 6.31 dargestellt. Darin werden drei nichtli-
neare Ferroresonanzkreise zum Dreiphasen-System gekoppelt. Die einzelnen Phasen wer-
den mit R, S bzw. T bezeichnet. Die Riickfiihrung erfolgt iiber den rechts gezeichneten
Nullleiter. Dabei steht Rg fiir den Leitungswiderstand und Lo fiir die Induktivitit des

l“zT

Abb. 6.31 Stern-Stern Schaltung des Dreiphasen-Systems aus Vogt und Biintig (1998)

Nullleiters. Der Generator ist symmetrisch, d. h. mit der Frequenz w gilt
er(t) = Eosin(wt), es(t) = Egsin(wt — 27/3), er(t) = Eosin(wt — 47/3).

Ein wesentlicher Bestandteil der nichtlinearen Belastung ist die Induktivitdt mit dem
nichtlinearen Kennlinien-Ansatz

ir = i.(¥) = ™Y +b0"Y" mit «",b" >0, n=3 oder n=9. (6.102)
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Darin bezeichnet ¢ den Magnetfluss und die Konstanten a*,b*,n sind charakteristisch
fiir das Kernmaterial des Transformators.

Das System wird im allgemeinen Fall eines realen Nullleiters mit Ro # 0 und Lo # 0
ohne gemeinsamen Eisenkreis durch neun Differenzialgleichungen 1. Ordnung fiir die
Fliisse, Strome und Spannungen in den drei Phasen beschrieben. Zur Normierung dieser
Gleichungen werden dafiir die neun dimensionslosen Variablen

m zp,xs,rr — fir die normierten Fliisse in den Phasen R, S, T,
® Ypr,ys,yr — fir die normierten Stréme in den Phasen R, S, T,
B 2p,2s,2r — fiir die normierten Spannungen in den Phasen R, S, T

eingefithrt. Die normierte Zeit 7 := wt wollen wir auch weiterhin mit ¢ bezeichnen. Die
Nichtlinearitdt (6.102) des Systems wird durch die Terme a, 2, + by x);, p € {R, S, T}
beschrieben. Wir gehen von vollstdndiger Symmetrie aus und nehmen fiir alle drei Pha-
sen identische Kenngréfien an. Auch die Amplitude der Erregerspannung wird fiir alle
drei Phasen gleich gesetzt und ist nachfolgend der Hauptverfolgungsparameter A\. Das
System (6.103) gliedert sich in drei gekoppelte Gleichungsblécke — einen fiir jede Phase:

TR = 2R

. . . 2 . 4

Yr = Z—?(pzpo sint — lgpo sin (t — 577) — lrpo sin (t — gw))
—(r1p2po)yr + (s1lrpo)ys + (t1lrpo)yr

1
—plrpo(yr + yr +ys) + E(—pzpozR + lspozs + lrpozr)

iR = qi(yr —2r(a+bak)) —qzr

Ts = Zzg

. q0 . . 2 . 4

ys = q—B(—lRpo sint + p3po sin (t — §7r) — lrposin (t — §7r))
+(r1lspo)yr — (s1p3p0)ys + (t1lspo)yr (6.103)

1
—plspo(yr +yr +ys) + %(ZRPO'ZR — p3pozs + lrpozr)

i = a3(ys —zs(a+bak)) — quzs

CiJT = ZT

. q0 . . 2 . 4

yr = q—(—lRpo sint — lgpo sin (t — gw) + papo sin (t — §7T))
5

+(rilrpo)yr + (s1lrpo)ys — (t1papo)yr
1
—plrpo(yr + yr +ys) + %(ZRPOZR + lspozs — papozT)

ir = g¢s(yr —xr(a+b2R)) — gezr
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Die erste Gleichung jeder Phase R, S, T basiert auf dem Induktionsgesetz und verkniipft
den normierten Fluss mit der normierten Spannung. Die zweite Gleichung beschreibt die
Kopplung zwischen den einzelnen Phasen des Systems. Hier sind auch die Amplituden
der Erregerfunktion enthalten. Die dritte Gleichung jeder Phase enthilt das Modell der
Nichtlinearitdt und die Belastungsparameter des Systems. Typische Parameterwerte sind

n a=0.25, b=0.75 p=0.10 und Igr=Ils=Ilr=1.0
] q1 =10, ¢2=0.50, ¢g3=10, g4+ =0.50, g5 =1.0, gs=0.50
[ ] ro =80 =to=0.05 und 71 =s1 =1t =0.10,

womit sich die Sekundarparameter

n po=1/p1 mit p1 =14+Ils+Ig+Ir sowie

m p=1+ls+lr, ps=1+Igr+Ilr, ps=1+Ils+Ir

ergeben. Der Parameter A = go > 0 ist frei. Von Bedeutung sind Parameterbereiche
flir A\, in denen sich stabile 27-periodische Schwingungen dieses komplizierten Systems
einstellen. Folgende Arbeitsschritte zur Systemanalyse werden empfohlen:

%

1.6 -
14 - b
1.2 + 1
1 i
Abb. 6.32
0.8 - b Darstellung der Strobo-

skop-Abbildung:

0.6 7./_\/ " ) In den Parameterinter-
vallen 34 < X < 38 und

04 - 7
41 < X < 43 erkennt
0.2 b ‘ ‘ ! L L L man das Auftreten nicht-
20 25 30 35 40 45 A 50 periodischer Attraktoren

Einfaches Bifurkationsdiagramm

Mittels Losungssimulation verschaffen wir uns einen ersten Eindruck vom Auftreten stabi-
ler periodischer Losungen. Beginnend bei A = 20 lassen wir das System iiber ko Perioden
einschwingen und stellen dann m Stroboskop-Punkte zs(27k), k = ko(1)ko + m — 1,
einer Losungskomponente grafisch iiber dem Kontrollparameter A dar. Diese einfache
Fixpunkt-Iteration der Stroboskop-Abbildung — im Ingenieurwesen oft auch “Brute-
force“-Methode genannt — veranschaulicht allerdings nur Attraktoren; andere Ldsun-
gen konnen hingegen nicht detektiert werden. Fortsetzung iiber das Parameterintervall
20 < A < 50 ergibt das Diagramm in Abbildung 6.32.



6.4 Losungsfortsetzung und Bifurkationsanalyse 351

Abb. 6.34 Losungen in (xgr,zgs,z7) fir A =33.0 und A = 35.0

Explizite Losungsdarstellung in 2D oder 3D

In hoherdimensionalen Systemen vermitteln Losungsgrafiken bei festem Parameterwert
A in der Regel nur geringen Erkenntnisgewinn. Nach Auswahl der drei Koordinaten
TR, xs,zr liefert die Projektion der Orbits in den 3D-Unterraum der Magnetfliisse die
Abbildungen 6.33 und 6.34. Fiir A = 35.0 vermuten wir hier eine quasi-periodische oder
chaotische Losung.

¥2(0) ¥2(0)
14 ‘ ‘ ‘ 14 : . :
131 S / 13 _
12+ 1 12 b = 1
11 1 11} 1
1 r 1 1t 1
0.9 . 1 09 .
0.8 ! 1 0.8 . v E
]

0.7 1 07 | §
0.6 : 0.6 — . : :

41 415 42 25 43 435 Mg 41 41.5 42 425 L 43

Abb. 6.35 Bifurkationsdiagramm mit A aufwiarts (links) und abwarts (rechts)

Eingrenzung nicht-periodischer Attraktoren

Durch Aufweitung (Zoomen) der Parameterintervalle kénnen nun die Ubergénge zu nicht-
periodischen Lésungen genauer eingegrenzt werden. Dazu generieren wir die Bifurkati-
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Abb. 6.36 (), yr)-Dia-
- \ gramm (blau - stabil,

Nl schwarz — instabil). Ne-
ben dem Primarzweig S1
wurden auch die ermittel-
o2 ten abzweigenden Losun-
o 0 2 % r % % 70 % % oo gen eingetragen

06

041

onsdiagramme sowohl monoton wachsend in Abbildung 6.35 links als auch fallend in
Abbildung 6.35 rechts. Mit etwas Ubung lisst der “Torus-Bubble“ bei A ~ 41.5 eine
superkritische und bei A &~ 42.5 eine subkritische Torus-Bifurkation vermuten. Instabile
periodische Losungen sowie abzweigende Losungen konnen wir mit derartigen Diagram-
men nicht erhalten, womit eine genaue Bifurkationsdetektierung nicht méglich ist.

2D-Bifurkationsdiagramm mittels Losungsfortsetzung

Nutzen wir Algorithmus 6.16 zusammen mit einer Losungsfortsetzung, wie in Algorith-
mus 6.38 dargestellt, so konnen wir stabile und instabile Losungen ermitteln. Deren
Unterscheidung wird mit der zusétzlichen Stabilitdtsanalyse (vgl. Schritt 7 auf S. 331)
leicht moglich. Fiir A = 0 hat System (6.103) die Nulllésung, mit der wir die Fortsetzung
iiber das Gesamtintervall 0 < A < 100 starten konnen. Im 2D-Bifurkationsdiagramm

20

-2 ) 10

Abb. 6.37 (), zr,yr)-Diagramm (blau — stabil, schwarz — instabil)
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fir (A\,yr(0)) (vgl. Abb. 6.36) wurden neben dem Primérzweig S1 auch die ermittelten
abzweigenden Losungen eingetragen.

Bifurkationsdetektierung

Wesentlich informativer sind 3D-Bifurkationsdiagramme, die zwei ausgewéhlte Losungs-
komponenten iiber dem Kontrollparameter darstellen; in Abbildung 6.37 sind dies
(A zr(0),yr(0)), 0 < A < 80. Offenbar existiert fir 0 < A < 34 eine stabile 27-
periodische Lésung. Mit der vorgestellten indirekten Methode liefert Algorithmus 6.52
die Bifurkationspunkte in der ersten Spalte von Tabelle 6.3 sowie die detektierten Bifur-
kationstypen. An den berechneten charakteristischen Multiplikatoren mit |m;| ~ 1 lasst

Tab. 6.3 Detektierte Bifurkationen des energetischen Dreiphasen-Systems

Parameter A Multiplikatoren m; Betrag Typ der Parameter
(mit CPO) | Bifurkation (AUTO)
34.93632841 0.9981943 4+ 0.0600340i 0.9999979 Torus 34.93633
36.48325162 0.9999425 0.9999425 Pitchfork 36.48326
39.50521827 0.9998027 + 0.0195815i 0.9999944 Torus 39.50487
41.39543821 1.0002848 1.0002848 Pitchfork 41.39548
41.62966402 0.3740468 + 0.9274070i 0.9999974 Torus 41.62967
42.54245646 0.6063643 £ 0.7951860i 0.9999992 Torus 42.54246
46.25346533 0.9999141 0.9999141 Pitchfork 46.25356
47.19143019 0.9625519 + 0.2709929i 0.9999716 Torus 47.19146
64.06674375 1.0000024 1.0000024 Pitchfork 64.06676
64.57394419 0.9744982 £+ 0.2260976i 1.0003834 Torus 64.57393
64.60599927 1.0021892 1.0021892 Fold 64.60600
59.28615751 0.9998577 0.9998577 Fold 59.28616
63.10205664 0.9604222 £ 0.2785375i 9.9999691 Torus 63.10206
72.27656438 1.0000347 1.0000347 Pitchfork 72.27654
92.53787115 0.9989053 + 0.0468599i 1.0000039 Torus 92.53791
93.45943866 0.9998071 0.9998071 Pitchfork 93.45937
03.71406409 0.9993964 0.9993964 Fold 93.71406
93.70913803 0.0969198 =+ 0.7473412i 0.7535996 Torus 93.69532
80.47671203 0.9998948 0.9998948 Fold 80.47671
81.41454519 1.0000303 1.0000303 Pitchfork 81.41452
84.29459070 0.8574302 4+ 0.5146328i 1.0000167 Torus 84.29463

sich die geringere Genauigkeit der Fold-Bifurkationswerte und der Torus-Bifurkation bei
A & 93.70913803 erkennen. Fiir ausgewédhlte Grafiken wie in Abbildung 6.38 sind die
durchweg richtigen Typangaben jedoch niitzlich.
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Abb. 6.38 Bifurkationsdiagramm fiir 35 < A <43 (oben) und 47 < X < 63 (unten)

Analyse von Bifurkationsszenarien

Betrachtet man einen ausgewéhlten Losungszweig, der zwischen zwei stabilen Zustan-
den mindestens 2 Bifurkationen durchlauft, so kann man von einem Bifurkationsszenario
sprechen. Ausgehend von einem stabilen Zustand beginnt das Szenario, wenn ein Multipli-
kator(paar) den Einheitskreis verldsst und damit einen Stabilitdtsverlust signalisiert. Es



6.4 Losungsfortsetzung und Bifurkationsanalyse 355

Y2 (0)

1.4 T T T T T

131

1.2

1.1

1 L

09 F Abb. 6.39 ,brute force -
' ; Darstellung von Szenario 1.
0.8 IJ Der Parameter A wird so-
07 } 3 wohl| monoton wachsend als

. . . . . auch monoton fallend vari-

0.6 iert

41 415 42 425 43 435 L 44

endet, wenn alle Multiplikatoren in den Einheitskreis zuriickgekehrt sind und die Losung
wieder stabil ist. Jedes Szenario kann durch ein dafiir typisches Losungsdiagramm und
gegebenenfalls durch ein “brute-force “Diagramm beschrieben werden. Untersuchen wir
das einfache, aber héiufig auftretende Szenario des priméren Losungszweiges S1 mit zwei
Bifurkationen in Diagramm 6.39, das auch in Abbildung 6.38 erkennbar wird. Die Tabelle
6.4 enthélt zu jedem Bifurkationspunkt den berechneten Parameterwert A\, den Bifurka-
tionstyp, die drei betragsgrofiten Multiplikatoren(paare) und eine schematische Darstel-
lung des Einheitskreises mit den fiir die Bifurkation wichtigen Floquet-Multiplikatoren.

Tab. 6.4 Bifurkationspunkte von Szenario 1 mit den betragsgroBten Multiplikatoren

Szenario 1 im primaren Losungszweig S1
A/ Typ Multiplikatoren Skizze
41.62967 mi,2 = 0.37405 £ 0.927421 .
Torus- m3 = 0.53344 + 0.00000: .
Bifurkation ma,5 = 0.46258 £+ 0.176614
42.54246 mi,2 = 0.60636 £ 0.79519¢ .
Torus- ma = 0.50508 + 0.00000¢ .
Bifurkation ma,5 = —0.25929 £+ 0.07309¢

Das zweite in Abbildung 6.38 erkennbare Szenario liegt im Intervall 34 < X\ < 42. Neben
dem priméaren Losungszweig S7 ist der darin dargestellte sekundire Zweig So mit sei-
nen Stabilitdtsverhéltnissen dargestellt. Die zugehorigen ,brute-force “Diagramme 6.40
sind nicht aussagekriftig und scheinen nicht mit den Werten in Abbildung 6.38 zu kor-
respondieren. In Tabelle 6.5 wird das Bifurkationsverhalten beider Losungszweige S1
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Abb. 6.40 ,brute force ‘““Darstellung von Szenario 2 (aufwérts und abwarts)

und S2 verdeutlicht. Hier interagieren eine Torus- und eine Pitchfork-Bifurkation des
Priméarzweiges. Die stabilen Sekundérzweige S fiir A > 37.45021 fiihren offensichtlich
zu den dargestellten Diagrammen. Weitere Bifurkationen bei gréfieren Parameterwerten
A < 100 — wie in Abbildung 6.38 dargestellt — wurden von Ernst (2004) mit dem an der
TU Ilmenau von Peterseim (2004) entwickelten MATLAB-Paket CPO (Continuation of
Periodic Orbits) analysiert und mittels der Ergebnisse des bekannten Paketes AuT02000
(vgl. Doedel et al. (2002)) verifiziert. Tabelle 6.3 zeigt in der letzten Spalte die mit AUTO
berechneten Parameterwerte samt den tibereinstimmenden signifikanten Dezimalstellen
(unterstrichen) sowie die von beiden Codes stets richtig erkannten Bifurkationstypen.
Beide Programmpakete haben eine Torus-Bifurkation bei A ~ 80.47679 nicht detek-
tiert, da sie sehr nahe an einer Fold-Bifurkation eintritt. Die gesamte Fortsetzung des
priméren Losungszweiges S1 iiber das Intervall [0.1,100] inklusive der Ermittlung aller
Verzweigungspunkte aus Tabelle 6.3 nahm auf einem PC (1.5 GHz) mit CPO lediglich
2:30 Minuten in Anspruch.

Generell lasst sich die Vielzahl von Methoden zur Approximation von Bifurkationspunk-
ten in zwei grundlegende Klassen einteilen:

m Indirekte Methoden bestimmen zu einer Folge (A;), k =0, 1,2, ... von Parameterwer-
ten die zugehorigen periodischen Losungen und berechnen damit die Werte 7(Ay,) einer
oder mehrerer ausgewahlter Testfunktionen. Mittels iterativer Nullstellenbestimmung
bzw. durch Interpolation kann so ein lokaler Bifurkationspunkt (s(A*),T'(A*),\*)
detektiert werden. In vielen Fillen ist die erreichte Genauigkeit indirekter Methoden
zur Bestimmung von Bifurkationspunkten in prazi ausreichend, wie die CPO-Werte
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Tab. 6.5 Bifurkationspunkte von Szenario 2 in den Losungszweigen S1 und Sa

Szenario 2 in den Losungszweigen S1 und S3

A/ Typ Multiplikatoren Skizze
34.93633 0.99819 =£ 0.06005%
Torus-Bif. in 0.49487 + 0.00000z
Zweig S1 —0.19431 £ 0.796231
36.48326 0.99996 + 0.000007

Pitchfork-Bif.

1.01495 £ 0.03890¢

in Zweig S1 —0.13993 £ 0.62362:
37.45021 0.99805 +£ 0.06247%
Torus-Bif. in 0.52999 + 0.000007
Zweig S» —0.11696 £ 0.13727%
39.50487 0.99981 + 0.019587
Torus-Bif. in 4.62004 + 0.00000z
Zweig S1 —0.08849 + 0.128201
41.39548 0.99998 + 0.000007

Pitchfork-Bif.

in Zweig S1

0.68336 £ 0.01742:
—0.05848 + 0.14020:

A AN AN
S MY i N
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in Tabelle 6.3 erkennen lassen.

m  Direkte Methoden bestimmen einen lokalen Bifurkationspunkt (s(A*), T'(A\*), A*) als
regulére Losung eines erweiterten Randwertproblems. Dazu werden die bestimmenden
Differenzialgleichungen, Rand- und Phasenbedingungen um weitere Gleichungen zur
Berechnung von Nullraumelementen ergéanzt. Die Zahl der gesuchten Funktionen

— verdoppelt sich damit im Fall der Fold- und der Flip-Bifurkation
— verdreifacht sich bei Torus-Bifurkation.

Eine gute Ubersicht iiber verschiedene minimal erweiterte Randwertprobleme findet
man in einer Arbeit von Doedel et al. (2003). Diese erweiterten DGL-Systeme sind
fiir den jeweiligen — vorab zu detektierenden — Bifurkationstyp spezifisch und setzen
zudem gute Startnédherungen voraus. Im Code AuT02000 (vgl. Doedel et al. (2002))
werden sie erfolgreich eingesetzt.
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6.5 Aufgaben

Aufgabe 6.1
Analysieren Sie das dynamische System aus Moore (1996) mit Parameter A > 0

i = (A=3)z—dy+az(z+1(1-2%)
g = 4dz+A-3y+ylz+1i(1-27)
3 = hz— (2 +47+27).

a) Bestimmen Sie sdmtliche Gleichgewichtslésungen und untersuchen Sie deren Stabili-
tat.

b) Fiir welche Parameterwerte A* tritt Stabilitdtsverlust ein? Priifen Sie, ob eine Hopf-
Bifurkation vorliegt.

c) Transformieren Sie das System in Zylinderkoordinaten (r, 6, z) mit
(z,y,2) = (r-cosB, r-sinf, z) und ermitteln Sie periodische Orbits mit
r(t) = const, z(t) = const. Wie lautet deren Periode T

d) Fiir \** = 2 existiert ein periodischer Orbit mit » = 1 und z = 1. (Probe!)
Welche Bifurkation tritt bei A** = 2 fiir diesen Orbit im (r, z)-System auf?

Aufgabe 6.2
Betrachten Sie fiir den Parameter A € R folgendes DGL-System

1 = Ar] —wro — xl(xf + x%)

. 2 2
T2 = wz1+ Ave —z2(T] + 73)

mit dem festen reellen Wert w > 0.

a) Bestimmen Sie periodische Losungen dieses Systems fiir Werte A > 0. Wie grof} ist
die Periode?

b) Stellen Sie das zugehorige Variationssystem auf, und losen Sie es. Wie lauten die
Monodromiematrix M und die zugehorige Matrix R ?

¢) Bestimmen Sie die charakteristischen Multiplikatoren und die charakteristischen Ex-
ponenten. Welche Stabilitétseigenschaft besitzen die Losungen?

Aufgabe 6.3
Die Monodromiematrix M eines periodischen Orbits der Periode T hat die Darstellung

M:eT'R:Z%'(T~R)k
k=0

mit der Matrix R € R™*™ aus der Floquet-Darstellung.
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a) Wie transformieren sich die Eigenwerte p; (charakteristische Exponenten) von R in
die Eigenwerte m; (charakteristische Multiplikatoren) von M und umgekehrt?

b) Welche Beziehung besteht zwischen den Eigenvektoren beider Matrizen?

c) Uberpriifen Sie Ihre Aussagen an den Matrizen

-2 0 0 1
R = , Ry = .
0 -1 1 0
Aufgabe 6.4
Entwickeln Sie eine MATLAB- oder eine C-Funktion shooting zu Algorithmus 6.16
,Einfaches Schiefiverfahren ohne Variationssystem* fiir periodische Orbits im nicht-

autonomen Fall ohne Benutzung des Variationssystems. Ermitteln Sie darin auch die
Eigenwerte und zugehorige normierte Eigenvektoren der Monodromiematrix M.

Aufgabe 6.5
Gegeben ist die DGL 2. Ordnung von E. Philippow

i—e(l—a2®—i%)i+z+ b4z —3z) = Beos3t

mit Parametern b, B, e, die ein subharmonisch erregtes elektrisches Netzwerk beschreibt.
Bestimmen Sie 2w —periodische Losungen fiir die Parameterwerte

a) b=1.0, B=1.0, =30,
b) b=10, B=03, =30,
c) b=1.0, B=03, =0.75.

Versuchen Sie, im Fall a) exakte Losungen zu bestimmen. Welche der erhaltenen Losun-
gen sind asymptotisch stabil, welche sind instabil?

Aufgabe 6.6

Entwickeln Sie eine MATLAB- oder eine C-Funktion contperiodauto zu Algorithmus
6.38 ,Fortsetzung periodischer Orbits“ im autonomen Fall mit Stabilitdtsanalyse unter
Nutzung des Variationssystems. Stellen Sie damit auch die charakteristischen Multipli-
katoren zusammen mit dem Einheitskreis in der komplexen Ebene grafisch dar. Beachten
Sie dazu Bemerkung 6.40.

Aufgabe 6.7
Gegeben ist das DGL-System 2. Ordnung von Philippow und Biintig (1992)

i+ ai® — B+ (1+ Bsin2t)z = 0

mit Amplitude B = 0.1, den Werten o« = ¢ — B, 8 = ¢/2 — B und dem reellen
Parameter € > 0. Es beschreibt ein parametrisch erregtes elektrisches Netzwerk mit sub-
harmonischer Systemantwort. Bestimmen Sie 2m-periodische Losungen, verschieden von
der trivialen Losung x = 0, fiir den Parameterbereich 0 < € < 2 durch Losungsfortset-
zung. Detektieren Sie dabei Bifurkationen und analysieren Sie deren Typen!
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Aufgabe 6.8
Zu gegebener (n,n)-Monodromiematrix M sollen die Testfunktionen firr Bifurkationen
periodischer Orbits

Trold (A) = det(M — 1) fuir Fold-, Pitchfork- oder transkritische Bifurkation
TFIip () = det(M +1) fiir Flip-Bifurkation
Trorus(A) = det(M O M — 1) fiir Torus-Bifurkation

in MATLAB oder C programmiert werden. Wie lauten entsprechende Testfunktionen,
die die Eigenwerte mit eig(M) benutzen? Vergleichen Sie an selbst gewahlten Matrizen
M verschiedener Groéfle n die Rechenzeiten.

Aufgabe 6.9
Gegeben ist die parameterabhéngige Poincaré-Abildung P, : R? — R? eines dynami-

p () st — wy — cx(x? 4+ y?)
w - 2 2
Y wr + sy — cy(z” +y°)

mit den parameterabhéngigen Groflen s = w = %\/ﬁ(l + 1) und der Konstanten ¢ > 0.

schen Systems durch

a) Stellen Sie fiir Punkte (z,y) € R? die Poincaré-Abildung grafisch dar. Wihlen Sie
¢ = 1 und verschiedene u-Werte. Welche Losungstypen flir das dynamische System
sind zu vermuten?

b) Weisen Sie nach, da§ P, am Bifurkationswert p = 0 alle Voraussetzungen des Satzes
von Neimark-Sacker fiir die Torusbifurkation erfiillt.

c) Wie sieht der Zweig invarianter Tori fiir x> 0 formelméflig aus?

Aufgabe 6.10
Auf C := CU {00} sei die Mbius-Transformation f : C — C gegeben durch

142
fe) = 2
cp s . 142
das heifit insbesondere f(1) =0, f(c0)= lim =-1.

|z|]—o0 1 — 2

a) Ist f bijektiv? Auf welche Menge wird C™ := {z € C | Re(z) < 0} abgebildet? Auf
welche Punkte wird die imagindre Achse abgebildet?
b) Betrachten Sie zu A € R™*™ die transformierte Matrix
B:=(I—A)"'(I+A), I— Einheitsmatrix.

Wie werden die Eigenwerte p und die Eigenvektoren v von A transformiert?
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c) Es sei (2%, A\o) eine Gleichgewichtslage und A = D, f(x°, \o) die zugehérige Jacobi-
Matrix des Systems & = f(z,\). Wie kann man mit Hilfe von b) einen Test auf
asymptotische Stabilitdt durchfithren, ohne sdmtliche Eigenwerte berechnen zu miis-
sen?

Aufgabe 6.11
W. F. Langford betrachtet ein dynamisches System der Hydrodynamik, das nach meh-
reren analytischen Problemtransformationen auf folgendes DGL-System

z = (2—-07z—wy
y = wr+(z—0."7)y (6.104)
z = 0.6—|—z—%zg—(ac2+y2)(1+gz)+szx3

mit positiven reellen Parametern w, ¢ und ¢ fiihrt.

a) Stellen Sie die Attraktoren im Falle w = 3.5 und ¢ = 0 fiir Parameterwerte p =
1.0,0.7,0.62,0.60,0.5,0.25 im Phasenraum dar. Bestimmen Sie — durch geeigneten
Ansatz und ehrliches Ausrechnen — den periodischen Orbit ~.

b) Es gelte weiterhin w = 3.5 und € = 0 . Fiir welche Parameterwerte g ist dann -+ orbital
stabil? Bestimmen Sie (formelméBig und numerisch) den Bifurkationswert ¢ , an dem
der Stabilitatsverlust von v eintritt. Welcher Bifurkationstyp liegt vor (Begriindung)?

c) Stellen Sie auch die Attraktoren im Falle w = 3.5 und ¢ = 0.25 fiir Parameterwerte
€ =0,0.02,0.04,0.06,0.07 im Phasenraum dar und interpretieren Sie die Typen der
auftretenden Bifurkationen.
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“The world is full of periodic and quasi-periodic motions and oscillations. That is mul-
tifrequency oscillations. Mathematically, to a large extend, that means the study of inva-
riant tori of dynamical systems. These constitute the more systematic part of the phase
space of a dynamical system as opposed to the chaotic parts and their study is just as
(perhaps more) important as the study of chaos. “ (zitiert aus Samoilenko (1991))

Periodische Loésungen nichtlinearer dynamischer Systeme wurden in den vergangenen
Jahren griindlich analysiert. Ein umfangreiches numerisches Instrumentarium steht dem
Anwender zur Verfiigung, wovon wir in Kapitel 6 grundlegende Komponenten vorgestellt
haben.

Wesentlich weniger untersucht sind hingegen quasi-periodische Bewegungen mit mehreren
Basisfrequenzen, treffender auch als ,multifrequentielle Schwingungen“ bezeichnet. Der-
artige Losungen bilden ein kompliziertes und sensitives Studienobjekt. Denn sie gehen
bei kleinen Anderungen an den Differenzialgleichungen leicht in periodische Lésungen
iiber, weshalb ein ,stabilerer Trager* dieser multifrequentiellen Schwingungen gesucht
ist. Bereits Jules Henry Poincaré (vgl. Kapitel 6.3) wusste, dass eine derartige Menge
ein Torus ist. Als Trager quasi-periodischer Losungen wurden deshalb invariante Tori
von N. N. Bogoljubow und Y. A. Mitropolski untersucht. Eine spezielle Theorie exis-
tiert fiir bestimmte Hamiltonsche Systeme, die sogenannte KAM-Theorie (vgl. dazu die
Darstellung in Argyris et al. (1995)), und theoretische Resultate liegen fiir lineare und
yschwach nichtlineare“ dissipative Systeme vor. Wichtige Aussagen zu dieser praktisch
wesentlichen Problemklasse findet man bei Iooss und Joseph (1990), Samoilenko (1991)
und Broer et al. (1996). Numerische Verfahren zur Berechnung, Verfolgung und Stabili-
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364 7 Quasi-periodische Losungen und invariante Tori

tatsnalyse derartiger Schwingungen sind jedoch bisher nur eingeschrankt verfiigbar und
weiterhin Gegenstand der aktuellen Forschung.

Wir wollen uns in diesem Kapitel der recht anschaulichen Terminologie aus Samoilenko
(1991) bedienen und nach Einfiihrung wesentlicher Grundbegriffe die bekannten nume-
rischen Zugénge betrachten, die wir auf konkrete praktische Probleme anwenden.

7.1 Quasi-periodische Funktionen

7.1.1 Torusfunktionen

Der p-dimensionale Standardtorus TP = (R/27Z)P — desweitern auch kurz als p-Torus
bezeichnet — mit den Winkelkoordinaten 61,62, ..., 0, modulo 27 ist die Menge

T ={0]6=(01,...,0,)", i € R mod 27, i=1,...,p}, (7.1)

die iiber [0, 27)P parametrisiert ist. Speziell ist der 1-Torus T* = S* und der 0-Torus T°
ist ein einziger Punkt. In Abbildung 7.1 wird der 2-Torus T2 mit den (lokalen) Winkelko-
ordinaten #1 und #2 in R® dargestellt. Die Mannigfaltigkeit wird umkehrbar eindeutig auf
das Quadrat [0, 27r)2 im Parameterraum abgebildet. Die Koordinatenlinien #; = const
und 61 = const sind in beiden Darstellungen eingezeichnet.

02

2 1
61 = const

05 = const

- 0, 02 = const 01 = const
2T

Abb. 7.1 Der 2-dimensionale Standardtorus T?; links: aufgeschnitten in den Winkelkoordinaten

61 und 0; rechts: dargestellt im Phasenraum R3?

Jede stetige Funktion F' : TP — R™ in der Veradnderlichen 6 = (61,02, ...,0,), die 27-
periodisch beziiglich 61, . .., 6, ist, heifit reelle Torusfunktion. Die Menge aller derartigen
Funktionen bildet einen Vektorraum, in dem wir eine Norm

n
Fllg = F(o it der Euklidischen Vekt FI? =) |FP?
1F1l, ggf}ﬂ 9] mit der Euklidischen Vektornorm |F| Zl| |

einfiihren kénnen. Fiir einen beliebigen Vektor F' € R™ soll desweiteren das Betragszei-
chen |F| stets die Euklidische Norm bezeichnen. Dieser vollstdndige normierte Raum ist
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ein Banach-Raum und wird mit C°(TP) abgekiirzt. Falls F r-mal stetig differenzierbar
ist, d. h. F stetige partielle Ableitungen beziiglich aller Variablen 6;, ¢ = 1,...,p, bis
zur Ordnung 7 besitzt, so konnen wir dafiir die C"-Norm

el

F|,. = D°F mit D%F := = 7.2
17, Ia% D Fll, T T (7.2)
einfithren. Dabei ist o = (a1, a2, ..., ap) ein Multi-Index mit |af := >¥ | a; und D

der klassische Differenzialoperator der Ordnung |«| zum Multi-Index «. Mit C"(T?),r >
0 bezeichnen wir dann den Raum der r-mal stetig differenzierbaren Torusfunktionen,
welcher mit dieser Norm zu einem vollstdndigen normierten Raum wird.

Beispiel 7.1
Die stetig differenzierbare Funktion F : T — R mit

F(61,02,03) = wsinfy + cos s - sin O3 — ecos(01=03)
ist eine C"-Torusfunktion fiir beliebiges r € N, r > 0. Dagegen liegt F : T? — R* mit
F(61,02) = (cos(61 + 62), | cos 01|, 47, cos® 62) "

nur in C°(T?). |

Betrachten wir nun trigonometrische Polynome N-ten Grades in C°(T?), die sich mit
p-fachen Summen in der Form

P = Z ay cos(k, 0) + by sin(k,0) = Z P’k (7.3)
[k|I<N [k|I<N
darstellen lassen. Darin ist k = (k1, k2, ..., kp) ein Vektor mit ganzzahligen Komponen-

ten, |k| seine Euklidische Norm und (k, 8) = k1614 - -+kpbp. Die Summenzeichen stehen
fiir p-fache Summation. Zwischen den reellen Fourierkoefizienten ax und by und den kom-
plexen Koeffizienten Py besteht der Zusammenhang ar = Re P, und by = —Im Py

sowie P_j, = Py fiir reelle Funktionen P. Mit dem Weierstraf’schen Approximationssatz
erhalten wir

Satz 7.2

Jede Funktion F € C°(TP) kann gleichmiBig durch trigonometrische Polynome ap-
proximiert werden, d. h. es existiert eine Folge trigonometrischer Polynome (Pp),
m=1,2,..., mit limm—co ||[F — Pnllo = 0.

Damit ist der Banach-Raum C°(T?) der Abschluss des Raumes P(T?) der trigonometri-
schen Polynome beziiglich der Norm || F'||o. In diesem Polynomraum P(T?) kénnen wir
nun ein Skalarprodukt einfithren. Fiir die zwei trigonometrischen Polynome

P(9) = Z Py etk und Q) = Z Que!™®

|[k|I<N |k|<N
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definieren wir folgendes Produkt mit den tiblichen Eigenschaften eines Skalarproduktes

(27r)?/ /P Q)b . = Z (Pr, Q—k)- (7.4)

[k|<N

(P,Q)o

Mit den Koeffizientenvektoren P, = (PF, PZ,...,PP) und Qi = (Q+,Q3%,...,Q7)
bezeichnet darin

(P, Q—p) = ZPng_k
j=1

das bekannte Skalarprodukt zweier Vektoren im Euklidischen Raum R™. Mit dem Ska-
larprodukt (7.4) definieren wir die zugehérige Norm || P|| in P(T?) mittels

IP|? = (P,P)o = = @ )p/ /|P| df .. L (7.5)

|k|<N

Der Abschluss von P(TP) beziiglich dieser Norm liefert uns den Hilbert-Raum H°(T?),
dessen Elemente durch die unendlichen trigonometrischen Reihen

Z Fre'®9 mit endlicher Summe Z | Fr|? (7.6)
ke Zr ke 7Zp

gegeben sind. ZP bezeichnet darin die Menge aller Vektoren k = (k1,...,kp) mit ganz-
zahligen Komponenten. Nach dem Satz von Riesz-Fischer ist jede Reihe ) e b wet(k ¥) mit
endlicher Summe ), |F) %|> die Fourier-Reihe einer quadratisch summierbaren Funktion
F. Deshalb kann H°(T?) mit dem Raum £2(T?) der auf T? quadratisch summierbaren
Funktionen identifiziert werden.

Mittels der Torusfunktion fithren wir den Begriff der quasi-periodischen Funktion ein:

Definition 7.3 (Quasi-periodische Funktion)
Es sel w = (w1,...,wp) € RP ein Vektor positiver reeller Zahlen. Die w; sind rational
unabhdangig (inkommensurabel), falls fiir alle k € ZP mit

(k,w) = Zk‘lwlfO stets k= (0,...,0) gilt.
1=1

Eine Funktion f : R — R™ der reellen Verdnderlichen ¢ mit der Darstellung
f@t) = F(wt) = F(wit,...,wpt),

wobei F' € C°(TP) ist, heiBt quasi-periodische Funktion. Der Vektor w = (w1, ...,wp)
heifit Frequenzbasis und die Zahlen wi, . ..,wp heiflen Basisfrequenzen von f.
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Periodische Funktionen sind trivialerweise quasi-periodisch mit einer Basisfrequenz w;
und Periode T' = 27 /ws. In den praktisch bedeutsamen Féllen mit zwei Basisfrequenzen
sprechen wir von biperiodischen Funktionen, beim selteneren Auftreten mit drei Basisfre-
quenzen von triperiodischen Funktionen. Einen Orbit « eines zeitkontinuierlichen dyna-
mischen Systems wird man als quasi-periodisch mit p Basisfrequenzen bezeichnen, falls
eine quasi-periodische Funktion F' und p Basisfrequenzen w;, ¢ = 1...p, existieren, so
dass sich der Fluss ¢¢ in der Form

pi(ro) = F(wt) = F(wit,...,wpt) (7.7)

darstellen lasst. In diesem Falle nennt man den invarianten Torus M selbst quasi-

periodisch. Andernfalls wird M als resonanter Torus bezeichnet (vgl. Abb. 7.2).

Abb. 7.2 Oben: Quasi-periodische Tori M mit Basisfrequenzen w1 = exp(1), w2 = 3/10 (links)
und wy = 3/10,w2 = exp(1) (rechts);
Unten: Resonante Tori M mit Frequenzen w1 = 7,ws = 1 (links) und w1 = 1,ws = 7 (rechts)

Beispiel 7.4
(a) Mit der Torusfunktion F'(61,62,603) aus Beispiel 7.1 und den inkommensurablen Fre-
quenzen wi =1, wp =7, ws = /2 ist
f(t) = F(wit,wat, wst) = wsint 4 cos(rt) - sin(v/21t) — ecos(t=V20)
eine quasi-periodische (triperiodische) Funktion mit drei Basisfrequenzen w1, wa,ws.

(b) Dagegen ist f(t) = cos(2.718¢) — sin(3.141592¢) nicht quasi-periodisch mit zwei
Basisfrequenzen (biperiodisch), da die beiden approximierten Frequenzen w; = 2.718 ~ e
und wy = 3.141592 ~ 7 wegen (w, k) = 392699w1 + (—339750)wz = 0 nicht rational
unabhéngig sind.



368 7 Quasi-periodische Losungen und invariante Tori

(c¢) Die vektorwertige Funktion f : R — R® mit
f(t) = (cos(vV2-t) -sint, exp(cos(r - t)) + 1, sin(v/8 - t) - cost)”
besitzt die drei Basisfrequenzen w1 = 1, wa = v/2, w3 = 7 und die zugehérige Torus-
funktion F(01,62,03) = (cosfz -sinb1,exp(cosfs) + 1,sin(262) - cosf1)” .
(d) Zum Anfangswert zo = (0,1,0,1)7 besitzt das DGL-System

T1 = X2, L2=—T1, L3 =TT4, L4=—TIT3

den Fluss :(zo) = (sint,cost,sinnt,cosmt)”. Dieser ist biperiodisch wegen der In-

kommensurabilitdt von wi = 1 und ws = 7 mit der Torusfunktion

F(61,62) = (sin 61, cos 01, sin 02, cos B2) " . m

Abb. 7.3 Amplitudenmodulation (links) und Frequenzmodulation (rechts)

Biperiodische Funktionen treten insbesondere bei Amplitudenmodulation und Frequenz-
modulation auf. Mit den Basisfrequenzen wi = 1 und w2 = 107w werden in Abbildung 7.3
die Funktionen

m f(t) = (1+0.3cos(wat))sin(wit) (Amplitudenmodulation)
m g(t) = 1.3sin(wit + 0.3 cos(wat)) (Frequenzmodulation)

dargestellt. Geméf Definition 7.3 sind beide biperiodisch. Wir wollen nun zwei niitzliche
Eigenschaften quasi-periodischer Funktionen anfiihren:

Satz 7.5
Die Menge der Werte einer quasi-periodischen Funktion f(t) = F(wt) ist dicht in der
Menge der Werte der Torusfunktion F(6).

Insbesondere ist das Supremum von |f| damit gleich der Norm von F', d. h.

sup [f(t)| = max[F(0)] = [|F]o, (7.8)
teR oecTr
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woraus folgt, dass f(t) = 0 fiir alle ¢ € R genau dann gilt, wenn F(0) = 0 fir
alle 8 € TP ist. Anschaulich werden quasi-periodische Tori von jedem Orbit -, der
darauf verlauft, dicht gefiillt. Die gesamte Bewegung ist deshalb ergodisch, jedoch nicht
chaotisch, da sie nicht sensitiv von den Anfangsbedingungen abhéngt (vgl. Abb. 7.4).
Da jedes F € C°(T?) nach Satz 7.2 durch ein trigonometrisches Polynom der Form (7.3)
approximiert werden kann, kénnen wir jede quasi-periodische Funktion f(t) = F(wt)

Abb. 7.4 Quasi-periodische Tori M in (01, 02)-Koordinaten mit Orbits ~:
(a) Basisfrequenzen wi = 2w, w2 = 1 (oben) und (b) w1 = 1,w2 = 27 (unten)

gleichméfig durch quasi-trigonometrische Polynome

pn(t) = Py(wt) = > Pl (7.9)
lk|<N

approximieren, d. h. zu jedem & > 0 existiert ein Polynom Py € P(T?), so dass
sup;eg |f(t) — Pn(wt)| < ¢ ist.

Mit Hilfe quasi-trigonometrischer Polynome lasst sich folgender Mittelwert-Satz beweisen:
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Satz 7.6
Fiir jede quasi-periodische Funktion f(t) = F(wt) existiert der Grenzwert

T+1 2 27

o _ L )
Jo = lim / f)dt = (%)po/ 0/F(9)d9 ...db, (7.10)

und konvergiert gleichméfig beziiglich 7 € R. Der von 7 unabhéngige Grenzwert fo heif3t
Mittelwert der Funktion f.

Die Menge aller quasi-periodischen Funktionen bildet einen Vektorraum, fiir den wir
ebenfalls eine Norm

Ifllg = sup|f(t)] mit der Euklidischen Vektornorm |f|2 = Z |f1|2
teR i=1

einfilhren kénnen und den normierten Raum C°(w) erhalten. Aus der Vollstindig-
keit des normierten Raumes C°(T?) folgt zusammen mit der Eigenschaft (7.8), dass
C%(w) ebenfalls ein Banach-Raum ist. Das Skalarprodukt (F,G)o zweier Torusfunktio-
nen F,G € C°(T?) induziert mittels (7.10) ein entsprechendes Skalarprodukt (f, g)o der
quasi-periodischen Funktionen f(t) = F'(wt) und g(t) = G(wt)

T
. 1
(o = Jim 1 [(®.9@)dt = (£,6)o (711)
0
sowie eine Norm ||f|| := +/(f, f)o. Die Funktionen e!**)t k e ZP, bilden dann ein

vollstindiges Orthonormalsystem in C%(w). Jede Funktion f € C°(w) kann durch eine
Fourier-Reihe

T

_ (k) ; ; — lim L —i(k,w)t

fit) = Z fre mit Koeffizienten fr := TlgnoO T /f(t)e dt
ke Zp 0

dargestellt werden, die die Parseval’sche Gleichung

SR = 117 (7.12)

kezr

erfiillt. Auch im Banach-Raum C°(w) kénnen wir den Unterraum C”(w) aller quasi-
periodischen Funktionen f konstruieren, fiir die eine Torusfunktion F' € C"(T?),r > 0,
mit f(t) = F(wt) existiert. Jede Funktion f € C"(w) ist dann r-mal stetig differenzierbar
in ¢ € R und ihre Ableitungen sind quasi-periodisch. Fithren wir auch hier eine Norm

Il = NFl,  fir f(t) = F(wt) mit FeC(T)
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ein, so ist der Raum C" (w) ebenfalls vollstdndig. Betrachten wir schliefilich eine Funktion
FO) = >, Fe!™9  aus dem Hilbert-Raum H°(TP). Mit einer gegebenen Frequenz-
basis w = (w1, ...,wp) bilden wir die quasi-periodische Funktion f(t) = F(wt) mit der
Reihe

f&) = > Frel®r

ke Zr

Diese Funktionen bilden einen Vektorraum, den wir mit H°(w) bezeichnen. Zu zwei
Funktionen f, g mit Fourier-Reihen f(t) =", Fre!®@t und g(t) = Yok Gpe'Fw)t
konnen wir Skalarprodukt und Norm durch

(f.9)0 = D (Fu.Gx), |fI*P = (£, Fo

ke Zr

definieren. Fiir trigonometrische Polynome P(0) = 32, <y Pre'®9 aus P(TP) be-
zeichne P(w) den Raum der univariaten Polynome

p(t) = Z Pttt zur Frequenzbasis w = (wi,...,wp).
lk|<N

Da ‘H°(w) beziiglich der Norm || f|| die Vervollstindigung des Polynomraumes P (w)
bildet, ist H"(w) ebenfalls ein Hilbert-Raum.

Damit stehen uns nun die Banach-Riaume C”(T?), r > 0, und der Hilbert-Raum H°(T?)
fiir Torusfunktionen zur Verfiigung. Zu gegebener Frequenzbasis w konnten wir daraus
entsprechende Riaume C"(w) und H°(w) quasi-periodischer Funktionen ableiten.

7.1.2 Quasi-periodische Bewegungen

Nach Einfithrung der Grundbegriffe wenden wir uns nun wieder der Betrachtung auto-
nomer DGL-Systeme

= f(x), f:D—R" mit DCR", D offen, (7.13)
zu und setzen voraus, dass eine hinreichend glatte quasi-periodische Losung
x = z(t,x0) = F(wt) mit Fec'(T?P), r > 1, (7.14)

durch z¢ existiert, deren Orbit v = {z | x = x(¢,z0), t € R} kompakt in D ist. Nach
Satz 7.5 gehort der Abschluss von v zur Menge D und besteht aus den Punkten, die
durch die Darstellung

x = F(0) mit 6eTP (7.15)
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beschrieben werden. Das dadurch erzeugte Bild des Standardtorus TP werden wir mit
M bezeichnen. Welche Eigenschaften besitzt diese Menge?

1. Die Menge M ist invariant beziiglich des Systems (7.13), d. h. sie besteht aus Punkten
von Orbits dieses Systems. Setzen wir dazu die Losung (7.26) in die DGL ein, so liefert
die Integration

F(wt) = F(0) +/0 f(F(wr))dr, teR.

Betrachten wir eine Funktionenfolge F'(wt 4+ wtyn), n = 1,2,... mit dem Grenzwert
limy, oo wt =60 mod 27, so ergibt sich

F(wt+9)—F(9)+/tf(F(wT—|—0))dT,
0

woraus z(t, F'(0)) = F(wt + 0) fiir t € R, € T? folgt. Also ist die Menge M invariant
beziiglich (7.13).

2. Wegen (7.26) gehort die Losung x (¢, x0) zu C" (w). Angenommen, es kann eine zweite
Frequenzbasis Q = (21, Qo, ..., Qq) mit ¢ < p Basisfrequenzen gefunden werden, so dass
x(t,z0) € C°(Q) mit einer entsprechenden Torusfunktion gilt. Dann lisst sich nachweisen,
dass die Losung auch zu C" () gehort. Fiir den Fall, dass dies nicht gelingt, fithren wir
folgenden Begriff ein:

Definition 7.7 (Reale Basisdimension)

Es sei (¢, 20) € C°(w) mit einer Basis w = (w1,ws, . . .,wp). Ist jedoch z(t, o) & C°(Q)
fir jede Basis Q = (21,Q2,...,Qq) mit ¢ < p, so heiit p = p* die reale Dimension der
Frequenzbasis der quasi-periodischen Losung z(t, zo).

Die reale Dimension p* beschreibt zugleich die Dimension der Menge M in jedem ihrer
Punkte. Dies kann folgendermafien formuliert werden (vgl. Samoilenko (1991), S. 72ff.):

Satz 7.8
Es sei z(t,z0) = F(wt) € C"(w) mit 7 > 1 und w = (w1,w2,...,wp) eine Frequenzbasis
mit p Frequenzen. Dann ist

rang 3g_g0) =p*, 6eTP? (7.16)

worin p* < p die reale Dimension der Frequenzbasis von x(t, zo) ist.

Insbesondere ist die reale Dimension p* kleiner als die Dimension n des Phasenraumes

OF(8)
a0

und gibt die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten der Jacobi-Matrix an.
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Beispiel 7.9
Beispiel 7.4(d) lieferte zum Anfangswert zo = (0, 1,0, 1)T die quasi-periodische Lésung
)T

z(t,z0) = (sint,cost,sinmt,cosmt)” . Mit der Frequenzbasis w = (wi,w2) = (1,7)

lautet die Torusfunktion
F(0) = F(01,02) = (sinf1,cosb,sinfz,cosba)”

Die Jacobi-Matrix

cos 01 0
OF(#) | —sinb 0
90 0 cos 02
0 — sin 02

besitzt fiir alle § = (61,602) € T? den Rang 2, womit p* = 2 die reale Dimension der
Frequenzbasis ist. u

3. Die Abbildung F': 6 — F(0) definiert nicht notwendig einen Homéomorphismus zwi-
schen dem Standardtorus T? und der Mannigfaltigkeit M. Das erkennt man leicht, wenn
F € C°(TP) so gewihlt wird, dass es beziiglich der Variablen 6; die Periodendauer 27 /m
mit ganzzahligem m > 2 hat. Dann liefern zu 0 = (69,69, ..., 92) = (2w/m,0,0,...,0)
die m verschiedenen Punkte 0* = 0+ u6°, u=1,2,...,m, ein und denselben Bildpunkt
z = F(6*) = F(0) auf M. Die inverse Abbildung ist somit nicht eindeutig, da die Fre-
quenzbasis von z(t, o) auf verschiedene Art gewahlt werden kann. Wir fiithren deshalb

den Begriff der maximalen Frequenzbasis ein:

Definition 7.10 (Maximale Frequenzbasis)
Es sei x(t,z0) € C°(w) mit einer Frequenzbasis w = (w1,ws, ...,wp). Dann ist w mawi-
mal, wenn fiir jede andere Frequenzbasis Q = (21, Q2,...,Qq) eine (p, g)-Matrix P mit

ganzzahligen Elementen existiert, so dass
w=PQ mit den Spaltenvektoren w, <)

und rang P = p gilt.

Die Anzahl p* der Frequenzen in einer maximalen Basis ist offenbar gleich der Dimen-
sion der realen Frequenzbasis der Losung z(t, zo). Sind zwei Frequenzbasen w und 2
maximal, so sind P und P~! ganzzahlige Matrizen. Im periodischen Spezialfall besteht
die maximale Basis aus der groiten Frequenz w = 27 /T der Losung x(¢, xo), die durch
die kleinste Periode T bestimmt wird. Die Frage nach der Existenz einer maximalen Fre-
quenzbasis und der Eigenschaften von F' beantwortet
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Satz 7.11

Fiir jede quasi-periodische Losung z(t, z0) = F(wt) € C°(w) der DGL (7.13) gilt:

i. Die Funktion z (¢, zo) besitzt eine maximale Frequenzbasis.

ii. Die Abbildung F : § — F(6) definiert einen Hom6omorphismus genau dann, wenn
die Frequenzbasis w = (w1,w2, . ..,wp) maximal ist.

iii. Ist dariiber hinaus z(t,zo) € C"(w) mit 7 > 0, so ist die Menge M (der Abschluss
des Orbits durch zo) C"-homéomorph zu einem p-Torus, wobei p die reale Dimension
der Frequenzbasis der Losung z(t, zg) ist.

Die Menge M, die C"-homéomorph zu einem p-Torus ist, werden wir als p-dimensionale
toroidale Mannigfaltigkeit mit C"-Glattheit r bezeichnen bzw. kiirzer als C"-glatten p-
Torus.

7.1.3 Transformation in Toruskoordinaten

Wir wollen nun voraussetzen, dass das autonome DGL-System (7.13) eine quasi-
periodische Losung

z(t,zo) = F(wt) mit Torusfunktion F € C*T!(T?), s > 0, (7.17)

besitzt, die der Rangbedingung (7.16) mit p* = p geniigt. Dann stellt p die reale Di-
mension der Frequenzbasis w = (w1,ws,...,wp) dar. Nach Satz 7.11 kann daraus eine
maximale Basis gewonnen werden. Um die p-dimensionale Torusmannigfaltigkeit global
in der Form

M = {z|xz=F@0), 0Tt} (7.18)

parametrisieren zu konnen, gehen wir von kartesischen Koordinaten z = (z1,--- ,2y)
zu den p Toruskoordinaten 6 = (61,---,60,) und den ¢ lokalen (radialen) Koordinaten
w = (u1, - ,uq) mit p+ ¢ = n iber. (0,t) werden wir desweiteren als Toruskoordinaten
bezeichnen. Zahlreiche bekannte Koordinatentransformationen lassen sich dann in der
allgemeinen Form

xz = B(0)u+ b(0) (7.19)

mit hinreichend glatten und beziiglich jeder 8-Komponente 27-periodischen Abbildungen
b: TP — R" und B : TP — R™*? darstellen. Typisch ist dies in folgenden Szenarien:

m Durchlauft das DGL-System eine Torus-Bifurkation, so garantiert das Bifurkations-
Theorem 6.49 von Neimark-Sacker die Existenz eines invarianten Torus M, wie dies
in Abschnitt 6.4 veranschaulicht wurde. Der Orbit der instabilen periodischen Lésung
kann durch b(#) beschrieben werden. In Abbildung 7.5 wird der dreidimensionale Fall
mit dem Poincaré-Schnitt ¥ veranschaulicht.
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A s

01

1

Abb. 7.5 Koordinatentransformation 2 = B(#)u + b(0) in R?: kartesische Koordinaten
x = (z1, 22, 23) und Toruskoordinaten (6, w) mit § = (61,02), u = (u1)

m  Wird eine Toruslosung beziiglich eines Parameters A fortgesetzt, so steht fiir Ap ein
invarianter ,Referenztorus“ Mo mit Parametrisierung b(0) zur Verfiigung, dessen
Normalraum Ny ,,)Mo durch die ¢ Spaltenvektoren von B(f) aufgespannt wird. Der
zum Parameter A gesuchte benachbarte Torus M kann nun durch (7.19) parametri-
siert werden, wie dies der Poincaré-Schnitt ¥ in Abbildung 7.6 fir n = 3 zeigt.

Wir suchen nun eine Darstellung des invarianten p-Torus M mit der Torusfunktion
u: TP — RY. Wenden wir die Transformation (7.19) auf eine Losung der DGL an, d. h.
setzen wir x(t) = B(6(¢))u(t) +b(6(¢)), so geht bei Differenziation in (6, u)-Koordinaten

M={0,u) |[u=u(d),0 € TP, uec R} C TP xR? (7.20)
nach ¢ die DGL (7.13) in die Form
9
(BOu+¥©),BO) | % | = £(BOu+b0)
dt

iiber, woraus wir unter der zusitzlichen Voraussetzung det(B’(8)u + b'(0), B(9)) # 0
das transformierte System

do
dt
du
dt

= [B'(0)u+b(9), BO)] ™ f(B(O)u+b(9)),
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lo

Abb. 7.6 Koordinaten-
transformation in R3:
Fortsetzung des Refe-
renztorus Mo (schwarz)
zu M (blau) mit Torus-
wMo koordinaten (0,u) mit

0 = (01,02), u = (u1);

die Abbildung zeigt den
- Poincaré-Schnitt 3

erhalten. In partitionierter Form lautet die DGL in Toruskoordinaten (6,u) € TP x RY

%f — Q(0,u) mit  Q0,u) == Li(6,u)f(B(6)u+b(6)) N

% — R(6,u) mit  R(O,u) = La(6,u)f(B(0)u+ b(6)). T2
L1(0,u) bezeichnet dabei die aus den ersten p Zeilen der Inversen C(6,u) " von

C(0,u) == (B'(O)u+1b'(0), B(d))  mit det(C'(0,u)) £ 0 (7.22)

bestehende Matrix und L2(6,u) entsprechend die aus den verbleibenden g Zeilen von
C(#,u)"" bestehende Matrix. Die vorausgesetzte 27-Periodizitit von B(6), b(f) und
u(6) beziiglich jeder #-Komponente iibertragt sich unmittelbar auf Q(0,«) und R(0, u).
Wegen der Regularitdt von C(0,u) sind diese Funktionen zudem C*-glatt, wenn B(6)
und b(0) als C5T'-glatt vorausgesetzt werden. Die Regularitiit der n x n-Matrix C/(6, u)
auf T? x D, D C R? muss allerdings im konkreten Fall stets verifiziert werden.

Beispiel 7.12

Betrachten wir das System zweier schwach linear gekoppelter Van-der-Pol-Oszillatoren

d’z dx
dt21 —e(l1- x%)d—tl + 1 = b(wxe —x1)
Az 2, dz2
—e(1—22) %22 1 = -
e e( z3) o + (I+d)x1 b(x1 — z2)

mit Ddmpfung e > 0, Verzerrung d > 0 und mit b > 0 als Parameter fiir die lineare
Kopplung der beiden Systeme. In Kapitel 2 wird gezeigt, dass bei fehlender Kopplung
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(b = 0) jeder der beiden Van-der-Pol-Oszillatoren einen asymptotisch stabilen Grenz-
zyklus S1 bzw. S2 mit Basisfrequenzen wi bzw. wo besitzt. Das kartesische Produkt
S1 x Sz der beiden Grenzzyklen ist ein (asymptotisch stabiler) 2-dimensionaler Torus
M C R*. Die Bewegung auf M ist quasi-periodisch bei inkommensurablen Frequenzen
w1, we, andernfalls ist sie periodisch. Das entkoppelte System (b = 0) ist strukturstabil
in R* (vgl. Broer et al. (1996)), weshalb der invariante Torus bei kleinen Stérungen
wie z. B. einer schwachen Kopplung oder einer VergréfSerung der Verzerrung d erhalten
bleibt. Nach Uberfithrung in ein DGL-System 1. Ordnung

T1 =

o= —x1 + b(wa — x1) + (1.0 — 23)y1

?.J 1 ( ) ( 1)y (7.23)
T2 = Y2

o = —xo — dxo 4+ b(x1 — x2) + (1.0 — 23)y2

bieten sich deshalb Polarkoordinaten zur Transformation in das (6, u)-System mit
r; = u;jcosb;, y; = —u;sinf;, i=1,2 (7.24)

an, wobei u1 > 0, uz > 0 gilt. Die Transformation (7.19) lautet dann mit b(6) =0

cos 61 0
—sin® 0
z = B@u+bO) = | 7 N
0 cos 05 Us
0 —sin 63
woraus wir die Matrixfunktion oy sinfs 0 st .
_ 0 0 —sind 0
C(0,u) = (B'(O)u+b(0), BO) = | 7 sin 61
—u2 sin O 0 cos 62
0 —uz cos 62 0 — sin 62

erhalten. Deren Determinante ist det(C(6,u)) = —ujuz < 0 fiir alle (61, 602) € T2. Das
partitionierte System (7.21) mit p = ¢ = 2 bekommt dann die recht komplizierte Form

. b
0= 1.0+ —ciocosf1 + 561 sin 264 = Q1(01,92, UL, U2
ui
. b
6o = 1.0—|—d0082 s — —c12 cos O + 302 sin 260, =: 92(91,02,111,11,2
u2

)
)
w1 = beiasind) + eciug sin? 0o =: R1(01,02,u1,us2)
Ug = gUQ sin 202 — beig sin s + ecousg sin® 0o =: R2(01,02,u1,us2)

mit den Abkiirzungen ci2 = wujcosfy — uzcosbz, c¢1 := 1.0 — ufcos’0; und
¢2 := 1.0 — u3 cos® 5. |
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Bemerkung 7.13 (Existenz und Eindeutigkeit)
In der Standardliteratur sind relativ wenige Aussagen tiber die Ezistenz und Findeutigkeit
von Toruslosungen dynamischer Systeme zu finden. Fiir lineare Systeme beziiglich v in

der partitionierten Form

dé du
o = a0, o = POu+f() (7.25)

mit a,P,f € C"(TP), » > 1, und 0 = (01,...,0p), v = (u1,...,uq) werden z. B.
bei Samoilenko (1991) notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines
invarianten Torus bewiesen. Mit Hilfe der Storungstheorie werden dort auch nichtlineare
Systeme der Gestalt

do du
i a(f,u,¢e), i PO, u,e)u+ f(0,¢) (7.26)

betrachtet, wobei a, P und f periodische Funktionen in 6;, j = 1(1)p, mit Periode 27
sind, die stetig beziiglich (0,u,e) im Bereich |lu|lo < d, 6 € TP, € € [0,e0] sind.
Weiterhin gelte f(0,0) = 0 fiir alle 8 € TP, d. h. es existiere ein trivialer invarianter
Torus u(@) = 0,6 € TP, von System (7.26) fiir ¢ = 0. Dann garantiert Samoilenko
(1991) unter zusétzlichen Voraussetzungen an a, P, f und an das fiir ¢ = 0 entstehende
DGL-System die Existenz eines invarianten Torus fiir alle € € [0,e0] mit hinreichend
kleinem g¢. Diese Aussage kann z. B. bei schwach gekoppelten Schwingungssystemen mit
hinreichend kleinem Kopplungsparameter ¢ Anwendung finden, wobei die Uberpriifung
der entsprechenden Voraussetzungen in der Praxis schwierig sein diirfte. |

Ein einfaches Beispiel gekoppelter Schwingungssysteme entsteht, wenn zwei nichtlineare
DGL mit periodischen Losungen wie bei Lorenz (1991) betrachtet werden. Das dynami-
sche System in (6, u)-Koordinaten

g du

— — ;
pral il u(l —u®) mit Frequenz w >0 (7.27)

besitzt zu beliebigem u(0) > 0 eine Losung mit lim; .o u(t) = 1. Also ist die Menge
M={0u) |u=u®)=1,0eS'} c S"xR

eine attraktive invariante Mannigfaltigkeit dieser DGL. Wir koppeln nun zwei Systeme
des Typs (7.27) und fithren dazu eine Kopplungsfunktion g : S' x S! x R? — R* ein,
die als C*™°-glatt vorausgesetzt wird. Mit dem Kopplungsparameter ¢ erhalten wir die

Drastellung in partitionierter Form

61 = wi + €g1(01,02,u1,u2)

9:2 = w2 , + £g2 (917 023 u1, UQ) (728)
U = ul(l_ul) —+ €g3(917023u1:u2)
_|_

’Liz = uz(l—ug) 694(91,92,U1,U2).
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Mit den Toruskoordinaten 6 = (61,62) und v = (u1,u2) besitzt dieses System bei feh-
lender Kopplung (¢ = 0) die invariante Mannigfaltigkeit

Mo = {(0,u) | u1(0) = u2(0) =1, 0 € T>}  T? x R? (7.29)

als kartesisches Produkt der zwei invarianten Einheitskreise. Mg ist damit diffeomorph
zum Standard-2-Torus T? = S! x S!. Orbits auf der Mannigfaltigkeit sind quasi-
periodisch, falls die Basisfrequenzen wi und w2 rational unabhéngig sind; andernfalls
liegt ein periodischer Orbit vor.

Was geschieht nun mit dem invarianten Torus Mg bei vorhandener Kopplung? Fiir kleine
Kopplung |e] < e, liefert die analytische Storungstheorie eine Existenzausssage fiir den
gestorten Torus M. (vgl. Lorenz (1991)):

Satz 7.14
Zu jedem s € {1,2,3,...} existieren eine Schranke €, > 0 und eine C°-glatte Funktion
us : T? x (—¢s,65) — R?, mit der die Mannigfaltigkeit

Me = {(6,u) |u=us0,¢), 8 € T?, |e| <es}

invariant unter dem System (7.28) fiir |e| < &5 ist.

Bei weiterem Anwachsen der Kopplung |¢| muss allerdings mit dem Zusammenbruch des
Torus gerechnet werden, der dann in der Regel in eine periodische Bewegung iibergeht.
Um die Klasse der numerisch zu behandelnden Probleme nicht unnétig einzuschrénken,
wollen wir fiir allgemeine nichtlineare Systeme in partitionierter Form (7.21) die folgende
Voraussetzung treffen:

Voraussetzung 7.15 (Existenz)
System (7.21) besitzt einen lokal eindeutigen invarianten p-Torus M, der in der Form
(7.20) mit einer C*(TP)-Funktion u(0) parametrisierbar ist (s > 2).

Fiir derartige p-Tori lassen sich Stabilitdtsbegriffe einfithren, die sich an der Ljapunov-
Stabilitat von Orbits orientieren, nun aber den gesamten Torus M betreffen.
Die euklidische Lénge des Vektors 6 = (1,...,6,)T auf dem Torus TP sei durch

|| € |ltr = min || 8 mod 27 || (7.30)

definiert, und (6, u:) sei die Losung des partitionierten Systems (7.21) mit den Anfangs-
werten 6(0) = 6p und u(0) = ugp. Den Abstand d; eines Punktes (0, u:) vom Torus M
in T? x R? fithrt Samoilenko (1991) in der Form

de = min{] 0 — 0 3 + || ue —u(0) |*}2 (7.31)

ein. Damit lassen sich folgende Begriffe definieren:
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Definition 7.16 (Stabilitdt von Tori)

i. Ein invarianter Torus von (7.21) heiit stabil, wenn zu jedem € > 0, € R, ein
0 = d(e) > 0,0 € R, existiert, so dass fur alle Losungen (6¢,ut) von (7.21) mit
do < 6 gilt: di < ¢ fiir alle ¢t > 0.

ii. Ein invarianter Torus heifit asymptotisch stabil, wenn er stabil ist und ein
do > 0, dp € R, existiert, so dass fiir alle Losungen (8¢, wu+) von (7.21) mit do < do
gilt: d¢ < do fir alle t > 0 und

lim d; = 0. (7.32)

t——+o0

Ein invarianter Torus der nicht stabil ist, wird als instabil (unstable) bezeichnet. Eine
genauere Aussage beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit in (7.32) liefert folgende

Definition 7.17 (Exponentielle Stabilitét)
Ein invarianter Torus heifit exponentiell stabil, falls er stabil ist und ein §; > 0 existiert,
so dass fiir jede Losung (0, u¢) von (7.21) mit do < 1 die Ungleichung

di < K-e7t=%)gq,  t>1¢ (7.33)

fiir positive, von to und do unabhéngige Konstanten v und K und to € [0, 0o) erfiillt ist.

Aus dieser Definition folgt sofort, dass jeder exponentiell stabile Torus auch asympto-
tisch stabil ist. Stabilitdtsnachweise anhand dieser Definitionen sind bei konkreten DGL-
Systemen (7.21) meist nicht moglich. Die in den vorhergehenden Kapiteln benutzten
algebraischen Stabilitdtskriterien mittels der Eigenwerte der

m Jacobi-Matrix im Falle von Gleichgewichtslosungen (Kapitel 5) bzw.
m  Monodromiematrix (Floquet-Multiplikatoren) fiir periodische Losungen (Kapitel 6)

stehen bei invarianten p-Tori allerdings nicht zur Verfiigung.

7.2 Parametrisierung invarianter Tori

Nachfolgend wird eine Bestimmungsgleichung fiir invariante p-Tori hergeleitet, die es
gestattet, diese Mannigfaltigkeiten direkt und weitgehend unabhéngig von den darauf
verlaufenden Orbits zu approximieren. Dieser Zugang erweist sich speziell bei 2-Tori
praktikabel und soll dafiir algorithmiert werden.
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7.2.1 Eine Invarianzgleichung fiir invariante Tori

Nach der Transformation in (6, u)-Koordinaten wollen wir eine Bestimmungsgleichung
fiir den invarianten Torus

M={0,u) |u=u(d), 0 €T, ueR?} C TP xR? (7.34)
gewinnen. Diese Mannigfaltigkeit ist jedoch genau dann invariant unter dem Fluss des
Systems

dé du

- = Q —_— =

7 (6,u), o R(6,u),

wenn zu jedem Punkt (6, u) € M der Vektor (Q(6,u), R(0,u))T € R? xR im Tangenti-
alraum Ty ,,) M von M liegt. Da dieser Unterraum durch die p Vektoren t1,t2,. .., tp mit
T

Our  Oug

gur R? x R
20, a0, | €%

tw = | 0,0,...,1,...,0,0,

k-ter Einheitsvektor

aufgespannt wird, stellen wir (Q(6,u), R(6,u))” als Linearkombination dieser Vektoren

- Q(60,u) ‘ . :
Zak(é,u)tk = mit Koeffizientenfunktionen (6, u)
k=1 R(6,u)

dar. Einsetzen der ty liefert unmittelbar oy (0,u) = Qk(0,u) fir k& = 1(1)p. Die zu
bestimmende Funktion v = (u1,...,uq) : TP — R? 16st damit das System partieller
Differenzialgleichungen (PDGL) 1. Ordnung mit ¢ Gleichungen

p
ZQk(e,u)@ — R(O,u), OeT”. (7.35)
2 05

Da sowohl die Koeffizientenfunktionen (0, w), k = 1(1)p, als auch die rechten Seiten
Ri(0,u), k = 1(1)g, von den Groflen 61,...,0p,u1,...,uq abhéngen konnen, ist das
System quasilinear. Zudem sind die skalaren Koeffizientenfunktionen Q (6, u) in allen ¢
Gleichungen identisch, so dass (7.35) ein PDGL-System mit gleichem Hauptteil darstellt.

Geméf der Theorie partieller DGL (vgl. z. B. Courant und Hilbert (1968)) ist dieses
PDGL-System dem charakteristischen DGL-System

db;
dt
duk
dt

= Q(0,u) , j=11)p
(7.36)

Rr(0,u) , k=1(1)q
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dquivalent. Dies bedeutet insbesondere, dass jede C'-Torusmannigfaltigkeit M unter dem
Vektorfeld (Q(6,u), R(6,u))” genau dann invariant ist, wenn die C'-Funktion u(#) dem
quasilinearen System (7.35) fiir 6 € TP geniigt. Beschranken wir 6 auf das p-dimensionale
Intervall [0, 27]?, so sind periodische Randbedingungen fiir die Torusfunktion u(6)

u(el,...,ej,l,ej,...,ep) = u(91,.‘.,9j,1,9j —|—27T,.‘.,9p) , ] = ].(1)p (737)

hinzuzufiigen. Der gesuchte p-Torus M kann dann als numerische Losung des Randwert-
problems (7.35),(7.37) bestimmt werden.

Beispiel 7.18
1. Das System zweier linear gekoppelter Van-der-Pol-Oszillatoren aus Beispiel 7.12 fiihrt
mit den dort definierten Funktionen 1, Q2 und u1,u2 auf das PDGL-System

Q1 (61,62,u1,u2) +Qz(91792,u1,u2) = Ri1(61,602,u1,u2)
(7.38)

(01,92,u1,u2) +QQ(91,92,U1,U2) R2(01,02,u1,u2)

mit den Torusbedingungen
u1 (61, 02) = w1 (61 + 2, 02), u2(01,02) = u2(01 + 2m, 02),
U1 (91, 92) = U1(91,02 + 271'), uz(91,02) = uz(91,92 + 271').

2. Das einfache partitionierte System (7.28) liefert ebenfalls eine derartige quasilineare
PDGL, die im entkoppelten Fall (¢ = 0) zur Darstellung

o 21 B
Wigg, T Qazl = w(l - ui)
2 (7.39)
8 +w Qus _ ua(1 —u2)
“To0, T80, — M2 2

fithrt. Die Losung u1(61,62) = u2(6,62) = 1 auf dem Intervall [0, 27])? geniigt trivialer-
weise den Torusbedingungen. [ |

Eine Approximation von M entlang der Charakteristiken ist zwar mdglich, indem wir
das charakteristische System (7.36) als Anfangswertproblem integrieren. Dieser Zugang
besitzt jedoch betrichtliche Nachteile in folgenden Féllen:

m Ist der Torus kein Attraktor, so erhalten wir numerisch keine auf M verlaufenden
Orbits. Auch bei ,schwach* attraktiven Tori ist der Zugang ineffizient.

m Sind die Basisfrequenzen rational abhéngig, so ist der Torus nicht ergodisch und die
berechneten quasi-periodischen bzw. periodischen Orbits fiillen den Torus nicht dicht.

Durch die — numerisch zwar ungleich aufwéndigere — Integration der PDGL mit den
Torusbedingungen kénnen wir uns von diesen Einschrankungen weitgehend befreien.
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Beispiel 7.19

Fir das System von W. F. Langford aus Beispiel 5.1 mit den Konstanten w = 3.5,
0 =0.25, 8 = 0.7 und dem Kontrollparameter ¢ liefert die Integration der gewohnlichen
DGL die in Abbildung 7.7 dargestellten Orbits. Wahrend fiir € = 0 der Orbit den ergo-
dischen Torus dicht fiillt, gewinnen wir bei € = 0.06 keine wesentliche Information {iber
die Mannigfaltigkeit. [ ]

Abb. 7.7 Langford-System des Beispiels 6.26: Orbits fiir ¢ = 0 (links) und &€ = 0.06 (rechts)

Die numerische Losung der p-dimensionalen PDGL (7.35) stellt fiir p > 2 und grofle
Systemdimension ¢ ein ernstes Problem dar. In den vergangenen Jahren wurden unter-
schiedliche Ansétze entwickelt und im Falle von 2-Tori erfolgreich erprobt. So erfolgt die
Lésung der Torusgleichungen (7.35), (7.37) auf T? durch

m  Finite-Differenzen-Methoden auf einem diskretisierten Torus T}, mit Schrittweiten
h = (hi,h2,....,hp) im Falle p = 2 in Arbeiten von Dieci et al. (1991), Dieci und
Bader (1992) sowie Moore (1996),

m cine Charakteristikenmethode fiir hyperbolische DGL-Systeme im Falle p = 2 bei Die-
ci und Lorenz (1995). Die Methode kann als diskretisierte Version der sogenannten
Graph-Transformation interpretiert werden.

m Die Losung der Torusgleichungen auf TP~! x [0, 27r] wird von Bernet und Vogt (1994)
sowie Bernet (1995) mit einem verallgemeinerten Schiefverfahren fiir hyperbolische
PDGL bewaltigt.

m  SchlieBllich wurden auch Fouriermethoden auf T? bei Mingyou et al. (1997) sowie Chen
und Leung (1998) mit Erfolg eingesetzt.

Um eine Losung w(61,62,...,0p) der p-dimensionalen PDGL (7.35) numerisch mit
vertretbarem Aufwand zu erhalten, ist eine Problemreduktion auf einen (p — 1)-
dimensionalen Torus wiinschenswert, weil sich dadurch der Rechenaufwand erheblich
verringern lasst. Insbesondere geht im praxisrelevanten Fall p = 2 die Aufgabe in eine
gewohnliche DGL iiber, fiir die umfangreiche Verfahren und Software verfiigbar sind.
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Wir treffen dazu folgende Voraussetzung, die in der Regel héufig erfiillt ist:

Voraussetzung 7.20
Es ezistiert ein j € N mit 1 < j < p, so dass die Funktion Q;(0,u) # 0 fir alle
(0,u) € TP x D mit D C RY ist.

Durch einfaches Umnummerieren lésst sich stets j = p erreichen. Wir dividieren sédmt-
liche Gleichungen der PDGL (7.35) durch Qp(6,u), womit in dieser ,normalisierten
Gleichung nunmehr Q,(0,u) = 1 ist. Somit kann 0, := ¢ gesetzt und mit der Zeitvaria-
blen ¢ identifiziert werden. Die verbleibenden p — 1 Variablen bezeichnen wir wiederum

abkiirzend mit 6 := (01,...,0p,—1) und erhalten so die normalisierte Darstellung der
PDGL
-1
ou 3 ou
e Q. _— = 4
5 T Z i(6,t Wz = ROt ) (7.40)
j=

mit den durch Q,(0,t,u) dividierten Funktionen fir j =1,2,...,p—1

Qj (9, t, u)
Qp(0,t,u)

R(0,t,u)

Q;(0,t,u) = SNCARDE

und R(6,t,u) :=

Die Torusbedingungen (7.37) lauten nunmehr entsprechend diesen Bezeichnungen

w(@1,...,0;-1,05,...,0p—1,t) = w(01,...,0;-1,05,...,0p_1,t+ 2m),
w(O1,...,0;-1,05,...,0p_1,t) = u(b1,...,0;-1,0; +2m, ..., 0p_1,t), (7.41)
fir j=1(1)p— 1.

Periodisch erregte Systeme

Eine wesentliche Problemklasse bilden die bereits in Kapitel 6 ausfithrlich betrachteten

nichtautonomen dynamischen Systeme
dx n n
o = @), [iRTXR —R (7.42)
mit periodischer Erregung in ¢. Nach einer eventuellen Zeittransformation kann die Pe-

riode stets mit T' = 27 vorausgesetzt werden, d. h. f(z,t+ 27) = f(=z,t) fir alle (z, ).
Identifizieren wir 6, mit ¢, so ergibt sich nach Transformation ein partitioniertes System

0; = Qi(0,t,u), i=1(1)p—1
0, = 1 (7.43)
w = R(6,t,u)

fir (0,t) € TP. Hieraus folgt unmittelbar die normalisierte Darstellung (7.40), die damit
bei periodisch erregten DGL stets erreicht wird.
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Beispiel 7.21
Das System 6.4 von Philippow und Biintig (1992) eines subharmonisch reagierenden
elektrischen Netzwerkes

i—e(1—a®—i%)i 4z + b4z’ — 3z) = B - cos 3t (7.44)
mit Parametern €,b, B > 0 und Erregungsperiode Ty = %’T wurde bereits in Kapitel 6
auf 3-fach subharmonische periodische Losungen mit T' = 3Ty = 27 hin untersucht. Nun
wollen wir fiir verschiedene Werte der Erregungsamplitude B analysieren, ob (i) diese
Losungen auf invarianten 2-Tori liegen und (ii) quasi-periodische Orbits auftreten.
Die DGL 2. Ordnung kann leicht in das System 1. Ordnung

T =y
g = e(l—2>—y*)y—ax—b4z> —3z) + Bceos3t ,

iberfithrt werden. Wir transformieren dieses periodisch erregte System mittels
xr = ucosby, y = usinf;

in Polarkoordinaten und setzen t = 2. Das entstandene partitionierte System

% = e(1- u2) sinf; cosf1 — 1 — bcos® 91(4u2 cos® 07 — 3) + chos 0, cos 365
u
= Q(61,02,u)
do2
@ - 7.45
dt (7.45)
% = e(1- uz)u sin” 01 — bsin 01 (4u> cos® 01 — 3u cos 01) + Bsin 61 cos 3602

= R(01,02,u)
besitzt offenbar die Gestalt (7.43) mit p = 2 und ¢ = 1. Der im Parameterbereich
0<e<5.0,0< B <1.0 gesuchte invariante 2-Torus wird somit durch die PDGL

ou ou
8702 + 9(01,927'[1)8701 = R(91,92,u) (746)

mit den in (7.45) erhaltenen Funktionen €2, R und den Torusbedingungen
U(91, 02) = u(91 + 27, 92), u(01, 92) = u(01, 0o + 271') (747)

beschrieben. Die Gleichung (7.46) ist bereits in normalisierter Darstellung (7.40), so dass
keine weiteren Umformungen notwendig sind. |
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7.2.2 Basisdiskretisierungen von 2-Tori

Wenden wir uns nun der numerischen Losung des Problems (7.40) mit Periodizitatsbe-
dingungen (7.41) zu. Wenn wir — wie bei partiellen DGL iiblich — ¢ als ,Zeitvariable*
und 6 als ,Ortsvariablen® auf dem Grundgebiet D = [0,T]” mit T = 27 interpretie-
ren, so stellt die PDGL ein quasilineares hyperbolisches System 1. Ordnung dar, dessen
Losungen allerdings die Randbedingungen fiir j = 1(1)p — 1

w(B1,...,0;-1,0,041,...,0p—1,t) = u(b1,...,0;-1,T,054+1,...,0p—-1,t),

(7.48)
sowie w(01,...,0p-1,0) = u(O1,...,0p—1,T)

auf dem Rand &D erfiillen miissen. Dazu fassen wir bei festem Wert ¢ € T! die Funktion
u(0,t) als Element des Banach-Raumes C"-glatter Torusfunktionen in p — 1 Variablen
B, = {ve CT(TP717RQ) | w(f1,...,05-1,05,0541,...,0p—1,1) =
= u(fy,..., 0;-1,0; +T,0;11,... ,0p—1,t), j=1(1)p—1}
mit r > 2 auf und bezeichnen fiir festes ¢ die Elemente dieses Funktionenraumes mit

v(t) := u(f,t). Sodann fiihren wir den Differenzialoperator F : B, x T' — B, mit
1 < s < r ein, der durch

= du(d, t
Fo,t) = =Y Q;(0,t,u(0,1t)) ua(af )4 R0, 1, u(0,1)) (7.49)

definiert wird. Beachten wir anschliefend die Abhéngigkeit der Abbildung v(t) = u(6,t)
von t, so ergibt sich bei variablem Wert ¢ eine Banach-Raum-wertige Funktion
v € C"([0,T],B;). Damit kann (7.40), (7.41) &quivalent durch das Zweipunkt-
Randwertproblem (RWP)

dv
di

flir v beschrieben werden. Die Periodizitat der Funktionen 2 und R beziiglich ¢ iibertragt

= F(v,t), v(0) = o(T) mit T = 27 (7.50)

sich wegen u € C"(TP) geméfl Voraussetzung auf den Operator F mit
F(u,t+T) = F(v,t), teT, (7.51)
womit (7.50) als periodisch erregtes System betrachtet werden kann.

Bemerkung 7.22

Da (7.50) wegen der Wahl der Banach-Raume B, lediglich eine Umformulierung der ur-
spriinglichen Aufgabe darstellt, entspricht jede periodische Losung v* von (7.50) genau
einer Toruslosung v* von (7.40) und umgekehrt. Voraussetzung 7.15 sichert somit zusam-
men mit Voraussetzung 7.20 die Existenz einer periodischen Losung v* des Zweipunkt-
Randwertproblems. Zudem folgt auch die stetige Differenzierbarkeit von F beziiglich v
und ¢ im Sinne von Fréchet. |
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SchieBverfahren

Als Losungsverfahren fiir das RWP (7.50) bietet sich die Riickfithrung dieser Aufgabe
mittels des Schiefiverfahrens 6.6 aus Kapitel 6 an, das nun nicht im endlichdimensionalen
Raum R"™, sondern im unendlichdimensionalen Banach-Raum B ausgefiihrt wird. Wir
betrachten dazu das entsprechende AWP

dv
i F(v(t),t) , v(0) = s€Br (7.52)

fir ¢ € [0,7]. Gesucht ist ein Element s* € By, mit dem die Periodizitatsbedingung
v(0) = v(T) = s* erfiillt ist. Wir wollen wie in Kapitel 6 davon ausgehen, dass fir
Anfangselemente s in einer hinreichend kleinen Umgebung U (s™) um s* dieses AWP eine
eindeutige Losung auf ganz [0, 7] besitzt. Bezeichnen wir mit v(¢; s) diese Lésung fiir
festes s € By, so ldsst sich auf U(s*) die Abbildung

g(s) = v(T;s) —s, g :U(s) C B — B, (7.53)

definieren. Offenbar ist v™(0) = s* genau dann eine gesuchte Anfangsbedingung von
(7.52), wenn s* die Gleichung

g(s) == v(T;s)—s =0 (7.54)

16st. Zur Bestimmung asymptotisch und speziell exponentiell stabiler Tori kann dafiir die
Fixpunktiteration (Picard-Iteration) eingesetzt werden. In diesen Fillen ergeben sich die
Fixpunktiterierten in der Form

sEHD = (15, k=0,1,2,... (7.55)

Nach Diskretisierung des Operators F entstehen — insbesondere bei 3-Tori — Probleme
grofler Dimension, wofiir Newton-Verfahren sehr aufwandig werden. Deshalb wird von
Bernet und Vogt (1994) fiir die Bestimmung exponentiell stabiler Tori die wesentlich
aufwandsarmere Fixpunktiteration empfohlen.

Ist der Torus nicht asymptotisch stabil, so divergiert im Allgemeinen die Fixpunktite-
ration, d. h. in diesen Féllen muss man Newton- oder Newton-dhnliche Verfahren ein-
setzen, um die Konvergenz zu erzwingen. Da bei der hier betrachteten Problemstellung
die Fréchet-Ableitung ¢’ (s) nicht explizit verfiighar ist, ist man auf deren Approximation
angewiesen. Dabei verwendet man eine als Steigung oder dividierte Differenz bezeichnete
Approximation Ag : U(s*) xU(s*) C By x Br — L(B;) von g’, wobei L(B;) den Raum
der linearen Abbildungen von B, in B, bezeichnet und U(s™) eine offene Umgebung von
s in B, ist. Details findet man u. a. bei Bernet (1995). Das einfache Schieffverfahren
im Banach-Raum B, erhélt damit die abstrakte algorithmische Form 7.23. Dieser Algo-
rithmus bedarf allerdings noch einer Diskretisierung, wofiir Finite-Differenzen-Methoden
(FDM) und Finite-Elemente-Methoden (FEM) geeignet sind. Wir werden uns nachfol-
gend auf FDM beschrénken; zu FEM verweisen wir auf Hoffmann et al. (2006).
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ALGORITHMUS 7.23 (Schiefverfahren fiir Tori)
Function [s*] = shooting_tori (F, T, tol, kmax)

1. Wihle 59 € U(s*) C B..
2. Fir k=0,1,...,kmax iteriere:
2.1. Lése AWP (7.52) mit v(0) = s'*) und bestimme v(t; s®)) auf [0, T].
2.2. Definiere g(s™®)) := v(T;5s®)) — s*) in B,.
2.3. Bestimme eine Approximation A®*) := Ag(s(k), A(k)s)
der Fréchet-Ableitung ¢’ (s(®)).
2.4. Lése in B, das lineare Gleichungssystem A" d(F) = —g(s(F)
und berechne s**1) .= (k) 4 g(k),
2.5. Ist ||[d®)|),. < tol, so setze s* := s***1) und gehe zu Schritt 3.

3. Return s*

Basisdiskretisierungen 1. Ordnung
In der nachfolgenden Darstellung beschranken wir uns auf den praxisrelevanten Fall von
2-Tori mit der Variablenbezeichnung (6,t) € T2, System (7.40) erhélt dann die Form

ou ou _ 2
5 TQO.Lw)ss = R@.tw), (BT (7.56)

mit Q: T2 xR? - R, R:T? x R? — R? und den Torusbedingungen
w(0,t) =u(@+2m,t), wu(b,t) =u(d,t+ 2m).

Das zu losende zugehorige AWP (7.52) lautet entsprechend

% _ —Q(&,t,u)% L R(O,t,0), u(6,0) = s(8) € C"(TY). (7.57)

Wir diskretisieren nun den Standardtorus T? mit §-Schrittweite (der ,Ortsschrittweite®)
h > 0 und ¢-Schrittweite (der ,Zeitschrittweite“) 7 > 0, wobei wir 7/h = const vor-
aussetzen und deshalb h als Diskretisierungsparameter betrachten konnen. Der diskrete
2-Torus ist die Menge

Th = {(0j,tn) | 0; = jh,tn =n7, j =0(1)J —1, n.=0(1)N — 1}. (7.58)

Ein Einschrittverfahren beziiglich der Zeitvariablen ¢ berechnet Naherungswerte auf der
(n 4 1)-ten Zeitschicht t,41 aus den Losungsnidherungen der n-ten Schicht ¢,. Auf den
Gitterpunkten (6;,t,) lassen sich zahlreiche explizite und linear implizite FDM 1. Ord-
nung zum AWP (7.52) in der allgemeinen Darstellung

1 1
> ShO tau )iy = > SO, tn,uf | = RO, tn,uf) =0 (7.59)

p=—1 p=-1

3
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mit den Gitterfunktionen uj ~ wu(6;,tn) angeben. Offenbar stellt dieses Verfahren ein
0-Punkt-Differenzenschema dar, bei dem die drei Losungswerte u"ﬂl,u"H,u?Ll auf
der (n + 1)-ten Zeitschicht ¢,41 aus den drei Werten u}_;,u},u};, der n-ten Schicht

ermittelt werden (vgl. Abb.7.8). S € R7*? und S, € R?*? mit p = —1,0, 1 sind sechs

tn

042

» 0

Abb. 7.8 6-Punkt-Differenzenschema: Lésungswerte auf den Zeitschichten t,, und t,+41

Diagonalmatrizen mit Argumenten auf der Zeitschicht ¢,. Eine wesentliche Eigenschaft
derartiger Verfahren wird durch folgende Definition beschrieben:

Definition 7.24 (FDM von positivem Typ)

Ein durch (7.59) gegebenes Finite-Differenzen-Verfahren (FDM) heifit von positivem Typ,
wenn die drei Matrizen S, (0,t,u), p = —1,0, 1, fiir alle (0, t,u) € T? xR? mit |lul < M
und konstantem M > 0 ausschlielich nichtnegative Elemente besitzen.

Ein allgemeiner Konsistenz- und Konvergenzsatz sowohl fiir explizite als auch linear im-
plizite Verfahren 1. Ordnung der Form (7.59) wurde von Bernet (1995) bewiesen. Mit
allen Voraussetzungen lautet er:

Satz 7.25 (Konsistenz und Konvergenz)

Ein Finite-Differenzen-Verfahren (7.59) zum AWP (7.57) geniige folgenden Vorausset-
zungen:

i. A:=7/h= const

ii. Q(,t,u) € C3(T? x R4, R), R(9,t,u) € C*(T? x R?,RY)

iii. (7. 57) besitzt eine lokal emdeutlge Losung u € C?(T?, R?)

iv. Z Su(0,t,u) =1, Z S5 (0,t,u) =1 mit Einheitsmatrix I,
p=-—1
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1
ve > u(S;(0,t,u) —Su(0,t,u)) = AC mit C = diag(c;)
p==—1
und ¢ = Q(0,t,u), i =1(1)q.
Dann ist das Verfahren konsistent in h und 7 mit der Ordnung 1. Gilt weiterhin:

vi. (7.59) ist von positivem Typ, die Diagonalmatrizen Sj,, = —1,0, 1, sind
Lipschitz-stetig in « mit der zuséatzlichen Bedingung, dass zwei der drei
Matrizen S}, nur Diagonalelemente (s;,)x <0, k = 1(1)g, besitzen und

vii. beziiglich der Anfangswerte sei || u) — s(6;) [lo< Koh fiir alle j >0,

h < ho, Ko > 0 erfiillt,

so konvergiert (7.59) auf T7 mit der Ordnung 1, d. h.

| €7 llo = || 2§ — 2(tn; 0;) oo < Kh, K >0 firalle jn.

In dieser allgemeinen Verfahrensdarstellung (7.59) sind alle nachfolgend behandelten ex-

pliziten und linear-impliziten 6-Punkt-Schemata enthalten.

Explizite Verfahren vom Upwind-Typ
Bei diesen Verfahren wird die Matrix C(0;,tn,u}) in die Summe einer Matrix
C*(0,tn,u}) mit nur positiven Elementen und einer Matrix C~ (6, tn,u}) mit nur

negativen Elementen zerlegt:
C(0,tn,u}) = CT(0;,tn,u}) + C (0, tn, uf). (7.60)
(a) Das ezplizite Courant-Isaacson-Rees Verfahren (CIR-Verfahren) ergibt sich mit
Ct = diag (;(CH— | ¢ |)) >0, C~ = diag (;(Ci— | ¢ |)) <0. (7.61)

(b) Das explizite glatte Upwind-Verfahren entspricht der allgemeinen Darstellung
1 _ 1
Ct = diag <2(ci —|—<I)(ci))> >0, C = diag <2(ci - CD(cﬂ)) <0, (7.62)

mit der Funktion ®(d) := v/6%2 + d? und konstantem ¢ # 0. Offenbar stellt das CIR-
Verfahren den Grenzfall fiir 6 — 0 mit ®(d) = |d| dar. Die Diagonalmatrizen S, and
S}, , p=—1,0,1, besitzen fiir alle expliziten Verfahren vom Upwind-Typ die Form

S_1=xCT, 5% =0
So =I-XCT+xC™, S5=1I (7.63)
S =-\C7, ST =0.

Nach Einsetzen dieser Matrizen in (7.59) ldsst sich das explizite Upwind-Verfahren in
der klassischen FDM-Notation mit ®(d) = V62 + d?, § # 0, angeben:
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A n n n
= uj R0t ui) (Wi — ujpa) +
A n n n n
+ Eé(Q(QJ,tn,uJ ))(Uj,1 — QU,] + Uj+1) + (764)

+ TR0, tn,uy), j=0(1)J—1.

Wie man leicht erkennt, wird neben den Differenzenapproximationen der 1. Ableitungen
nach ¢t und 6 ein kiinstlicher Diffusionsterm 2. Ordnung eingefiihrt und durch einen
zentralen Differenzenquotienten approximiert. Das Differenzenschema zur Berechnung
von u;-H'l ist in Abbildung 7.9 dargestellt.

ln+t1
Abb. 7.9 Differenzensche-
ma des expliziten Upwind-
tn und Friedrichs-Verfahrens

0j+1

(c) Beim expliziten Friedrichs-Verfahren wird die Matrix C(6;,tn, v} ) nicht zerlegt, und

die Diagonalmatrizen S, and S}, , = —1,0, 1, besitzen nun die Form
S_p = %(14—)\0), St =0
So =0 , So =1 (7.65)
S1 = (1-20), )

In der iiblichen Notation fiir FDM erkennt man, dass bei diesem Verfahren an Stelle des
Funktionswertes u der gemittelte Wert % (u? 1+ u?_l) benutzt wird:

Uj+1 — 5 (uj+1 + Uj_l) + EQ(GJ,tn’u]) (uj—l — Uj+1> +7'R(9j,tn,’uj‘ ) (766)

n
J
fahren die neuen Werte fiir j = 0,1,2,...,J — 1 leicht bestimmt werden. Eine spezielle

Wenn die Losungswerte u; auf der n-ten Zeitschicht vorliegen, kdnnen mit beiden Ver-
Randapproximation in der Umgebung von 6o = 0 und 6 ;_1 = 27 — h ist nicht erforder-
lich, wenn alle Rechnungen beziiglich des Index j modulo J ausgefithrt werden.

Fiir die beiden Verfahren (7.64) und (7.66) sind geméf} ihrer Konstruktion die Vorausset-
zungen (iv) und (v) des Konvergenzsatzes 7.25 erfiillt, womit ihre Konsistenz gesichert
ist. Um auch die Voraussetzung (vi) zu garantieren, bedarf es einer CFL-Bedingung:*

!'Die CFL-Bedingung ist nach den Mathematikern R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy be-
nannt, die sie 1928 einfiihrten.
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Satz 7.26
Auf der Menge G = { (6,t,u) | (,t) € T?, || u ||[< M, M € R, const} sei die
Schrittweitenbedingung (Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl, CFL-Bedingung)

1
< — i D = (0,1, .
A< D mit mgxig%fgq | ci(6,t,u) | (7.67)

erfiillt. Dann sind das explizite CIR-Verfahren und das explizite Friedrichs-Verfahren von

positivem Typ. Ist jedoch die scharfere CFL-Bedingung

1
A< —— .
- 1/62_’_1)2

erfiillt, so ist auch das explizite glatte Upwind-Verfahren von positivem Typ.

§#0, (7.68)

Beweis: (a) CIR-Verfahren: Auf Grund von (7.61) und (7.63) gilt sofort S—1 > 0 und

S1 > 0. Die Diagonalelemente s§ , i = 1(1)q von Sp lassen sich in der Form
i A A
s6 = 1—§(ci—l—|ci |)—|—§(ci—|ci N =1-A|e|>1-AD

abschétzen. Daraus folgt wegen A < 1/D unmittelbar So > 0.
(b) Explizites Friedrichs-Verfahren: In diesem Fall gilt So = 0. Fiir die Diagonalelemente
si,i=1(1)q, von Si erhalten wir die Abschiitzung

si= 3(1-Ae) > 2 (- Alei]) > S (1-AD),

| =

woraus wegen A < 1/D sofort S1 > 0 folgt. Fiir die Diagonalelemente s* 1, i = 1(1)q,
von S_1 gilt

i 1 1
Z, :*1 i>71_ 73 5
sty = S(4+2e) 2 S(1=A e )

womit analog zu S1 folgt, dass auch S_; > 0 erfiillt ist.
(c) Explizites glattes Upwind-Verfahren: Aus ®(d) >| d | folgt sofort S—1 > 0 und
S1 > 0. Analog zu (a) zeigen wir fiir die Diagonalelemente s, i = 1(1)g, von So

sh = 1=AD(c;) = 1—M\/02+¢c2>1- X624 D2,

woraus wegen A < 1/4/02 4+ D? unmittelbar So > 0 folgt. O
Bei allen drei expliziten Verfahren sind die Diagonalmatrizen S;,, p = —1,0, 1, unab-

héngig von u und damit stets Lipschitz-stetig beziiglich u. Ist also zusétzlich die CFL-
Bedingung (7.67) bzw. (7.68) erfiillt, so sind die Verfahren fiir geeignete Startwerte geméaf
Voraussetzung (vii) des Satzes 7.25 konvergent.
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Linear implizite Verfahren vom Upwind-Typ

Wenn die Funktion Q(6,t, u) betragsgrofl wird, so reduziert die CFL-Bedingung des Sat-
zes 7.26 die t-Schrittweite T gegeniiber der 6-Schrittweite h mitunter um Gréflenordnun-
gen. Dann empfehlen sich implizite Verfahren, die ohne diese einschriankende Bedingung
auskommen. Allerdings entsteht nun auf jeder Zeitschicht ein nichtlineares Gleichungs-
system, dessen Losung mit wachsender Dimension sehr aufwindig wird. Um dies zu
vermeiden, wenden wir das Prinzip der eingefrorenen Koeffizienten an, indem die Werte
aller Koeffizientenfunktionen und rechten Seiten auf der zuletzt berechneten Zeitschicht
tn ermittelt und dort ,eingefroren“ werden. Dadurch entstehen linear implizite Verfah-
ren, bei denen pro Zeitschicht lediglich ein lineares Gleichungssystem zu l6sen ist.

Wie bei den expliziten Verfahren vom Upwind-Typ zerlegen wir dazu die Matrix
C(Oja tn: U;L) = C+ (GJ')t'ﬂa u;L) + C_ (93‘, tn, u?)

mit den beiden Matrizen C(6;,tn,u}) und C~(6;,tn,u}). Diese geniigen den Bezie-
hungen (7.61) fiir das CIR-Verfahren bzw. (7.62) fiir das glatte Upwind-Verfahren mit
der Funktion ®(d) := /02 + d2, § # 0, const.

Die Diagonalmatrizen Sy, und S}, , p = —1,0, 1, erhalten dann fiir alle linear impliziten
Verfahren vom Upwind-Typ die Form

S_1=0, S* = —xCT
Sy = I, Sg = I-XC™ +ACT (7.69)
S; =0, St = AC™.

Setzen wir diese Matrizen in die allgemeine Darstellung (7.59) ein, so gewinnen wir die
iibliche FDM-Notation fiir das linear implizite Verfahren vom Upwind-Typ:

n n A n n+1 n
W = uy  + 59(0j7tn,uj')(ujj—1 —uji_ll)—l—
A n n n n
+ SO t uf)) ()T — 20+l + (7.70)

+ TR(Oj,tn,u;), j=0(1)J—1.

Mit ®(d) = |d| ergibt sich auch hier das linear implizite CIR-Verfahren als Grenzfall.

Wie man aus (7.70) und dem Differenzenschema zur Berechnung der Werte u;’j ;LH

und u?frrll auf der (n + 1)-ten Zeitschicht in Abbildung 7.10 erkennt, ist nun ein linea-

res Gleichungssystem mit Block-tridiagonaler Koeffizientenmatrix zu 16sen. Mit je einer

1
1, U

Vorwérts- und einer Riickwértselimination pro ¢-Schritt verdoppelt sich lediglich der nu-
merische Aufwand gegentiber den expliziten Verfahren.

An den drei Matrizen S, p = —1,0,1, in (7.69) ist sofort erkennbar, dass das Verfahren
fiir alle A > 0 von positivem Typ ist. Zudem sind die Diagonalmatrizen S};, 4 = —1,0,1,
Lipschitz-stetig beziiglich u, und wegen der Darstellung (7.62) von C und C~ gilt
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‘\ tn—i—l
\\ Abb. 7.10 Differenzensche-
\\\ ma des impliziten Upwind-
‘ tn und CIR-Verfahrens

0j—1 0; 0j+1

weiterhin S*; < 0 und ST < 0. Somit ist das linear implizite Verfahren vom Upwind-
Typ unter den Voraussetzungen (i)—(iii) des Satzes 7.25 konsistent und mit geeigneten
Startwerten geméafl Voraussetzung (vii) auch konvergent.

7.2.3 Ein parametrisch erregtes elektrisches Netzwerk

Als Anwendungsbeispiel wollen wir das in Abbildung 7.11 dargestellte parametrisch erreg-
te Netzwerk analysieren, das von Philippow und Biintig (1992) entwickelt wurde. Dieser
Schwingkreis beinhaltet eine Kapazitiat C, einen nichtlinearen Widerstand R und eine
lineare zeitverdnderliche Induktivitat L und wird auch als 2:1-Frequenzteiler genutzt.

ic iL

iRy Abb. 7.11 Ein parametrisch erregtes

— Netzwerk von E. Philippow mit nicht-

L Jlf ‘:E v(ot) linearem Widerstand und zeitveranderli-
Tc Ry /E\ cher Induktivitit. Die Kennlinie des Wi-
- derstandes ist annahernd kubisch und

[ L2ot)

besitzt Bereiche mit negativem Anstieg

Das Modell kann mittels der Knotengleichung ic + tr, + iz = 0 hergeleitet werden,
worin die drei Strome durch die Ausdriicke

dv
di’

ic=C TRy :blv3—b2’u, 17, id Ni (l—bsin2wt>

B Lo(1 + £ sin 2wt) ~ Lo 2
gegeben sind. v bezeichnet den Spannungsabfall iiber den Komponenten. Mit der Bezie-

hung % = v erhalten wir eine DGL 2. Ordnung fiir ¢(t), die nach einer Normierung
mittels x := /1o und ¢t := wt in die Form

i+ ai® — Bi+ (14 Bsin2t)z = 0 (7.71)

tibergeht. Die Parameter dieser DGL vom Mathieuschen Typ a =e—~B und 8= 5 - B
mit B,e € R werden so gewéhlt, dass die Systemantwort z(t) ein 2w-periodisches Signal
darstellt, d. h. die Frequenz des Eingangsignals B sin 2t wird halbiert. Die periodischen
Lésungen dieses Systems wurden von Hoffmann (1989) und Vogt et al. (2005) fiir Para-
meterwerte B = 0.1 und ¢ € [0, 12] einer Bifurkationsanalyse unterzogen.
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1.30
\ Abb. 7.12 Ldsungs-
1.05| 6 . 5 diagramm der peri-
- ) odischen Lésung von
1.20] T DGL (7.71): Fir e =
0.1 (Label 2) und
1.15] o e ~ 03 (Label
3) treten Periodenver-
1100 / dopplungen auf und
/ es zweigt jeweils ei-
1,05 / ne 2m-periodische Lo-
5 / sung von der trivia-
T S len Gleichgewichtslo-
1 f sung ab. Diese Losun-
0.95 gen verschmelzen bei
0.00 25 0.50 75 1.00 1.25 .50 1.75 2.00 €= 1.56081 (Label 5)

Fir 0.3 < € < 1.56081 besitzt System (7.71) vier periodische Losungen, zwei stabi-
le und zwei vom Satteltyp, die auf einem 1:2-resonanten invarianten Torus liegen. Fiir
€ > 1.56081 existieren quasi-periodische bzw. resonante Tori, abhédngig vom Verhéltnis
der Basisfrequenzen an e. Sind die Basisfrequenzen rational abhéngig, so sind in diesen
Gebieten alle Verfahren, die Quasi-Periodizitat voraussetzen, nicht anwendbar.

Das Bifurkationsdiagramm in der € — B-Ebene wird in Abbildung 7.13 dargestellt. Die
grauen Bereiche heiflen Arnold-Zungen. Fir Parameterwerte innerhalb solcher Arnold-
Zungen tritt ein sogenanntes phase-locking auf, d. h. auf dem Torus liegt ein stabiler und
ein instabiler periodischer Orbit. Die Diagramme in Abbildung 7.12 und 7.13 wurden mit
dem Programm AuT02000 von Doedel et al. (2002) erzeugt.

1.50Q

125

1.00
Abb. 7.13

bk ] 1:2 Das  Bifurkati-
onsdiagramm in
der ¢ — B-Ebene.

G50 1:3 Die grauen Be-

1:4 reiche zeigen die

0.25] Arnold-Zungen
der 1:2-, 1:3- und

0.00 | | | | 1:4-Resonanzen

0.0 2.5 5.0 7:5 10.0 12.5
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Um die DGL in die Form des Modellproblems (7.56) zu bringen, transformieren wir sie
in das System erster Ordnung

T1 = T2, @2 = —x1 + Bxo — azh — Bsin2t - z;. (7.72)
Analog zu Beispiel 7.21 fiihren wir Polarkoordinaten (61, u) mit
1 = ucosbi, To = wusinfq

ein und setzen t = 0. Mit der Abkiirzung cs = cos 01 sin 61 entsteht das partitionierte
System

do
dt
dbs
dt
du
dt

= fBes — sin®0; — au® sin® 0 cos 01 — (1 + Bsin 202) cos” 61 = Q(61, 02, u)
_ (7.73)

= wu(cs+ Bsin® 0;) — au®sin® 0; — u(1 4 Bsin202)cs = R(61, 62, u).

Der gesucht invariante Torus M wird dann durch die partielle DGL

U 01,00, 0) 2 = R(01,00,u),  (61,0) € T2 (7.74)
002 061
mit den in (7.73) definierten Funktionen 2, R beschrieben. Wir diskretisieren diese PDGL
mit dem linear impliziten Verfahren vom Upwind-Typ (7.70) auf einem (6, t)-Gitter der
Dimension 40 x 80 und wenden das SchieBverfahren fiir Tori (vgl. Algorithmus 7.23)

an. In Abbildung 7.14 werden die Torusquerschnitte, zuriicktransformiert in kartesische

56 8
[ 1
— — Ve ~.
y // \\\ (// \\ N
/ ~N / N,
/ AN !

/ N // N
/ \ “ \
r \ l *,
‘ .’ l |
\ \

\\ / / kN //

" /“/ \\, Y,
S A ™~ /
~. e ~. s
~ —] o ~ ~__] e

Abb. 7.14 Torusquerschnitte von System (7.74) mit (x) stabilen periodischen L3sungen sowie
(O) instabilen periodischen Lésungen
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(1, x2)-Koordinaten, fir den Parameterwert £ = 1.0 (links) und den kritischen Wert
e = 1.56081 (rechts) dargestellt. Die zuvor berechneten Stroboskop-Abbildungen P, P>
der periodischen Losungen vom Satteltyp und der stabilen periodischen Losungen Ps, Py
wurden ebenfalls eingezeichnet. Am kritischen Parameterwert € & 1.56081 verschmelzen

15
e=16 -
L e=30— |
1 e=60-
e=90 —
05 -
Yy 0
05 .
1, —
15 ‘

15 1 05 0 05 1 15
z
Abb. 7.15 Torusquerschnitte fiir Parameterwerte € > 1.56081
je eine stabile und eine Losung vom Satteltyp durch eine Sattel-Knoten-Bifurkation auf

dem Torus. Fiir € > 1.56081 existieren dann die in Abbildung 7.15 dargestellten invari-
anten Tori, deren Attraktivitdt mit wachsendem e zunimmt. In Abbildung 7.16 wird das

)
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Abb. 7.16 Gittermodell des Torus fiir ¢ = 5.0, berechnet mit dem Programm TORUS von

Bernet (1995)
Gittermodell des invarianten Torus mit € = 5.0 in zwei Ansichten dargestellt. Informati-
ver ist allerdings die ermittelte Torusfunktion u(6,t) iiber dem (0, t)-Gitter in Abbildung
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7.17, an der wir die erhebliche Abweichung von M gegeniiber dem Standardtorus T? fiir
den Parameter ¢ = 9.0 deutlich erkennen koénnen. Aus den Abbildungen wird zugleich
ersichtlich, dass sowohl die 1:2-resonanten invarianten Tori fiir e < 1.56081, als auch
samtliche fiir £ > 1.56081 entstehenden quasi-periodischen und resonanten Tori mit dem
vorgestellten Verfahren zuverlassig bestimmbar sind.

*‘\\\\\“\\\\\\' .

\\\‘\
\\ 3\\\
R

Abb. 7.17 Torusfunktion u(8,t) auf dem (0, t)-Gitter fiir System (7.74). Links: B = 0.1, € = 3,
rechts: B =0.1, € =9.0

Fassen wir abschlieend die Vorteile dieser Methode zur numerischen Approximation

invarianter p-Tori zusammen:

m Waihrend die in den 1980er Jahren von Kaas-Petersen (1985) und Van Veldhuizen
(1987) entwickelten ersten Verfahren stark vom Verlauf der Orbits auf dem Torus
abhéngig waren, besitzt der vorgestellte Zugang iiber die Losung des partiellen DGL-
Systems (7.40) den Vorteil einer weitgehenden Unabhdngigkeit von den Orbits. Wie
am vorgestellten System (7.71) verdeutlicht, unterscheidet er nicht zwischen quasi-
periodischen und resonanten p-Tori und ist damit universell einsetzbar.

m Die partielle DGL (7.40) kann numerisch als quasilineares hyperbolisches System zu-
verlassig mit FDM vom Upwind-Typ gelost werden — allerdings nur mit Konvergenz-
ordnung 1. Mittels Extrapolation ist eine héhere Konvergenzordnung erreichbar, falls
die gegebenen Funktionen hinreichend glatt sind. Dabei lassen linear implizite Ver-
fahren (7.70) groBe t-Schrittweiten zu, womit wegen der #-Dimension p — 1 des ent-
stehenden diskreten Problems der Rechen- und Speicheraufwand erheblich reduziert
wird.

m  Mit dem Schieffverfahren 7.23 lassen sich nicht nur asymptotisch stabile p-Tori geméaf
Definition 7.16, sondern auch instabile Tori approximieren. Allerdings sollte bei ,star-
ker“ Instabilitdt das Mehrfach-Schiefiverfahren 6.18 aus Kapitel 6 eingesetzt werden.
Den Schwachpunkt des Verfahrens stellt gewiss die erforderliche Ausgangsform (7.21)
der DGL in Toruskoordinaten (0,u) € TP x R? dar. Der Ubergang von kartesischen
Koordinaten mittels einer Transformation (7.19) gelingt numerisch oft nur bei zuvor

bekanntem Losungsverhalten.
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7.3 Quasi-periodische invariante Tori

In diesem Abschnitt wollen wir jede a-priori-Transformation in globale Toruskoordinaten
(6,u) € T? x R? mit p + ¢ = n vermeiden, ebenso eine lokale Transformation in Torus-
koordinaten (vgl. Samoilenko (1991)), die meist nur mit groffem analytischen Aufwand
zu beschaffen sind. Um fiir das in kartesischen Koordinaten vorgegebene Vektorfeld f
eine Invarianzgleichung fiir einen p-Torus zu gewinnen, miissen wir uns allerdings nun
auf quasi-periodische Tori beschranken.

Aus der Theorie ist zwar bekannt (vgl. Broer et al. (1996)), dass im dynamischen Sys-
tem externe Parameter vorhanden sein miissen, damit quasi-periodische Tori beobachtet
werden kénnen. Aber auch dann treten quasi-periodische Tori nur fiir solche Mengen von
Parameterwerten auf, die die Struktur einer Cantor-Menge haben. Mit anderen Worten:
Es gibt eine offene, iiberall dichte Teilmenge von Parameterwerten, fiir die kein invari-
anter quasi-periodischer p-Torus existiert. Beliebig kleine Stérungen zerstoren zwar die
Quasi-Periodizitat, nicht aber den Torus!

Da eine numerische Unterscheidung zwischen einem quasi-periodischen und einem
schwach resonanten Torus, auf dem periodische Orbits mit sehr grofler Periodendauer lie-
gen, kaum moglich ist, diirfen wir davon ausgehen, dass Verfahren fiir quasi-periodische
Tori auch fiir schwach resonante Tori brauchbare Resultate liefern. Wie schon in Beispiel
7.4 verdeutlicht, sind die im Computer durch Gleitpunktzahlen approximierten Basisfre-
quenzen schliefilich immer rational abhangig.

7.3.1 Eine spezielle Invarianzgleichung fiir p-Tori

Wir gehen nun von folgendem allgemeinen Modellproblem fir z € R™, t € R

d

d% =@ = f(z,Qt,Qat, ..., Unt) (7.75)
mit m > 0 vorgegebenen Errequngsfrequenzen Q := (Q1,...,Qm) € R™ aus, wobei
f 2m-periodisch in den Argumenten 2,3, ... ist. Die €2; konnen als rational unabhéngig

vorausgesetzt werden; denn wéren sie fiir m > 2 rational abhéngig, so lieBe sich ihre
Anzahl stets sukzessive reduzieren. Gilt etwa kpQpm = Z;Z_ll ki€2;, so substituieren wir
Q; mittels

m—1
1
flz,Q1t,Qat, ..., Qmt) = f (:L‘,Qlt,ﬂgt, ey Qmont, . <Z; sz1> t)

=: fneu(a:, O1t, Qat, ..., Qm_lt)
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und untersuchen frey auf rationale Unabhangigkeit usw. Wie im vorigen Kapitel kénnen
wir System (7.75) in eine autonome DGL umwandeln, wenn wir es um m Toruskoordi-
naten § € T™ erweitern und das autonome Modellproblem erhalten:

&= f(z,0), 0 =Q mit (z,0)ecR"xT" (7.76)
Bemerkung 7.27
Durch die DGL (7.76) wird das C"-Vektorfeld f(z, 9)% + Q% auf R™ x T™ gegeben.
Unser Modellproblem besitzt einen invarianten p-Torus M mit parallelem Fluss (par-
alleler Dynamik), wenn ein Diffeomorphismus M +— TP existiert, der das restringierte

C"-Vektorfeld (f(z, 0)2 + Q%) in ein konstantes Vektorfeld

I

auf dem p-dimensionalen Standardtorus T? transformiert. |

Wir wollen nun die Voraussetzungen an unsere Problemstellung formulieren:

Voraussetzung 7.28
i.  f ist 2w—periodisch in allen Qit, d. h. fir alle (z,01,...,0m) € R™ x R™ gilt

flx,01,...,0; +27,...,0m) = f(z,01,...,0i,...,0m), i=1(1)m.

ii.  System (7.75) besitzt eine lokal eindeutige quasi-periodische Losung z* € CT (R, R™),
r € N, mit p Basisfrequenzen (m < p < m+n) und der Frequenzbasis

(Q,UJ) = (917927...7Qm,wm+1,...,wp)GRP.
iii. feC*P*(R" xT™ R") mit s€N und s >r—1+2.

Fiir die freien Frequenzen w € RP™™ der Frequenzbasis (2, w) einer quasi-periodischen
Funktion wird im Folgenden stets die verschobene Indizierung w = (wm+1,...,wp) ver-
wendet. Analog zu Kapitel 6 lassen sich nun folgende Modellprobleme unterscheiden:

m autonomer Fall: p>0, m=0
m periodisch erregter Fall: p>m, m=1
m quasi-periodisch erregter Fall:  p > m, m > 1.

Speziell fiir p = 1, m = 0 erhalten wir hieraus den autonomen periodischen Fall, wiahrend
flir p = m = 1 ein periodisch erregtes System mit periodischer Systemantwort vorliegt.
Zur vorausgesetzten quasi-periodischen Losung z* € C(R,R™) suchen wir eine zugeho-
rige Torusfunktion u* € C'(T?,R™) und p — m Basisfrequenzen wy,+1, . . . ,wp mit

() = u(Qt,wt) = u (Qt,..., Qnt,wWmt1t, ..., wpt). (7.77)
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Wir setzen diesen Ansatz in die DGL (7.75) ein und erhalten nach Differentiation

_ ou* P ou* .
Zﬂia—gi(ﬁt,wt) + > wia—ei(ﬁt,wt) = f(u* (0, wt), Q).
1=1 j=m-+1
Definieren wir zu beliebigem v € C(T?, R™) die Residuumsfunktion g : R — R" durch
- ou d ou
g(t) == ;Qi%(m,wt) +i:;1wia—0i(9t,wt) — Fu(Qt, wt), ), (7.78)

so verschwindet g auf R, wenn v = u* gilt und damit eine Losung geméas (7.77) vorliegt.
Nach Voraussetzung 7.28 ist g € C"~*(R,R"™) und quasi-periodisch mit Basisfrequen-
zen Qi,...,Qm, Wm+1,..., wp. Die zugehorige Torusfunktion G : TP — R™ mit der
Darstellung

g(t) = G(Qt,wt) = G(Nt,...,wpt)
lautet dann

Go) = Zm%(f)) D wi%(a) — F(u(6),6). (7.79)

i=m-+1
Gemaf} Satz 7.5 gilt damit auch fiir die Funktionen g und G die Normgleichheit

t) = G(6
jlelglg()l max |G(6)],

womit ¢(t) =0 fir alle ¢ € R genau dann gilt, wenn G(0) = 0 fiir alle 6 € TP ist.
Jede Losung u* € C(T?,R™) des Torussystems

m

Zm%(m + > wi%m = f(u(9),0), 6T (7.80)

1=1 1=m-+1

liefert folglich eine quasi-periodische Losung z*(t) = u™ (2, wt) der Gleichung g¢(t) = 0,
t € R, mit dem durch (7.78) definierten g und damit auch der gegebenen DGL (7.75).

Die Existenz einer Lésung dieser PDGL ergibt sich mit Voraussetzung 7.28 und Satz 7.5
nach Samoilenko (1991), S.83:

Satz 7.29
z € C"(R,R™) sei eine quasi-periodische Funktion mit Frequenzbasis w € R? und dem
Graphen

v = {(z(t),wt) €R" x T” | t € R}.
Dann existiert eine Torusfunktion u € C"(T?,R"™) mit z(t) = u(wt), deren Graph
M = {(u(0),0) eR" xT? | 0 € T*} = 7,

C"-homo6omorph zu T? ist.
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Folgende Klassifikation dieser Invarianzgleichung fiir p-Tori erscheint nun angebracht:

1. Response-Full: Bei p = m sind alle Basisfrequenzen vorgegeben, keine Phase ist frei
und die zweite Summe in (7.80) verschwindet. z* = u(Qt) ist eine ,Systemantwort“
(response case).

2. Torus mit freien Phasen: Falls p > m ist, so ist die Losung des Torussystems nicht
eindeutig bestimmt. Denn ist (u(f),w) eine Losung, so auch

(v(0),w) == (w@+pP),w) mit B=1(0,...,0,Bm+1,---,08p)

fiir beliebiges festes 5 € RP. Der Torus «(6) hat also (p — m) freie Phasen.
3. Autonomer Fall: m = 0 < p stellt den ,autonomen Grenzfall“ dar, bei dem alle p
Phasen frei und damit zu ermitteln sind. Hier verschwindet die erste Summe in (7.80).

Wegen der Vorgabe aller Erregungsfrequenzen 2 bietet der Response-Fall theoretisch und
praktisch die geringsten Schwierigkeiten, wogegen die beiden Falle mit p > m zusétzliche
Phasenbedingungen zur gleichzeitigen Bestimmung der unbekannten Basisfrequenzen w

erfordern.

Bemerkung 7.30
Die Invarianzgleichung (7.80) verallgemeinert die in den beiden vorhergehenden Kapiteln
aufgestellten Bestimmungsgleichungen fiir Gleichgewichte und periodische Orbits:

m  Gleichgewichtslage (Ruhelage): Fiir p =0 ist m = 0, und (7.80) reduziert sich auf
0= f(u), uweR™ (7.81)

m  Periodischer Orbit (Grenzzyklus): Fir p =1 und m = 1 liegt der periodisch erregte
Fall mit bekannter Erregungsfrequenz 2 € R vor:

du
QO— = t). 7.82
= fwt) (782)
p=1und m = 0 liefert den autonomen Fall mit unbekannter Frequenz w € R:
du

m  Biperiodischer Orbit mit zwei Basisfrequenzen: p = 2 und m = 2 ergibt den quasi-
periodisch erregten Fall mit zwei Erregungsfrequenzen 21,2 € R

ou ou
U4+ Q22— = 01,02). 7.84
150, + 250, f(u,01,62) (7.84)
p=2und m =1 liefert den periodisch erregten Fall mit einer Erregungsfrequenz €2

und einer unbekannten Basisfrequenz w € R

ou ou
Q— — = 01). 7.85
801 + waeQ f(u7 1) ( )
p =2, m = 0 ist der autonome Fall mit zwei unbekannten Basisfrequenzen wi,ws € R
ou ou
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Bevor wir die numerische Losung der PDGL (7.80) in Angriff nehmen, wollen wir sie als
Operatorgleichung in geeigneten Sobolew-Rdaumen H*® := [H*(T?)]" notieren. H*(T?)
kann mit dem Raum der beziiglich jeder Variablen 6; (j = 1,...,p) 2m-periodischen
Funktionen identifiziert werden, die auf T? quadratisch summierbar sind und verallge-
meinerte Ableitungen beziiglich 8 bis einschliellich der Ordnung s besitzen. Im Raum
H®(T?) sind das Skalarprodukt

<x7y>H5('J1‘P) = Z <aa$’8ay>7-t“(’lfp)

lal<s

mit dem verallgemeinerten Differenzialoperator 9% der Ordnung |«| zum Multi-Index
o € [Z>0]P und die dadurch induzierte Norm Hx||$_ts(1rp) = (@, ) yy0(») definiert. Das
Skalarprodukt in H"(T?) ist dabei durch

<137y>7-[0(']1*p) = @/’EP m(Q)MdO

gegeben, weshalb speziell H°(TP) = L£2(T?) ist. Desweiteren geniigen die Réume der
Einbettungskette

L£3(T?) = H°(T?) > HY(T?) > H*(T?) > ...

Nach Voraussetzung 7.28 ist fiir s > —14 £ die Einbettung von HETH(TP) in C™(TP)
kompakt. Geméfl Samoilenko (1991) lassen sich diese Aussagen auch auf die Raume
H® = [H°(TP)]™ tibertragen. Stattet man die Raume H° mit den Skalarprodukten fiir
Réume der Form [X]™ aus, so werden sie Hilbert-Raume. In diesen Hilbert-Raumen
definieren wir den verallgemeinerten Differenzialoperator F : H5tt — H® mit

Fu) = Zm%(QH 3 wi%(e)—f(u(e),e), (7.87)
=1 i=m-+1

der wohldefiniert und 2-mal Fréchet-differenzierbar ist. Damit wird im Response-Fall mit
p = m das Newton-Verfahren auf die Operatorgleichung

F(u) =0, uweH M (7.88)
anwendbar und in der Form
F'w®)yd® = —p®), oD = ® 1 q®  p=0,1,2... (7.89)

darstellbar. Unter geeigneten Voraussetzungen an F' existiert ein 6 > 0, so dass die
durch das Verfahren berechnete Funktionenfolge {u(k)} fiir jede Startfunktion u(®) mit
Hu(o) —u*|| < wohldefiniert ist und Q-quadratisch gegen die gesuchte Losung u™* von
F(u) = 0 konvergiert.
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Im Fall freier Phasen mit p > m ist die Parametrisierung von u beziiglich 041, ...,60p
nicht eindeutig durch die Invarianzgleichung festgelegt. Ahnlich wie im autonomen Fall
periodischer Orbits in Abschnitt 6.2 kénnen wir nun die unbekannten Basisfrequenzen
Wm+1,.-.,wp als kiinstliche Variablen wihlen und die Bestimmungsgleichung um p —m
,Phasenbedingungen “ erweitern. Dazu setzen wir voraus, dass wahrend der numerischen
Losungsfortsetzung bereits eine Néherungslosung 4 € H+! ermittelt wurde. Bestimmen
wir den Nullraum

o

K = span{l?:m+1,...,l~£p}, l;i:—%, i=m+1,...,p,
3

der Linearisierung L = F’(4), so konnen wir die Torusgleichung um (p — m) integrale

Phasenbedingungen erweitern

- ou b ou

=1 1=m-+1

ou 1 o1 .
<89i7u>7{0 o (27T)p/<(%7u> g =0, t=m+1,...,p.

Tp

(7.90)

Mit dem zusammengesetzten Operator F : H*T1 x RP™™ — H* x RP~™ kann dieses

erweiterte System nun in der kompakten Darstellung

- ou P ou
ZQz% +‘ Wi% — f(u(0),0)
=1 1=m-+1
/< il ,u> o
F(u,w) = J Om+1 =0 (7.91)
o
[ (G @
Tp

notiert werden. Mit betrachtlichem Aufwand kann auch fiir diesen Fall nachgewiesen wer-
den, dass unter Zusatzvoraussetzungen an F' und insbesondere an die Naherungslosung

2 das Newton-Verfahren
(@D, = @B, 0®) - [F @, 0O P, o) (7.92)

mit k¥ =0,1,2,... Q-quadratisch gegen die gesuchte Losung (v*,w™) von F(u,w) =0
konvergiert (vgl. Schilder (2004)).
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7.3.2 Semidiskretisierung von 2-Tori

Bevor wir die allgemeine Invarianzgleichung (7.80) bzw. die erweiterte Gleichung (7.90)
bei Vorliegen freier Phasen weiter bearbeiten, wollen wir die in technischen Anwendungen
sehr haufig auftretende periodisch erregte DGL

z = f(z,t), f:R'"xXR—-R" (7.93)

behandeln, fiir die eine quasi-periodische Losung x(¢) mit zwei Basisfrequenzen gesucht
ist. Typische Anwendungen stellen mechanische und elektrische Schwingkreise dar, z. B.
die energetischen Systeme des Abschnittes 6.4.4. Ohne wesentliche Anderungen ist ei-
ne Ubertragung auf quasi-periodisch erregte Systeme mit zwei Basisfrequenzen moglich,
wogegen die Behandlung autonomer Systeme aufwendiger ware.

Die Voraussetzungen 7.28 seien mit p = 2 erfiillt, wobei dann fiir die gegebene Erre-
gungsfrequenz 2 = 1 angenommen werden kann. Gesucht sind damit die unbekannte
Basisfrequenz w € R und eine Losung der Invarianzgleichung (7.85). Mit den vereinfach-
ten Bezeichnungen 61 = ¢ und 62 = 6 lautet diese PDGL nun

— tw— = f(u,t) fir wu=u(t0). (7.94)

Um die Galerkin-Methode beziiglich der Variablen 61 = ¢t anzuwenden, wahlen wir peri-
odische Basisfunktionen ¢y, : T! — C mit

on(t) == ™ keZ, i=+-1 (7.95)
Diese Funktionen bilden bekanntermafien ein Orthonormalsystem im Hilbert-Raum
HO(T*) = £2(T") mit dem Skalarprodukt

2m

<x7y>7-(0(’]1'1) = %/.ﬁ(t)mdt

0

Da wir eine Losung v € H® der Gleichung (7.94) suchen, definieren wir zu gegebenem
Diskretisierungsparameter N € N die linearen Unterrdume HQ (T?) € H°(T?) mit

HX(T?) := span{ u- ¢y | u € H(T"), k= —N(1)N }

und kiirzen deren n-faches Produkt analog zu H° mit HY := [HX (T?)]" ab. Fiir die
Semidiskretisierung fithren wir zu v : T? — R", u € H°, den Projektionsoperator
Py : H® — HY mit

N

(Pnu)(t,0) == > ur(0)px(t) (7.96)

k=—N
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ein. Die vektoriellen Fourier-Koeffizienten uy : T' — C™ werden dann durch

2m

uk(0) == %/u(t,@)go?(t)dt.

0

definiert. Die Elemente des Unterraumes H% mit der Darstellung

N

uN o= wN(0) = D uk(0)er(t) (7.97)
k=—N

setzen wir nun in PDGL (7.94) ein und wenden darauf den Projektionsoperator Py an
B’LLN BuN N
Py | —— — - t)y] = 0.
N < o +w 50 (u,t) 0
Mit der Linearitét des Operators Py und der Ableitung ¢ (t) = ik (¢) der Basisfunk-
tionen gewinnen wir hieraus die Gleichung

N N N

rNt,0) = Y iku(O)pr(t) + Y wur(@)er(t) — Y huN)px(t) = 0,

k=—N k=—N k=—N

wobei der k-te Fourier-Koeffizient der rechten Gleichungsseite f(u® (t,0),t)

h(u™) = %/f(uN(t,G),t)goT(t)dt (7.98)

lautet und damit nicht von ¢ abhéngt. Anwendung der Galerkin-Bedingung, d. h. der Or-
thogonalitéit des Residuums r™(¢, ) zu allen 2N + 1 Basisfunktionen ¢;(t),1 = —N(1)N,

27
o [Feom@d = 0, 1=-NQN.
™

0

liefert schlieflich das Galerkin-System, auch Spektralsystem genannt,
wup(0) = hp(u) —ikup(d), k=-N(1)N (7.99)

fiir die gesuchten komplexwertigen Fourier-Koeffizienten uy(0) der Losungsapproximati-
on (7.97). Diese Gleichungen bilden ein autonomes System aus (2N + 1)n gewohnlichen
Differenzialgleichungen 1. Ordnung fiir die periodischen Koeffizientenfunktionen wuy(6)
unbekannter Periodendauer T = 27/w. Damit fiihrt die Semidiskretisierung beziiglich
t durch den Ansatz (7.97) auf ein standardméfiges Periodizitdtsproblem, wofiir wir in
Kapitel 6 leistungsfahige Verfahren entwickelt haben.
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Bevor wir das Spektralsystem und insbesondere die Funktionen hy (u’") generieren, fith-
ren wir eine kompaktere Notation der (2N + 1)n DGL ein. Dazu fassen wir mit der
Matrixfunktion U : T — C"* N+ ynd der Vektorfunktion ¢ : T — C" gemiB

U(0) = (u_n(0),...,u0(0),...,un(0) und o) = (p_n(t),...,00t),...,ont)"
die Funktionen zusammen und kénnen den Ansatz (7.97) damit in der Form

u™(t,0) = U(0)p(t) (7.100)
notieren. Analog fassen wir die Fourier-Koeffizienten hy,(uY) aus (7.98) zur Matrix

H = HU®) = (h_n@"),...,ho(™),..., hn(u™))

zusammen und definieren schliefllich die (2N 4+ 1) x (2N 4+ 1)-Diagonalmatrix
® = diag(—iN,—¢(N — 1),...,—2i,—1,0,4,2¢,...,5(N — 1),iN). Damit lautet das
Spektralsystem nun in Matrixnotation

wU'(0) = HU(B)) - U(6)D. (7.101)
Aus der Herleitung dieses Systems gewinnen wir im Grenzfall N — oo leicht folgenden

Satz 7.31

Unter den Voraussetzungen 7.28 gilt fiir N — oco: z(t) = U(6)p(t) ist eine quasi-
periodische Losung des Originalsystems (7.93) mit zwei Basisfrequenzen (1,w) genau
dann, wenn U(f) eine 2m-periodische Losung des (unendlich-dimensionalen) Spektral-
systems (7.101) mit irrationaler Frequenz w ist.

Da in der Regel die zweite Basisfrequenz w unbekannt ist, kann diese formal elimi-
niert werden. Setzen wir 0 = wr und damit U(f) = U(wt) =: Y(7), so lautet das
transformierte Spektralsystem

Y'(1) = H(Y (1)) = Y(1)®. (7.102)

Gesucht sind nun periodische Lésungen Y (7) mit unbekannter Periodendauer 7', nach
deren Ermittlung sich die zweite Basisfrequenz zu w = 27/T ergibt.

Bemerkung 7.32

1. Mit der Losungsdarstellung (7.97) lisst sich die Invarianzkurve 71 der Stroboskop-
Abbildung beziiglich 6; genauso leicht approximieren wie die zweite Stroboskop-
Abbildung 2 beziiglich 6s:

N N

n(02) = > ur(02)pr(0)  und  2(01) = > uk(0)px(6r). (7.103)
k=—N k=—N
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2. Mittels des Spektralsystems (7.102) konnen auch Gleichgewichtspunkte bestimmt wer-
den. Jede Matrix A = (ax;) , die dem System

AD = H(A), AecCrx@N+D (7.104)

genligt, generiert eine 2m-periodische Naherungslosung x(t) = Ap(t) der Original-DGL.
Im Grenzfall N — oo gilt unter den Voraussetzungen 7.28: A = (ax;), k = 1(1)n,
l € Z, ist eine Losung des Gleichungssystems (7.104) und damit Gleichgewichtslage
des Spektralsystems, genau dann, wenn x(t) = Ap(t) eine 2m-periodische Losung des
Originalsystems (7.93) ist. |

Diese Aussage stellt ein klassisches Resultat dar (vgl. Hale (1963)), das durch Satz 7.31
auf den Fall quasi-periodischer Losungen des Originalsystems verallgemeinert wurde. Die
Voraussetzung iiber die Inkommensurabilitdt der Basisfrequenzen ist dabei unabdingbar,
so dass der Fall resonanter Tori gesondert untersucht werden muss.

| — Abb. 7.18 Elektrischer Resonanz-

IC kreis mit zwei nichtlinearen Induk-

|1 tivitaten I und Iz, deren Kennli-

nie als kubisch angenommen wird.

@) R, ] Es besteht aus dem periodisch er-

S1 — R. regten System mit sinusformiger

Spannungsquelle S; und den Se-

kundarwicklungen mit Gleichspan-

S, nungsquelle Sy (Bild aus Vogt et al.
(2005))

I, =

Anwendung auf einen nichtlinearen elektrischen Resonanzkreis
Wir betrachten ein System von Hayashi (1985)2, das den in Abbildung 7.18 dargestellten
elektrischen Resonanzkreis mit zwei nichtlinearen Induktivitdten beschreibt. Das System
vom Duffing-Typ

1 = x2

i9 = —kizo — é(ﬁ + 395%)901 + Bcost (7.105)

i3 —ék2(3x? + 23)x3 + Bo

reduziert sich fir x3 = 0 und By = 0 auf die klassische Duffing-Gleichung. Wir wollen
das qualitative Verhalten der Losungen fiir die Parameterwerte By = 0.03, B = 0.22,
k2 = 0.05 und den Kontrollparameter k1 € [0.043,0.09] untersuchen. Mit numerischer
Integration kann eine Torus-Bifurkation der 2m-periodischen Losung fiir k7 ~ 0.1214
beobachtet werden. Fiir kleinere Werte k1 < k7 entsteht eine stabile quasi-periodische

2Das System wurde von Yoshinga und Kawakami (1995) behandelt und in Arbeiten von Vogt et
al. (2005) und Engert (2009) weiter analysiert.
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Abb. 7.19 Lésungsszenarien des dynamischen Systems (7.105). Lésungen im Bild oben links:
k1 = 0.15 (periodisch), k1 = 0.12 (schwarz) und k1 = 0.09 (blau)

Losung mit zwei Basisfrequenzen, die in Abbildung 7.19 weiter verfolgt wird. Es wird
eine Kaskade von Periodenverdopplungen beziiglich einer der beiden Basisfrequenzen
(Torusdopplungen) erkennbar, die schlieBlich in eine chaotische Losung iibergeht. Die
stroboskopische Poincaré-Abbildung mit Periode T' = 27 wird in Abbildung 7.19 durch
die dick eingezeichneten Punkte dargestellt. Zur Bestimmung der 2-Tori mittels Semi-
diskretisierung der PDGL (7.94) wéhlen wir einen reellen Ansatz erster Ordnung fiir das
Spektralsystem (7.96)

uy (t,0) y1(0) y2(0) ws3(0) 1
u2(t,0) | = | va(0) ys(0) wye(6) | | sin(t) (7.106)
u3(t, 0) y7(0) ys(0) wo(0) cos(t)

bzw. in Matrixform wu(t,0) = Y (6)¢(t) mit

00 1200 w0) 1
YO = | 5a(0) v5(0) yo(0) | wd @)= | sin(t) |,
yr(0) 4s(6) o(0) cos()
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da das nachfolgend genutzte Programmpaket AuT02000 nur reelle Systeme analysieren
kann. Setzen wir Ansatz (7.106) in die PDGL (7.94) ein, so erhalten wir nach eini-
gen Umformungen und Anwendung der Galerkin-Bedingung — hier ist tatséchlich ein
Computeralgebra-System wie MAPLE {iberaus hilfreich — folgendes Spektralsystem, wo-
bei der Strich die Ableitung nach 6 = wt kennzeichnet:

Y1 = Y4

yé = ys + Y3

yé = Y6 — Y2

yh = —0.1875y1ys> — ky ya — 0.1875 y1yo> — 0.1875 y1ya> — 0.375y1y7°

— 0.375 y2y7ys — 0.375 y3yryo — 0.1875 y1y32 —0.125 y13

/

ys = —0.375y2y1> — 0.375y2y7> — 0.75 y1y7ys — 0.28125 yays> + s
— 0.09375 y2y3> — 0.09375 yayo? — k1 ys — 0.09375y2>
— 0.1875 y3yoys

ye = —0.375ysyr> — 0.375y3y1> — 0.28125 y3yo> — 0.09375 y3ys>
— 0.1875 y2yoys + B — ys5 — 0.09375y3> — ks ys — 0.75 y1y7yo
— 0.09375 y3y2>

yh = —0.375 ko yoy1ys — 0.1875 ko y7y2> — 0.1875 ks yo yr
— 0.1875 ko yrys> — 0.375 ko yry1> — 0.125 ko y7° + B0
— 0.1875 ko ys2y7 — 0.375 ko ysy1y2

v = —0.375 ks ysy1> — 0.09375 ks ys® — 0.75 ko y7y1y2 + yo
— 0.1875 ko yoysya — 0.09375 k2 ysye> — 0.09375 ko ysys>
—0.375 ks ysyr> — 0.28125 ks ysya>

v = —0.75 ks yry1ys — 0.09375 k2 yo° — 0.09375 ks ysyo

— 0.09375 k2 yoy2> — 0.375 k2 yoyr> — 0.1875 ks ysysyz — ys

—0.375 ko yoy1” — 0.28125 k2 yoys>.

Fiir dieses System sind nun Ruhelagen und periodische Lésungen gesucht, wobei erstere
periodischen und letztere quasi-periodischen Losungen des Originalsystems (7.105) ent-
sprechen. Die numerische Analyse des Spektralsystems wurde mit dem Programmpaket
AuT02000 durchgefiihrt (vgl. Doedel et al. (2002)), die Ergebnisse sind in den Abbildun-
gen 7.20 und 7.21 grafisch dargestellt. Die Identifikation periodischer Lésungen des Spek-
tralsystems mit quasi-periodischen Losungen des Originalsystems geméafl Tabelle 7.1 ist
prinzipiell erfolgreich, jedoch stimmen die Stabilitdtsverhéltnisse der einander zugeordne-
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Abb. 7.20 Bifurkationsdiagramm des Spektralsystems fiir k1 € [0.025, 0.20]: Hopf-Bifurkationen
treten bei k1 ~ 0.1315 und 0.1281 (Label 2 und 3) auf. Der Zweig ab Label 3 fiir k1 ~ 0.1281
wurde weiter verfolgt. Es tritt eine Kaskade von Periodenverdopplungen (Label 7, 13, 15) auf

ten Objekte nur bedingt iiberein. Eine zuverlassige Stabilitatsanalyse quasi-periodischer
Losungen ist mittels der hier vorgestellten Spektralmethode noch nicht moglich. Anders
als im behandelten Fall lassen sich Spektralsysteme hoherer Ordnung, d. h. mit groflerem
Diskretisierungsparameter N, in der Regel nicht mehr in analytischer Form generieren.
Damit entféllt der Vorteil der Semidiskretisierung gegeniiber einer kompletten Diskreti-
sierung beziiglich aller unabhéngigen Variablen 6;. Im praxisrelevanten Fall von 2-Tori
bei periodisch erregten Systemen bietet sie jedoch eine interessante und tiberaus effiziente
Alternative zur Volldiskretisierung.

Tab. 7.1 Interpretation des Bifurkationsdiagramms in Abbildung 7.20 fiir das Spektralsystem

Label-Nr. Spektralsystem Originalsystem
1 stabile Gleichgewichtslage stabile periodische Losung
3 Hopf-Bifurkation Torus-Bifurkation
6 stabile periodische Losung stabiler invarianter Torus
7 Periodenverdopplung Torus-Doppelung
12 instabile 2-periodische Losung stabiler invarianter Doppel-Torus
13 Periodenverdopplung Torus-Doppelung
16 instabile 4-periodische Losung stabiler invarianter Vierfach-Torus
15 Periodenverdopplung Torus-Doppelung

— seltsamer Attraktor seltsamer Attraktor
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k1 =0.05 k1 = 0.043

Abb. 7.21 Drei periodische Orbits des Spektralsystems; es tritt offenbar eine Sequenz von
Periodenverdopplungen auf. Fiir k1 = 0.043 wird ein Orbit zusammen mit den Stroboskop-
Punkten (fette Punkte) dargestellt

7.3.3 Volldiskretisierung mit Fourier-Galerkin-Methode

Abgesehen von 2-Tori bei periodisch erregten Systemen ist eine vollstandige Diskretisie-
rung zur Losung der Invarianzgleichung (7.80)

m p
ZQ]»%(G) £y wj%‘j(e) — Fu(0),0), 0cT” (7.107)
j=1 j=m+1

sinnvoll. Dazu bieten sich Finite-Differenzen- Verfahren, Galerkin-Verfahren und Kollo-
kationsverfahren gleichermafien an. Wir nutzen die Methode von Galerkin® und setzen
die gesuchte Losung v = wu(f) in Form p-dimensionaler Fourier-Polynome an. Diese
Fourier-Galerkin-Methode, die mit ihrem Ansatz eine Spektralmethode bildet, erweist
sich als besonders erfolgreich, wenn die Funktionen in (7.107) gut durch Fourier-Polynome
approximiert werden kénnen. Bei hinreichender Glattheit der Problemdaten liefern die
Finite-Differenzen-Methode in Schilder (2004) und das Kollokationsverfahren bei Schrei-
ber (2004) dhnliche Resultate.

3 Boris Grigorjevich Galerkin (1871-1945), sowjetischer Ingenieur und Mathematiker, veroffent-
lichte 1915 seine Methode, die die Tradition der Variationsmethoden (Euler, Lagrange) fortsetzt.
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Wir fassen die Invarianzgleichung (7.107) als nichtlineare Operatorgleichung in den im
vorigen Abschnitt eingefithrten Sobolew-Raumen H°® := [H®(T?)]™ auf, und fithren den
Operator F : H5T1 x RP™™ — H* mit

m

ou
F(u,w)(0) = ZQJ o5, + Z wi 55 (0) = F(u(),6) (7.108)
Jj=1 Jj=m+1
ein. Mit Hilfe des linearen Differenzialoperators D : Ht! x RP™™ — H® mit
(u,w)() := ZQJ 69 Zﬂwj 58, (7.109)
] m

und des nichtlinearen Nemytski-Operators N : H® — H*® mit

N(u)(0) == —f(u(9),0) (7.110)
konnen wir nun die Operatorgleichung kiirzer in der Form

F(u,w) = Du,w)+N@u) = 0, (u,w)e HFT' xRPF™™ (7.111)

notieren. Diese Gleichung ist im Fall p > m mit p — m freien Basisfrequenzen w ein
schlecht gestelltes Problem, da keine Eindeutigkeit der Losung vorliegt. Nach der Diskre-
tisierung wollen wir diese Tatsache beriicksichtigen und die entstehenden nichtlinearen
Gleichungssysteme mit dem Gauf3-Newton-Verfahren 16sen.

Wir setzen die Losung w der nichtlinearen Operatorgleichung (7.111) als Fourier-Polynom

uNO) = Y wen() (7.112)
k<N
mit Multi-Index k = (ki, ..., kp) und den trigonometrischen Basisfunktionen
_ P
ep(0) = ™0 (k,0) = k;0;, (7.113)
j=1

an. Wir wollen vereinbaren, dass ||k|| < N soviel wie |k;| < N; , j = 1(1)p mit dem Dis-
kretisierungsparameter N := min{Ni, N2, ..., Np} bedeutet. Die partiellen Ableitungen
von u”Y () berechnen wir nach

ou’ , ,
S (0) = > ikjuren(6) , j = 1(Lp,
J

Ikl <N

und erhalten damit fiir den Differenzialoperator (7.109) die Darstellung

D™, w)(0) Z <ZQI€ + Z wik )zukgpk(ﬁ). (7.114)

k<N j=m+1
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Wenden wir die Galerkin-Bedingung (d. h. die Forderung nach Orthogonalitat des Res-
duums beziiglich aller Basisfunktionen) auf den Operator F' an, so bedeutet dies

1
@m)p

/ D(u™,w)(6) — f(u™ (0),0)on(@)d0 = 0, k] <N,

Tp

wobei das Integral komponentenweise auszuwerten ist. Mit (7.114) und unter Beachtung
der Orthonormalitit der Basisfunktionen ¢y (6) erhalten wir

/D(u ,w)(0)pr(0)ds = (ZQ kj + Z wjk]>

j=m+1

Notieren wir einen Fourier-Ansatz M-ter Ordnung fiir f(u” (), 0)

FEN0.0) = Y feen0)  mit fi= G )1 (0) o,

Ikl <M

und M > N, so fiihrt die Galerkin-Bedingung auf das komplexwertige Gleichungsystem

Gr(t,w) := <ZQ ik + Z wjik )iuk - fe =0, [k[|[<N (7.115)

j=m-+1
mit den m := [[7_, (2N; + 1) vektoriellen Koeffizienten uj, € C" und den reellen Unbe-
kannten w = (Wm+1, - - . ,wp)T. Dieses Gleichungssystem ist im Allgemeinen nichtlinear,

da die uy implizit in die Fourier-Koeffizienten fj, eingehen. Im Response-Fall fillt bei
obigem Gleichungssystem die zweite Summe weg und das System ist normalbestimmt.
Wir fassen die Unbekannten ug € C™ in dem Supervektor @ in lexikographischer Ordnung

beziiglich der p Indizes zusammen mittels

U—Ny| =Nzl |=Np_1|—N,
U—Ny|=Na|-|=Np_1|—Np+1
~ lex o n-m
U= (uk)ji<n = | U_Ny-No| | -N,aN, | €CTT (7.116)
P P
U—N1|=Na|-|=Np_1+1| =N,

UNy | Na|-|Np_1| Ny

In analoger Weise bilden wir mit den Vektoren G (@, w) in lexikographischer Anordnung
einen Supervektor G(ii,w) = (Gk(ﬂ,w))llf,’jng n und erhalten so die Nullstellenaufgabe

G(i,w) = 0 mit @€ C"™, weRP™, (7.117)
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Im Falle p > m ist dieses System unterbestimmt, da es m Unbekannte u; € C™ und
p — m reelle Unbekannte wj, aber nur nm Gleichungen besitzt. Zur Losung derartiger
algebraischer Gleichungssysteme bietet sich das in Kapitel 5 eingefithrte Gauf-Newton-
Verfahren (5.67) in der Form

(a:i) = (ui> — (@@, G W), v=1,2,... (7.118)

w w

an. Dabei bezeichnet [G'(%@”,w")]" die Pseudoinverse von G’(@”,w") (vgl. Definition
5.36). Wir notieren dieses Verfahren in der praktikableren Form fiir v =0, 1,2,

~v+1 ~U
G, w) [ 7) = —a@” W), “ (" )+ (7 7.119
wenfg) e (L) = (£)+ () o

mit dem lexikographisch geordneten Supervektor z = (Zk)luefc(”g Nyund & = (Emyr, .., Ep) 7T

als Newton-Korrekturen. Die Block-Komponenten der Jacobi-Matrix G’ (i, w) berechnen
wir mittels

G;(ﬁ,w)

0 . 1o} -
(aUZGk(u, w) , a—ka(u, w))

9 lexT 9 9
= Gi(t,w , Gi(t,w), ..., —Gr(t,w) |,
((81 0] | g Oulid e G ))

wobei sich fiir ||I|| < N die m komplexwertigen (n x n)-Blockmatrizen

1 of N —
g | e @000 a0 e
0 T
%Gk(ﬂvw) =
: L [0f .~
(Zﬂk + Z wik ) (%)p/%(u 0),0)d0 , k=1,
j=m+1 Tp
ergeben und die p — m Vektoren
0 - ) :
aTij(u,w) = dkjur, j=m-+1,...,p

lauten. Fiithren wir nun die Fourier-Transformationen

8f . ~ : - 1 )Y
5, (u(0),0) = A(6) = WIZ:MAM(&) mit A; = W/A(e)w(e)de
- " (7.120)

—%(9) = hi(0) = > hig(0) mit B = @/hj(e)mde
Tp

<
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mit j = m+1,...,p ein und beachten, dass ikjus der k-te Fourier-Koeflizient von %(9)
ist, so erhalten wir
—Ag—1 , k#1
ain: (ﬁv w) =
u ZQk+ S gk il — Ao k=1
j=m-+1
b .
—C = —hl.
Ow; k(1 w) k

SchlieBlich setzen wir zur Berechnung der rechten Seite des Systems (7.119) die Funktion

b(0) = f(u(6),0) = U g) - Z wj——— (7.121)
89 89
j=1 j=m-+1
mit der zugehdrigen Fourier-Transformation
. 1 —
b(0) = ”;Mbm(e) mit by = @ / b(60) ¢ (0)d6 (7.122)
< Tp

ALGORITHMUS 7.33 (Fourier-Galerkin-Verfahren fiir Tori)
Function [u,w] = Fourier_Galerkin (f, tol, Vmax)
1. (Startniherung) Wihle () € C"™ und w® € RE™.
2. Fir v =0,1,...,Umax iteriere:
2.1. Berechne A(0), h;(0) nach (7.120) und b(0) nach (7.121).

2.2. (FFT) Berechne die zugehdrigen Fourier-Koeffizienten Ay, by, hi
fir ||k|| < N und j =m+1,...,p mittels p-dimensionaler
schneller Fourier-Transformation.

2.3. Lose das lineare Gleichungssystem (7.119) nach z und £ auf.
2.4. Bilde ™Y =4 4 2 und W@ = W™ p g

2.5. st [|z]|30 + [[€]|Z0- 0 < tol?, so setze u = u TV w = WD
und gehe zu Schritt 3.

3. Return u, w
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k1 =0.121 k1 =0.1

k1 =0.0517 k1 =0.04

Abb. 7.22 Der einfache invariante Torus des Systems (7.124) fiir sechs Parameterwerte. Die
Darstellung erfolgt in z1-x2-z3. Der Torusschnitt erfolgt stets fiir 1 =0

an und beachten, dass by, = —G (@, w) gilt. Damit gewinnen wir in jedem Newton-Schritt
die explizite Darstellung des unterbestimmten linearen Gleichungssystems (7.119) fiir alle
Multiindizes ||k|| < N in der Form

m p P
<Zijj+ Z (Ujk}j> 12k — Z Ap_121 — Z gﬁh?@ = by (7.123)
J=1 j=m+1 <N j=m+1

mit den m = H§:1(2Nj + 1) unbekannten Vektoren z; € C™ und den p — m reel-
len Unbekannten &;. Eine Losung minimaler Norm dieses Systems kann nunmehr mit
Standard-Software fiir unterbestimmte lineare Gleichungssysteme, z. B. mit MATLAB
ermittelt werden. Eine empfehlenswerte Darstellung zu diesem Thema findet der inter-
essierte Leser bei Gramlich und Werner (2000).
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Bemerkung 7.34

1. Algorithmus 7.33 stellt das Newton-Verfahren (7.119) lediglich in seiner Grundform
vor. Zu seiner praktischen Realisierung sollten allerdings die in Kapitel 5.1 eingefiihr-
ten Newton-ahnlichen Verfahren implementiert werden.

2. Bei Vorliegen parameterabhdngiger Systeme empfiehlt sich der Einbau des Newton-
Verfahrens aus Algorithmus 7.33 als Korrektorverfahren in ein leistungsfahiges
Pradiktor-Korrektor-Fortsetzungverfahren (vgl. Kapitel 5.2). Damit stehen die in der
Regel schwer zu beschaffenden Startlésungen u® und w® in jedem Fortsetzungs-
schritt — mit Ausnahme des Anfangsschrittes — stets zur Verfiigung. |

Beispiel 7.35

Wir greifen das System (7.105) des nichtlinearen elektrischen Resonanzkreises von Ch.

Hayashi
1 = X2
1
T2 = —kize— g(xf + 3a23)z1 + Beost (7.124)
. 1
r3 = —gkz(?)fﬂ% + x%)xg + Bog

mit den Parameterwerten Bog = 0.03, B = 0.22, k2 = 0.05 und dem Kontrollparameter
k1 € [0.043,0.09] auf und wenden darauf die vorgestellte Spektralmethode an. Mit dem
von Schreiber (2004) an der TU Ilmenau entwickelten Analyseprogramm speccont wird
eine Parameterfortsetzung des einfachen Torus fiir k1 € [0.04,0.121] und des nach Ta-
belle 7.1 erhaltenen gedoppelten Torus fiir k1 € [0.04,0.077] durchgefiihrt.

| -fIlIIIIIIIIIf-
-7 -6 -5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6 7
)
1
: : : : : :
-7 -2 3 8 13 18
‘2

Abb. 7.23 System (7.124): Normmaximale Fourier-Koeffizienten bzgl. 61 (oben) und 62 (unten)
des einfachen Torus (links) und des gedoppelten Torus (rechts) am Parameterwert k1 = 0.07

max oy g )l

<
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max, iyl
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Mit dem Fourier-Galerkin-Verfahren ist die Fortsetzung der stabilen Tori beziiglich des
Parameters k1 in Bereiche mit sich &ndernder Stabilitatseigenschaft problemlos méglich,



7.3 Quasi-periodische invariante Tori 419

da das Fourier-Galerkin-Verfahren keine Stabilitatsvoraussetzungen erfordert. Als Dis-

k1 =0.079 k1 =0.076

o
{
a
{

k1 =0.073 k1 =0.06

k1 =0.0517

Abb. 7.24 Der gedoppelte invariante Torus des Systems (7.124) zu ausgewahlten Parameter-
werten sowie der Torusschnitt fiir 6; = 0

kretisierungsparameter dienen stets N1 = 7 und N2 = 21. Die Abbildungen 7.22 und
7.24 zeigen einige ausgewahlte Tori zu verschiedenen Parameterwerten. Die exponentielle
Konvergenz des Spektralansatzes spiegelt sich im exponentiellen Abfall der Normen der
Fourier-Koeffizienten wider. In Abbildung 7.23 ist dieser Sachverhalt in logarithmischer
Darstellung fiir den Parameterwert k1 = 0.07 gut zu erkennen. Die Koeffizienten be-
ziiglich 01 verhalten sich fiir beide Tori &hnlich. Das rapide Abfallen der Normen der
Koeffizienten lésst sich auch in unmittelbarer Nahe von Verzweigungspunkten beobach-
ten, so dass selbst dort die exponentielle Konvergenz erhalten bleibt. |
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Insgesamt erscheint die Volldiskretisierung mit Fourier-Galerkin-Ansatz besonders geeig-
net, wenn die Losung hinreichend glatt ist. Dann lasst sich der gesuchte Torus bereits mit
wenigen Termen der Fourier-Reihe gut approximieren und die im Verfahren entstehenden
Gleichungssysteme sind von akzeptabler Grole. Im Gegensatz zur Semidiskretisierung
erfordert sie zudem keine analytischen Manipulationen des Ausgangssystems mit Com-
puteralgebrasystemen, deren Grenzen recht schnell erreicht sind. Die numerische schnelle
Fourier-Transformation ist hingegen problemlos moglich.

Auf die theoretisch komplizierte Konvergenzanalyse — besonders im Falle freier Phasen
mit p — m freien Basisfrequenzen — kann hier nicht eingegangen werden. Weitere Un-
tersuchungen sind ebenfalls bei der Losungsfortsetzung parameterabhingiger Systeme
zum Verhalten des Verfahrens in unmittelbarer Nahe von Resonanzen nétig. Zu diesen
und weiteren interessanten Fragen bei der numerischen Behandlung der Bifurkationen
invarianter Tori verweisen wir den Leser auf die grundlegenden Beitrige in Doedel und
Tuckerman (2000) und Krauskopf et al. (2007) sowie auf den Beitrag Vogt et al. (2005),
die allerdings iiber den Rahmen dieses einfiihrenden Buches weit hinausgehen.

7.4 Aufgaben

Aufgabe 7.1

Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen f : R — R"™ quasi-periodisch sind:
a) f(t) =a-exp(cost —cos(v/5-t) +1) —cos(v10-t) fir a€R,

b) f(t) = cos(exp(l) - t) — sin(7 - t)

c) f(t) =cos(2.71828 - t) — sin(3.14159 - ¢t)

d) f(t) = cos(2.718281828 - t) — sin(3.141592654 - t)

sin(2t) — cos(v/2 - t)
e) f(t)=| sin®*(V8-t)+ cos?(V8-1t)
cos(V/2 - t) + sin(2t)

cos(v/8 - t) - sint
f) f(t) =] exp(cos(m-t))+ cot(my/2-1t)
tan(v/2 - t) - cost

g) f(t) = 1.3sin(23.47055¢ + 0.3 cos(6mt)).

Geben Sie jeweils die Basisfrequenzen w; und deren Anzahl an. Ist die erhaltene Frequenz-
basis maximal? Bestimmen Sie bei Vorliegen periodischer Funktionen deren (minimale)
Periodendauer T'.
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Aufgabe 7.2
Gegeben sei das System zweier linear gekoppelter Oszillatoren, modelliert durch

i1 =  aix+ Py — (27 +y)er — 8(z1 +y1 — 72 — y2)
n = —fizi+oayr — (@ + )y — 0(z1 +y1 — x2 — y2)
g2 = aoxa+ Baye — (25 +y3)w2 + 5(v1 + Y1 — 22 — y2)
U2 = —fera+ azys — (T3 +y3)y2 + (@1 +y1 — 22 — y2)

mit Parameterwerten a1 = a2 = 1.0, $1 = 0.55, B2 > 0 und einem reellen Kopplungs-
parameter ¢ > 0.

a) Bestimmen Sie im entkoppelten Fall (§ = 0) periodische und quasi-periodische Orbits
des Systems.

b) Fiithren Sie Polarkoordinaten z; = wu;cosf;, y; = —u;sinf;, i = 1,2, ein und
transformieren Sie bei beliebigen Parametern die DGL in die partitionierte Form
(7.21). Wie lautet die entsprechende partielle DGL (7.35)7

c) Entwickeln Sie ein numerisches Verfahren zur Lésung der PDGL (7.35) auf dem Torus
T? mittels des expliziten Upwind-Verfahrens (7.64).

d) Erproben Sie Ihr Verfahren mit den Parameterwerten (i) S2 = 0.55 und (ii) B2 = 1.578
mit den Werten § = 0.01,0.1,0.2,0.25,0.26 des Kopplungsparameters d. Vergleichen
Sie das Verhalten des Verfahrens in den beiden Fillen (i) und (ii).

Aufgabe 7.3
Gegeben ist die DGL (7.71) von Philippow und Biintig (1992)

i+ ai® — B+ (14 Bsin2t)z = 0 (7.125)

mit Amplitude B = 0.1, den Werten « = ¢ — B,  =¢/2 — B und dem reellen Para-
meter € > 0, die ein parametrisch erregtes elektrisches Netzwerk mit subharmonischer
Systemantwort beschreibt.

a) Uberfiihren Sie die DGL in ein System 1. Ordnung und danach mittels Polarkoordi-
naten in die partitionierte Form (7.21). Geben Sie die entsprechende PDGL (7.35)
an.

b) Losen Sie die PDGL (7.35) auf dem Torus T? mittels des expliziten Upwind-Verfahrens
(7.64) fiir Parameterwerte ¢ = 1.5, 1.6, 3.0, 6.0, 9.0. Stellen Sie die Torusquerschnitte
wie in Abbildung 7.15 graphisch dar.

c) Wie verhélt sich das Verfahren in der Ndhe von Resonanzen bei € = 1.344, ¢ = 5.493
und € = 7.0547
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Aufgabe 7.4
Die DGL (7.125) aus Aufgabe 7.3 mit den Parameterwerten B = 0.1, a = ¢ — B,
B=¢/2— B und ¢ > 0 soll mit dem Fourier-Galerkin-Verfahren gelost werden.

a) Notieren Sie die vereinfachte Invarianzgleichung der Form (7.94) mit n = 2 fiir quasi-
periodische 2-Tori. Entwickeln Sie auf der Basis von Algorithmus 7.33 ein Fourier-
Galerkin-Verfahren zur Losung dieser Invarianzgleichung fiir 2-Tori periodisch erregter
Gleichungen, d. h. mit m = 1 und p = 2.

b) Erproben Sie das Verfahren am parametrisch erregten Netzwerk fiir Parameterwerte
e = 1.5,1.6,3.0,6.0,9.0 und in der Ndhe von Resonanzen bei ¢ = 1.344 ¢ = 5.493
und € = 7.054.

c) Vergleichen Sie die Resultate, die mit unterschiedlichen Diskretisierungsparametern
N1 und Nz erhalten wurden. Stellen Sie die Betridge der Fourier-Koeffizienten wie in
Abbildung 7.23 grafisch dar und bewerten Sie die erhaltenen Approximationen.

Aufgabe 7.5
Entwickeln Sie mit einem Computeralgebra-System, z. B. MAPLE oder MATHEMATI-
CA, ein Verfahren zur Generierung des Spektralsystems (7.102)

Yi(r) = H(Y(7)) = Y(1)®

bei Semidiskretisierung im Falle m = 1 und p = 2. Wenden Sie das Verfahren (a) auf
das Modell (7.105) des elektrischen Resonanzkreises und (b) auf das parametrisch erregte
elektrisches Netzwerk (7.125) an.
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