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1 در تابع با ضابطه ي  اگر  باشد، عدد حقیقی  کدام

است؟

، در نقطه ي  پیوسته ، به ازاي کدام مقدار  2 تابع با ضابطه ي 

است؟

چگونه است؟ ، از نظر پیوستگی در دو نقطه به طول هاي  و  3 تابع با ضابطه ي 

در  ناپیوسته - در  پیوسته در  ناپیوسته - در  ناپیوسته

در پیوسته - در  ناپیوسته در  پیوسته - در   پیوسته

4 تابع جزء صحیح   در  چه وضعی دارد؟

از چپ پیوسته - از راست ناپیوسته از چپ ناپیوسته - از راست پیوسته

از چپ و راست ناپیوسته از چپ و راست پیوسته

5 اگر تابع  در  پیوسته باشد  کدام است؟

-2

6 دنباله ي  به چه عددي همگراست؟
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7 تابع    با شرط   ، در بازهي    پیوسته است.

مقدار  کدام است؟

8 تابع با ضابطه ي  به ازاي کدام مقدار  بر  پیوسته است؟

هیچ مقدار  هر مقدار 

9 حد کسر  وقتی  کدام است؟

، حاصل  10 در بازه ي  همواره 

 برابر کدام است؟

11 تابع  در  چه وضعی دارد؟

پیوسته نیست. پیوسته است. فقط پیوستگی چپ دارد. فقط پیوستگی راست دارد.

، نماد جزء صحیح است) 12 اگر  حد چپ تابع در  کدام است؟ (

13 تابع با ضابطه ي  با تعریف  از نظر پیوستگی در نقطهي 

 چگونه است؟

از چپ پیوسته - از راست ناپیوسته از چپ ناپیوسته - از راست پیوسته

از چپ پیوسته - از راست پیوسته از چپ ناپیوسته - از راست ناپیوسته

14 در تابع جزء صحیح  مجموع حد چپ و راست وقتی  کدام است؟
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15 حاصل  کدام است؟

16 تابع با ضابطه ي  بر بازه ي  پیوسته است. مقدار 

 کدام است؟

، به ازاي کدام مقدار  همواره پیوسته است؟ 17 تابع با ضابطه ي 

، نماد جزء صحیح 18 حد چپ تابع  از حد راست آن در نقطه ي  چقدر کمتر است؟ (

است)

، نماد جزء صحیح 19 اگر شکل مقابل نمودار تابع  باشد. آنگاه حاصل  کدام است؟ (

است)

20 پیوستگی تابع  به ازاي کدام مقدار  برقرار است؟

هیچ مقدار 

، تابع  در  حد دارد؟ 21 به ازاي کدام مقدار 

هیچ مقدار 
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22 اگر تابع  در نقطه ي  حد داشته باشد آنگاه کدام رابطه درست

است؟

23 حاصل  کدام است؟

24 اگر تابع  در نقطه ي  حد داشته باشد و  برابر  باشد آنگاه  کدام

است؟

25 اگر  و باشد، مقدار  کدام است؟

هیچ مقدار

26 حاصل حد  کدام است؟

27 در تابع  حاصل  کدام است؟

28 قدر مطلق تفاضل حد راست از حد چپ تابع  وقتی  کدام است؟

مجموع حد راست و حد چپ کدام است؟ 29 در تابع جزءصحیح  وقتی  

، نماد جزء صحیح 30 حد چپ تابع  در نقطه ي  کدام است؟ (

است)
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با توجه به شکل مقابل حاصل  کدام است؟  31

32 شکل مقابل نمودارتابع  می باشد، حاصل  کدام گزینه است؟

کدام است؟ وقتی   33 فرض کنید  می باشد حد تابع  

34 مقدار  کدام است؟

مبهم صفر

35 اگر تابع  در نقطه اي به طول  پیوسته باشد آنگاه  کدام است؟

36 در تابع  اگر تابع در نقطه ي  پیوستگی چپ داشته باشد، آنگاه 

کدام است؟

37 حد کسر  وقتی  کدام است؟

38 حاصل  کدام است؟
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39 اگر  باشد  کدام است؟

به ازاي هرمقدار  برقرار است به ازاي هیچ مقدار  برقرار نیست

فقط  به ازاي هر عدد حقیقی برقرار است

40 حاصل  کدام است؟

، 41 تابع  با ضابطه ي  در  داراي حد است. مقدار  کدام است؟ (

نماد جزء صحیح است.)

42 مقدار  کدام است؟ ( و  نماد جزء صحیح است.)

وجود ندارد.

، روي بازه ي  43 به ازاي کدام مقدار  ، تابع با ضابطه ي 

پیوسته است؟

هیچ مقدار 

- و  چگونه است؟ 44 تابع با ضابطهي  در نقاط با طول هاي 

ناپیوسته- ناپیوسته پیوسته- پیوسته پیوسته- ناپیوسته ناپیوسته- پیوسته

، آن گاه   کدام است؟ 45 اگر داشته باشیم  

، تابع با ضابطه ي  در  پیوسته است؟ 46 به ازاي کدام مقدار 

هر مقدار  هیچ مقدار 
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47 تابع با ضابطه ي   در  پیوسته می باشد.  کدام است؟

48 شکل مقابل نمودار تابع  است حاصل   کدام است؟

صفر

49 در تابع   قدر مطلق تفاضل حد چپ و حد راست آن در  کدام است؟

50 تابع با ضابطه ي  در نقطه ي  پیوسته است.  کدام است؟

- - صفر

، تابع با ضابطه ي  در نقطه ي  پیوسته 51 به ازاي کدام مقدار 

است؟

52 اگر تابع  همواره پیوسته باشد،   کدام است؟

، نماد جزء صحیح 53 اگر تابع   در  پیوسته باشد،  کدام است؟   (

است.)

، نماد جزء صحیح است.) 54 حد راست  چه قدر از حد چپ آن در  بیش تر است؟ (

صفر
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55 اگر  ، در   پیوسته باشد، آنگاه مقدار   کدام است؟ (

، نماد جزء صحیح است.)

56 اگر  ، حاصل   کدام است؟( ، نماد جزء صحیح است.)

، حاصل  کدام است؟ 57 اگر 

، بر روي مجموعه ، تابع با ضابطه ي  58 به ازاي کدام مقدار 

، پیوسته است؟ اعداد حقیقی بزرگ تر از 

59 حاصل   کدام است؟

، تابع با ضابطهي   بر روي مجموعه اعداد حقیقی 60 به ازاي کدام مقدار 

پیوسته است؟

فقط  فقط  هیچ مقدار  هر مقدار حقیقی 

، مقدار  کدام است؟ 61 اگر    و 

62 در شکل مقابل  چقدر است؟
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63 تابع با ضابطهي  را در نظر می گیریم. حد راست این تابع در  چقدر از حد

چپ آن در  بیش تر است؟

64 حد تابع  ، در نقطه ي  برابر  می باشد. اگر  ، آن گاه مقدار 

برابر است با:

65 تابع  وقتی  داراي حد است. در این صورت:

66 اگر تابع  با ضابطه ي  در  داراي حد باشد، مقدار عددي  کدام است؟ (

، نماد جزء صحیح است.)

، نماد جزء صحیح است) 67 حاصل  چقدر است؟ (

68 حاصل  کدام است؟

، نماد جزء صحیح ، مجموع حد چپ و راست کدام است؟ ( ، وقتی  69 در تابع 

است)

، نماد جزء صحیح است) 70 اگر  باشد، آن گاه  کدام است؟ (

71 مقدار  چقدر باشد تا  در نقطه ي داراي حد باشد؟

x
f(x) = −x+ 2+

|x|
x = 0

x = 0

−1012

f(x)2L= −lim
x→2

3f(x)+ − 2x2

f(x)+ 2
1
5

L

−
4
3

4
3

−
3
4

3
4

f(x) = { +xx2

ax+ b

x > 2
x < 2

x → 2

b= 6 − 2ab= 6 + 2aa= b− 6a= b+ 6

ff(x) = a[x] + 2[1−x]= 2x0a

[ ]

1234

lim
x→(−1)−

[ ]−x2 [x]2

x+ 1
[ ]

01+∞−∞

A = [ ]− [ ]lim
x→(−

1
3
)+

2
x

lim
x→(−

1
3
)−

4
x

−55−1919

f(x) = [2x] + [−x]x →
1
2

[ ]

1−12−2

=lim
x→1

a[ ] − 3 |2x− 2| + 1x2

2b+ |x+ 2|
1
7

+a2 b2[ ]

0
35
49

4
26
36

mf(x) = x− [2x] − sin( )m2 π[x]

2
x = 3

0−12−2
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2

1- 1-- 2

1

72 با توجه به شکل زیر حاصل   کدام

است؟ 

73 حد تابع  وقتی  برابر کدام است؟

74 حد چپ تابع  در  کدام است؟

75 حاصل  کدام است؟

76 حاصل حد   وقتی   کدام است؟

، داشته باشیم  ، آن گاه حاصل  کدام است؟ 77 اگر به ازاي هر 

78 اگر   و   باشند، آن گاه حد تابع   در   کدام است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح

است.)

وجود ندارد. صفر              

 ، آن گاه   کدام است؟ ([ ]، نماد جزء صحیح است.)

 

79 اگر 

صفر

f(−2− )− f(1− )lim
x→0+

x2 lim
x→(−1)−

x2

−10

1−2

x+ −−x2 x3− −−−−−√3
x2−−√3

+ − 1x−−−√3 1 − x
− −−−−√3

x → 1

12
−−−

√3
1

2−−−√3
1 +

1
2−−−√3

f(x) = [2x− |x|]x = −1

−1−2−3−4

lim
x→1

(x− 1)2

( − 1)( − 1)x−−−√ x−−−√3

6−6−
1
6

1
6

−logx2 log2
x

log
( )
x

2
2

2

x → 2

1
1
2

24

x1− ≤ 5− 2f(x) ≤ cosxx2f(x)lim
x→0

1−12−2

f(x) =
[x]

x
g(x) =

1
x

g

f
x = 0

−11

f(x+ ) =
π

4
[x] − 1

1−tanx
f(x)lim

x→(
π

2
)−

−∞+∞−1
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x

y

3

80 اگر تابع  در   پیوسته باشد، خط   نمودار تابع  را با چه

عرضی قطع می کند؟

، به صورت زیر است.  کدام است؟ 81 نمودار تابع 

82 اگر   و   باشند، حد تابع   وقتی  

کدام است؟

، آنگاه   83 اگر به ازاي هر  در بازه ي  داشته باشیم  

 کدام است؟

84 حاصل  کدام است؟

 وجود ندارد.

، ، در نقطهي  پیوسته باشد، مقدار  کدام است؟ ( 85 اگر تابع 

نماد جزء صحیح است.)

، آنگاه حاصل  کدام است؟ 86 اگر 

f(x)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− +x+ 6x2

x− 3
−2x+ b

x < 3

x ≥ 3
x = 3x = 5f

−7−9−5−3

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− x+ bx2

x− a

− 5

,

,

x ≠ a

x = a

a+ b

−4−5

−7−8

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

3x+ 1
x+ 1

, x > 1
, x = 1

+ 2x2 , x < 1
g(x) = 3−x(fog)(x)x → 2−

−4234

x[−1,1]3 x ≤ 2f(x)− 4 ≤ 3−cos2 x2

lim
x→−2

f(x+ 2)
cos(πx)

3
7
2

7
3
2

lim
x→1

|x| − 1
+ |x| − 2x3

1
5

1
4

1

f(x) = {a[3x] − 1
[2x] + a

x ≥ 2
x < 2

x = 2a[ ]

4
7

2
5

4
5

2
7

f(x) =
3− xtan2

2cos( +x)π

6

f(x)lim
x→

π

3

4−44 3√√−4 3
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1

y

x

3
2

3  

87 اگر تابع  در  پیوسته باشد،  کدام است؟

88 اگر  ، حاصل حد چپ این عبارت در  کدام است؟

، نماد جزء 89 به ازاي کدام مقدار  تابع  در  پیوسته است؟ (

صحیح است.)

صفر هیچ مقدار   هر مقدار 

، کدام است؟ 90 حاصل 

91 حاصل حد   کدام است؟

، عکس مقدار حد 92 در تابع  با ضابطه ي  مقدار حد چپ در نقطه ي 

راست در این نقطه است.  کدام است؟

، تابع  ، به ازاي کدام مقدار  93 اگر  و 

 در  پیوسته است؟

با توجه به نمودار تابع   ، حاصل کدام یک از حدهاي زیر صحیح نیست؟  94

 وجود ندارد. 

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

asin
πx

6

−
1

x− 1
2
− 1x2

,

,

x ≤ 1

x > 1
Ra

12
1

3√

2

3√

= +∞lim
x→1+

1 − cosπx
− −−−−−−−√

+ axx2
x = 0

−
π

2
−−

√
π

2
−−

√−
π

2−−−√
π

2−−−√

af(x) =
⎧
⎩⎨

x

[x]
ax+ 1

,

,

1 ≤ x < 2

x ≥ 2
x = 2[ ]

aa
1
2

lim
x→0

− + − 112x 3x 4x

− 116x

13412

lim
x→1

(x− 1)2

( − 1)( − 1)x−−−√ x−−−√4

241286

ff(x) = { + a ; x < −2x2

3x+ 4 ; x > −2
x = −2

a

33٫5−4−4٫5

f(x) = {x+ a

1
;
;

x < 1
x ≥ 1g(x) = {

x+ 1
a

x+1

;
;

x < 1
x ≥ 1a

f + gx = 1

−44−22

f(x)

f(x) = 3lim
x→3

f(x)lim
x→1

f(x) =+∞lim
x→0−

f(x) = 0lim
x→−∞
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0 c
b

a

y

x

2

y

x

4

95 تابع با ضابطه ي   به ازاي کدام مقدار  در 

پیوسته است؟

هیچ مقدار 

96 اگر   باشد، آنگاه حاصل    کدام است؟

صفر

97 اگر تابع   در نقطه اي به طول   پیوسته باشد، حاصل   کدام

است؟

98 نمودار تابع  به صورت مقابل است. این تابع درچند نقطه حد دارد ولی ناپیوسته است؟

صفر

 

 

 

99 تابع  مفروض است. اگر  و 

آن گاه  کدام است؟

100 حاصل  کدام است؟

صفر

101 اگر شکل زیر مربوط به تابع  باشد، حاصل  کدام است؟

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

−3x−−√ 1+ 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

(x− 1)3

a
3−−−√

3

;

;

x ≠ 1

x = 1

ax = 1

a
1
2

−
1
2

1
6

f(x+ 1) =
1
− 1x2

f(x)lim
x→0+

+∞−∞−1

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+m[x]x2

1
− 3nx3

x > 2
x = 2
x < 2

x = 2mn

−3−
7
2

−
9
2

−4

f

1

2

3

f(x) = { ax+ 2b ; x > 3
a + bx+ 2x2 ; x < 3

f(x) = 6lim
x→3+

f(x) = 2lim
x→3−

a+ b

21−34

lim
x→ π

2

x− 2
cos2x+ 1

−∞+∞1

g(x)lim
x→0−

4− g(x)

− 2g(x)
− −−−√

−∞−
1
4

2

− 22√
−4
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، تابع با ضابطه ي  در  پیوسته است؟ (  102 به ازاي کدام مقدار 

 نماد جزء صحیح است.)

هیچ مقدار  هر مقدار حقیقی 

103 حاصل  کدام است؟

صفر

104 اگر  در  پیوسته باشد،  چند مقدار حقیقی می تواند

داشته باشد؟

بی شمار صفر

، در بازه ي  105 تابع با ضابطه ي  به ازاي کدام مجموعه ي مقادیر 

پیوسته است؟

106 اگر تابع   در   پیوسته باشد، مقدار  کدام است؟

، نماد جزء صحیح است.) 107 حاصل  کدام است؟ (

108 تابع با ضابطه ي  با شرط  در بازه ي 

پیوسته است  کدام است؟

af(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x[−x]

−2
− 4x2

ax+ 2a

x < −2
x = −2

x > −2
x = −2

[ ]

2−2aa

( − )lim
x→( )

1

2

+

3
−2 − x+ 1∣∣ x2 ∣∣

4
4 − 1x2

+∞
1
3

−
1
3

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

|1+x|

− 2x− 3x2

ax+
1
a

x < −1

x ≥ −1

x = −1a

12

f(x) = {− + 4x2

ax+ 5x− a

x ≥ 1
x < 1

a[−2,2]

∅R{0,1}{−2,2}

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
−

1
x

3
x(x+ 3)

2a

x ≠ 0

x = 0
x = 0a

1
4

1
6

1
12

2
3

lim
x→0

(−1)[x]

sinx
[ ]

−11+∞−∞

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a+sin3x

bcos2x

0 ≤ x <
π

2
< x ≤ 2π

π

2

f( ) = 2
π

2
[0,2π]

a− b

−5−445
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1 2

1

2

3

1

2

2-

1

3

2

1

2 3

1

1-

π

 

، کدام است؟ 109 حاصل 

، حاصل عبارت  کدام است؟ 110 باتوجه به نمودار 

، مقدار  کدام است؟ با توجه به نمودار   111

112 اگر  به شکل زیر باشد  کدام است؟

با توجه به نمودار  مقدار  کدام گزینه است؟  113

وجود ندارد. 

114 نمودار تابع  در نزدیکی نقطۀ صفر شبیه کدام شکل زیر می باشد؟

1
1

115 اگر  و  باشد آنگاه  کدام است؟

تعریف نشده  صفر

116 حاصل حد  کدام است؟

صفر

( − )lim
x→−1

2
− 1x2

x

x+ 1

−2−
3
2

1
3
2

ffof(x)+ f( )lim
x→1

−
lim
x→2−

x

2

45

23

ff(− + 2x+ 1)lim
x→1

x2

−11

2−2

f(x)[ (x)]lim
x→1+

f−1

13

−1−3

ff (cosx+ 1)lim
x→π

01

−1

f (x) =
x− [x]

x

f (x) =
x+ 3
− 3x+ 2x2

g(x) = 3x
g(f (x))lim

x→1+

1+∞

lim
x→0+

logx
2√

− 12x

−1−∞+∞
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117 حاصل  کدام است؟

صفر

118 حاصل  کدام است؟

119 اگر  آنگاه  حاصل کدام است؟

صفر

120 حاصل  کدام است؟

وجود ندارد  صفر

121 حاصل  کدام است؟

وجود ندارد  صفر

122 حاصل  کدام است؟

وجود ندارد  صفر

123 اگر  حاصل  کدام است؟

124 حاصل  کدام است؟( نماد جزء صحیح است.)

125 حاصل  را به دست آورید.

صفر

126 حاصل  کدام است؟

lim
x→

3π

4

+

sinx

cos(x− )π

4

−∞+∞
2√

2

[8 ( )]lim
x→3+

cos2 π

x

2140

f(x) = [x] + [ ]+ [ ]+⋯+ [ ]x2 x3 x11f(x)lim
x→0−

−5−6−7

lim
x→+3−

[−x] − 6x+ 9x2
− −−−−−−−−

√

x− 3
+3−3

[ x]lim
x→

3π

4

+
cot2

12

lim
x→ π

2
+

[sinx] + [cosx]

[−sinx]

−1+1

f(x) =
[x] x+ 1− −−−√

sin( )πx

18

f (3− 5 )lim
x→0

x4

121086

[ ]lim
x→ π

3
−

12
xtan2

[ ]

3451

[− ]lim
x→

5π

6

+

1
xsin2

−4−5−3

[−4 x]lim
x→

2π

3

+
cos2

12−1−2
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1

1

2 با توجه به نمودار حاصل  کدام است؟  127

صفر

وجود ندارد 

128 مجموع حد چپ و راست  در  کدام است؟

صفر

129 حاصل  کدام است؟

صفر

130 حاصل  کدام است؟

131 حاصل  کدام است؟

132 اگر  باشد حد راست تابع در  کدام گزینه است؟

133 حاصل  کدام گزینه است؟

134 حاصل  کدام است؟

135 حاصل  کدام است؟

136 حاصل عبارت  کدام است؟

وجود ندارد 

[ ]lim
x→1+

2f(x)− 1
f(x)+ 1

−1

1

f(x) = [2 sin2x]2
−−−

√x =
π

8
123

[ ]lim
x→π

1
cosx

−1−23

[ − 4x+ 1]lim
x→2

x2

−2−4−30

[ ]lim
x→ π

6
+

1
xsin2

2345

f(x) = [ ]− [ ]
x

2
2
x

x = 2

−1−212

[− ]lim
x→(− )1

4

+

1
x2

−16−17−15−18

[− ]lim
x→( )1

5

+

3
x

15−1516−16

[ ]lim
x→2+

2x+ 8
x+ 1

4321

lim
x→ π

2

2
4+ 2tanx

1
2

0−
1
2
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3

2

3-

137 حاصل  کدام است؟

138 حاصل  کدام است؟

139 حاصل  کدام است؟

صفر

140 اگر  باشد  کدام است؟

صفر

141 اگر  حاصل  کدام است؟

صفر

، آنگاه  کدام است؟ 142 اگر 

143 اگر  حاصل  کدام گزینه است؟

با توجه به نمودار  حاصل  کدام گزینه است؟  144

145 اگر  حاصل  کدام است؟

lim
x→

3π

2

5
1+sinx

+∞−∞5
5
2

lim
x→0+

logx

sinx

−∞+∞01

lim
x→0+

tan(x)

xlog0٫5

1+∞−∞

= +∞lim
x→2

x+ 5
3 + ax+ bx2

a+ b

8−84

= +∞lim
x→2

x− 4
−2 + ax+ bx2

2a− b

−16+1624

f(x) = { x−−−√

x

x < 4
x ≥ 4

[ ]lim
x→4−

4f(x)+ 8

(x)f 2

24812

f(x) = { 3x
x− 1

x ≥ 1
x < 1

f (1− )+ f (1+ )lim
x→0

x2 lim
x→0

x4

−33−22

f(x)f(2− )− f(2+ )lim
x→0

x2 lim
x→0

x2

3−3

6−6

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ 2x2

x−−−√

5

x ∈ Z

x ∈ Z′

f(x)lim
x→4

91445
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x = 3  

1

5

3

1 2 3  

،  را طوري تعیین نمائید که  146 اگر 

باشد.

: 147 اگر  باشد توابع  و   به ترتیب از چپ به راست در نقطه اي به طول 

حد ندارد - حد ندارد حد دارد - حد ندارد حد ندارد - حد دارد حد دارد - حد دارد

148 تابع  در چند نقطه حد دارد؟

سه دو یک صفر

149 اگر  و  آنگاه  کدام است؟

حد ندارد صفر

150 اگر  و  آنگاه  کدام است؟

حد ندارد  صفر

151 اگر  حاصل  کدام است؟

با توجه به نمودار حاصل  کدام است؟  152

صفر

با توجه به نمودار  کدام است؟  153

154 اختلاف حد چپ از راست تابع  در  کدام است؟

صفر

f(x) = {
3 +a2 x−−−√

x+ + 1a2

x > 4
x < 4

af(x)− f(x) = 5lim
x→4+

lim
x→4−

±1±2± 2√±2 2√

f(x) = {
2
5

x ∈ Q

x ∈ Q′ffofx =
1
2

f(x) = { x2

x+ 5
x ∈ Q

x ∈ Q′

f(x) = {x+ 1
0

x ≠ 1
x = 1

g(x) = [x ]fog(x)lim
x→

3

2

32

f(x) = {x+ 2
0

x ≠ 1
x = 1

g(x) = x−
1
2

fog(x)lim
x→

3

2

32

f(x) = {
1−x
− −−−√

− 1+x
− −−−√

x > 0
x < 0

f( − + −x)lim
x→0−

x7 x5 x3

021−1

[ ]lim
x→3−

1
f(x)

−∞

+∞−1

f(f(x))lim
x→3+

53

01

f(x) = [ ][ ]
x

2
x

3
x = 4

−113
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، کدام است؟ 155 حاصل 

156 حاصل  کدام است؟

 وجود ندارد.

157 حاصل   کدام است؟

، کدام است؟ 158 حد عبارت  وقتی 

      

159 حاصل  کدام است؟

            

160 حاصل  کدام است؟

161 حاصل   کدام است؟

صفر

162 اگر   باشد، آن گاه  کدام است؟

163 هر گاه    مقدار  کدام است؟

( − )lim
x→2

6
− 2xx2

x+ 1
x− 2

−
5
2

−
3
2

1
2

3
2

lim
x→1

|x| − 1
+ |x| − 2x3

1
5

1
4

1

lim
x→2+

2− x+ 6− −−−√3

− 4x+ 4x2
− −−−−−−−−

√

−
1
6

−
1

12
1

12
1
6

cosx

1−sinx
x → (

π

2
)+

+∞21−∞

lim
x→1

1− x−−−√

2− 5−x
− −−−√

−4−224

lim
x→2

− 45x+ 6− −−−−√

6− 3x

−
5

24
−

5
48

−
5

12
−

5
3

lim
x→2

− 25x− 2− −−−−√3

− 3x+ 2x2

5
12

1
2

7
12

= 2lim
x→1

− 3x+ 2x2

a + 2x+ bx2
a− b

−11
1
2

−
1
2

= 2lim
x→2

mx+n

x− x+ 2− −−−√
n

−
3
2

3
2

−33
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2

1

164 مقدار  کدام است؟

165 حاصل   کدام است؟

166 تابع  در  چه وضعی دارد؟

ناپیوسته است. پیوسته است. از راست پیوسته است. از چپ پیوسته است

167 هرگاه تابع  یک چند جمله اي درجه ي اول و  باشد،  کدام است؟

168 نمودار مقابل قسمتی از تابع  را نشان می دهد. مقدار   کدام است؟

      

   

169 حاصل   کدام است؟ 

-

170 حد کسر  اگر  کدام است؟

171 حاصل   کدام است؟

( − )lim
x→1

1
x− 1

1
− 12x− 1− −−−−√

1
2

−
1
2

1−1

lim
x→4

− 32x+ 1− −−−−√

− 2x−−−√

2
3

−
2
3

3
4

4
3

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

− 1x2

x− 1
2

− 1x−−−√

− 1x3

x > 1

x = 1

0 < x < 1

x = 1

f(x)= 3lim
x→2

2 + f(x)x2

− 4x2
f(−1)

−20−1086

f(x) =
+ 2 + ax+ bx3 x2

x+ c
f(2)

810

46

lim
x→ π

2

1−sinx

xcot2

1−
1
2

1
2

1

( + 1 −( + 1(x+h)2 )2 x2 )2

h
h → 0

2( + 1)x24x( + 1)x2+ 1x2( + 1)x2 2

lim
x→2

x− x+ 2− −−−√

x+ − 3
2
x

0
1
2

3
3
2
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172 حاصل  کدام است؟

، مقدار  کدام است؟ 173 اگر  

174 اگر   باشد، حاصل   کدام است؟

موجود نیست.   

175 حاصل   کدام است؟

176 حد تابع  وقتی  کدام است؟

177 حد عبارت  کدام است؟

178 حاصل  کدام است؟

            

179 اگر  آنگاه  کدام است؟

180 حاصل  کدام است؟

   

lim
x→−3

+ 2x− 3x2

x+ x+ 12− −−−−√

−
24
7

24
7

4
7

−
4
7

= 2lim
x→1

a + 3x− bx2

5 +x− 6x2
a+ b

17
2

2210
21
2

f(2x+ 3) =
3 +x− 2x2

1−x2
(x)limf

x→1

−
7
2

5
2

−
5
2

lim
x→1−

− 7x+ 6x3

2 − 3 + 1x3 x2

+∞−∞
−1
6

1
2

f (x) =  
−  x2 2 −x2 x3

− −−−−−−
√

3− 1− 4x− −−−−√
x → −2

−
3
4

3
4

9
4

−
9
4

lim
x→

π

4

x− xsin3 cos3

sinx−cosx

1
2

3
2

−
1
2

−
3
2

lim

x→
3π
4

1+cot x

1+tanx

−101+∞

= 2lim
x→−3

ax+ 3a
1− 5x+ 16− −−−−−√

a

a= 1a=−1a= 5a=−5

lim
x→0+

x−−−√

x

2
1
2

−∞+∞
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181 حاصل  کدام است؟

182 حاصل  کدام است؟

         

183 حاصل  کدام است؟

            

184 حاصل  کدام است؟

صفر

185 حاصل   کدام است؟

186 حاصل   کدام است؟

187 حد عبارت   کدام است؟

188 حد کسر  وقتی  کدام است؟

   

189 حد کسر  وقتی  کدام است؟

   

lim
x→9

4− 2x− 2− −−−−√

3− x−−−√
3
2

2
3

−3
2

−2
3

lim
x→(−2)+

x+ 2
x+ 2− −−−√

∞−220

lim
x→9

3− x−−−√

− 4x+ 7− −−−√
−3
4

3
4

4
3

−4
3

lim
x→2

5 − 4x− 12x2

9 − 6x− 24x2

8
15

−8
15

8
20

lim
x→4

1− x− 3− −−−√

− 4xx2

−
1
8

1
4

−
1
4

1
8

lim
x→

π

4

sinx−cosx

tanx− 1

2√
2√

2
− 2√−

2√

2

lim
x→−1

x+ 2x+ 3− −−−−√

2− 3−x
− −−−√

−24−38

+ − 3x−−−√ x+ 3− −−−√

x+ − 2x2
x → 1

1
4

4
9
4

4
9

x+ + − 3x2 x−−−√

− 1x−−−√3
x → 1

7
6

21
2

93
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y

x

y = f x( (

1

a b c d
x

y

190 حد کسر  وقتی  کدام است؟

191 حاصل  کدام است؟

            

192 حاصل  برابر کدام است؟

193 شکل مقابل نمودار تابع  است. کدام یک از موارد زیر درست است؟

 

، حاصل  کدام است؟ 194 اگر 

195 تابع  در نقطۀ  حد ندارد؛ ولی در نقطۀ  حد دارد. کدام شکل می تواند نمودار این تابع
باشد؟

y

x1 2

y

x
1

2

y

x1 2

y

x1 2

196 کدام یک از موارد زیر در مورد تابع  درست است؟

 وجود ندارد.  وجود ندارد.

197 نمودار تابع  به صورت زیر است. این تابع در چند نقطه از نقاط  حد ندارد؟

+x− 2x3

− 1x−−−√3
x → 1

2
3

21
2

412

lim
x→4

3− 2x+ 1− −−−−√

2− x−−−√

2
3

3
4

4
3

3
2

lim
x→−2

x+ 2x+ 8− −−−−√

x+ 2
3
2

5
2

−3
2

−5
2

f(x) = x− 1
− −−−

√

f(x) = 0lim
x→1

f(x) = f(1)lim
x→1−

f(x) = f(1)lim
x→1+

f(x) = 1lim
x→0+

g(x) = { 2x− 1 x ≠ 4
5 x = 4

g(x)lim
x→4

5739

y = f(x)x = 1x = 2

f(x) =
|x|

x

f(x) = 1lim
x→0

f(x)lim
x→0+

f(x)lim
x→0−

f(x) = 1lim
x→3

f{a, b, c, d}

43
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1
1

1
x

y

-

198 اگر  باشد، آنگاه چند مورد زیر نادرست است؟ 

الف)  

 ب)   

پ)   وجود ندارد.       

 ت)  

صفر          

199 در کدام گزینه تساوي داده شده با توجه به شکل نادرست است؟
y

x

2

1
1

3

 

y

x
21

1

 

 

y

x

2

1
1

2

 
 

y

x

2

1
1

3

 

به صورت زیر باشد، حاصل  کدام 200 اگر نمودار تابع 

است؟

صفر     

201 چه تعداد از توابع زیر در نقطۀ  حد ندارند؟
 

   الف)  

  پ)  

  ب)   

 ت)  

f(x) =
|x+ 2|
−x− 2

f(x) = 1lim
x→(−2)+

f(x) = −1lim
x→(−2)−

f(x)lim
x→−2

f(x) = 1lim
x→−3

123

f(x) = f(2)lim
x→2+f(x) = f(1) + 2lim

x→1

f(x) − f(1) = 2lim
x→1+

lim
x→1−

f(x) ≠ f(2)lim
x→2

ff(x)+ f(1−x)lim
x→1+

lim
x→0+

1−1−2

x = 0

f(x) = { , x ≠ 0|x|

x

0 , x = 0

f(x) = {
, x > 0x−−−√

− , x < 0−x
−−−

√

f(x) = {1 , x > 0
−1 , x < 0

f(x) = {2 , x ≥ 0x2

0 , x < 0

1234
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202 اگر  و  باشند، کدام گزینه درست

است؟

 در  حد ندارد،  در  حد دارد و  نیز در  حد ندارد.

 و  در  حد ندارد، اما  در  حد دارد.

 و  در  حد ندارد، اما  در  حد دارد.

،  و  در  حد ندارند.  

، آن گاه  کدام 203 اگر تابع  در نقطۀ  حد داشته باشد و بدانیم 

است؟

، نماد جزء صحیح است.)  204 به ازاي کدام مقدار  تابع  در  حد دارد؟ ( 

 

205 حاصل  کدام است؟

حد ندارد.  صفر

206 اگر تابع  در  و  حد داشته باشد، مقدار 

، نماد جزء صحیح است.)  کدام است؟ ( 

، به ازاي کدام مقدار  تابع در  پیوسته است؟ 207 در تابع 

208  تابع  با توجه به نمودارش در چند نقطه از دامنه اش ناپیوسته است؟

2 صفر

f(x) = {x+ 3 , x ≥ 0
2x+ 2 , x < 0

g(x) = {x− 1 , x ≥ 0
x , x < 0

fx= 0gx= 0f + gx= 0

fgx= 0f + gx= 0

fgx= 0f − gx= 0

fgf + gx= 0

fx = 5= 7lim
x→5

4f(x)− 3
2f(x)+ 1

f(x)lim
x→5

3
2

1−
3
2

−1

af(x)x = 2[ ]

f(x) = a[ ]+ 2ax[− ]− [ ]
x

2
x

2
x2

−
1
3

−
5
4

5
4

1
3

lim
x→2

+x− 10x3

− 4x2

4
3

13
4

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

, x ≥ 15 − ax2
− −−−−−

√

, −2 < x < 12 −3x+1x2

−1x2

b [x] + , x ≤ −2|x+2|
x+2

x = 1x = −2

2a× b[ ]

19−19−2020

f(x) =
⎧

⎩⎨
, x ≠

cot x−1
sin x−cos x

π

4

k , x = π

4

kx =
π

4

− 2
−−−

√2
−−−

√
2−−−√

2
−

2−−−√

2

f(x) = {
|x| , |x| ≤ 2

, |x| > 24
x

123
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2

2-

g x))

x

y

1

1
1

 

209 هرگاه  باشد، با توجه به نمودار تابع  حاصل  کدام

است؟

، علامت جزء صحیح 210 تابع  در بازة  پیوسته است، حداکثر مقدار  کدام است؟ (
است.)

صفر

، علامت جزء صحیح است.) 211 حاصل  کدام است؟ (

صفر 

212 اگر تابع  در نقطۀ  پیوستگی چپ داشته باشد،  کدام

است؟

، حاصل  کدام است؟ 213 اگر 

، جرم یک کودك تا  سالگی را برحسب کیلوگرم تعیین 214 تابع 

می کند. این تابع در کدام یک از بازه هاي زیر ناپیوسته است؟

215 کدام یک از توابع زیر در  پیوستگی چپ دارد؟ ( نماد جزء صحیح است.)

216 کدام گزینه درست نیست؟ ( نماد جزء صحیح است.)

(2f(x)+ 1) = 5lim
x→1+

glim
x→1+

( − 2g)(x)f 3
− −−−−−−−−−

√

(f ⋅ g)(x)+ 3

0٫51٫5

−22

f(x) = x[x](−1,k)k[ ]

−1
2

1
2

1

lim
x→ π

2

[x] − xsin2

1 + cos( + x)π

2

[ ]

12−1

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
,x ≠ 3

− 6x+ 9x2
− −−−−−−−−

√

3−x

m ,x = 3

x = 3m

1−12−2

= alim
x→0

xcos2

1+cosx
lim
x→ π

6

4asinx− 1
8a x− 1sin2

12
3
2

1
2

f(t) = { 6t+ 4 0 ≤ t < 1
2t+ 10 1 ≤ t ≤ 10

10

(0,1)[0,2](1,9)[2,10]

x = 2[]

f(x) = [x]g(x) = x− 2
− −−−

√h(x) = 2 − x
− −−−

√k(x) =
|x− 2|
x− 2

[]

[x] = 4lim
x→4+

[x] = 3lim
x→4−

[−x] =−4lim
x→4−

[−x] =−3lim
x→4+
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y

x1

1
2
3

y

x
1

1
2
3

2-
2-  

217 نمودار تابع  به صورت شکل زیر است. حاصل  کدام است؟

این حد وجود ندارد.

218 براي تابع  که نمودار آن داده شده، حاصل  کدام است؟

219 اگر  باشد و در اطراف  داشته باشیم  کدام گزینه می تواند نمودار

تابع  در اطراف  باشد؟

 

1

2

y

x
 

1

2

y

x
 

1

2

y

x
 

1

2

y

x

، چه تعداد از موارد زیر درست است؟  220 با توجه به تابع 

الف)         ب)    

پ)                           ت) 

صفر

221 اگر تابع  در  حد داشته باشد و  باشد، مقدار 

 کدام است؟

222 اگر  و  باشد، به ترتیب از راست به چپ حاصل 

 و  کدام است؟

صفر و     صفر و  صفر و حد ندارد. و    

y = f(x)f( )lim
x→4+

1
2x− 7

1

2

3

ff(2)+ f(x)+ f(x)lim
x→2+

lim
x→2−

34

56

f(x) = 2lim
x→1

x = 1< 0
f(x) − 2

1 − x

fx = 1

f(x) = x+ 4
− −−−

√

f(x) = 0lim
x→(−4)+

f(x) = 0lim
x→−4

f(−4) = 0f(x) = 2lim
x→0

234

f(x) = {3 − 1x2

ax− b

,

,

x > 2
x < 2

x = 2f(x) = 4lim
x→−1

a− b

26
3

−411−
11
3

f(x) = − 3 + 2x4 x2g(x) = x− 1

(f + g)(x)lim
x→1

( )(x)lim
x→1

f

g

1−22−2
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، تابع  در  داراي حد است؟ (  223 به ازاي کدام مقدار 

علامت جزء صحیح است. )

بستگی به مقدار  دارد. صفر

224 اگر  باشد، حاصل  کدام است؟

225 اگر  و  باشد، آنگاه حاصل  همواره کدام است؟

ممکن است وجود نداشته باشد.

226 حاصل  کدام است؟ ( علامت جزء صحیح است. )

وجود ندارد.

227 اگر تابع  در نقطۀ  حدي مخالف صفر داشته باشد،  کدام است؟

، حاصل  کدام است؟    228 اگر  و 

229 تابع  در  پیوسته است.  کدام است؟

230 تابع  در نقطۀ  حد ندارد. مقدار  کدام یک از مقادیر زیر می تواند باشد؟ ( نماد
جزء صحیح است.) 

231 چه تعداد از توابع زیر در  ناپیوسته اند؟ 

الف)            ب)            پ) 

صفر

af(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

[x] − 2 |x|
x− 1

bx+ a− 1

,

,

x < 0

x > 0
x = 0[ ]

−12b

= 3lim
x→0

+ ax+ bx2

x
a+ b

2−23−3

f(x) = 0lim
x→t

g(x) = 4lim
x→t

( + )lim
x→t

f(x)
− −−−

√ g(x)
− −−−

√

24

8

[ ]lim
x→2+

36
1 + 4x

[ ]

435

fx = 1f(1)

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

, x > 1
x− 1
− 3x+ ax2

a+ b , x = 1

, x < 1
b(x− 1)
|x− 1|

1

2

3

4

f(x) = 3lim
x→2

g(x) = −1lim
x→2

lim
x→2

f(x)− 1
g(x)

−223−3

f(x) = {x+ a x > 2
3x x ≤ 2

x = 2a

1234

f(x) = [x]x = a−−−√a[ ]

1115913

x = 1

f(x) = (x− 3)2
g(x) =

|x− 1|
x− 1

h(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x+ 1 x > 1
2 x = 1
2−x x < 1

123
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1

2
3

2

y

x

 

y

x

2

1-
1

1 3 4

232 کدام تابع در  پیوسته نیست؟ ( نماد جزء صحیح است.)

233 تابع  در نقطۀ  حد دارد. مقدار  کدام است؟

. حاصل  کدام 234 اگر  یک تابع خطی باشد،  و 

است؟

. حاصل  کدام است؟( نماد 235 اگر  و 

جزء صحیح است.)

236 حاصل  کدام است؟ ( نماد جزء صحیح است.)

صفر

237 شکل مقابل، نمودار تابع خطی  است. حاصل  کدام است؟

صفر

238 حاصل  کدام است؟

صفر

، کدام گزینه صحیح است؟ با توجه به نمودار تابع   239

 

  

R[ ]

f(x) = [x]f(x) = sinx

f(x) = 2xf(x) = ( + 1)(1 − 5 )x2 x3

f(x) =
(x+ a) |x− 4|

x− 4
x = 4a

−4−884

f(x)f(x) = 4lim
x→3

f(x) = 4lim
x→−3

(2f(x)+ 1)lim
x→5

117910

f(x) = [x] + 3mf(x)+ f(x) = 7lim
x→5−

lim
x→2+

f(x)lim
x→0+

[ ]

3
2

1
2

3
1
3

+lim
x→0

x

2 −xx2
lim
x→3+

x− 2
[x] − 1

[ ]

−
1
2

2
1
2

y = f(x)lim
x→−2

(x+ 5)f(x)
− 4x2

6
5

5
2

−
3
4

lim
x→ π

2

1− xsin3

1− xsin2

1
3
2

1
2

f

f(x) = 0lim
x→4

f(x) = 1lim
x→1

f(x) = 2lim
x→3

f(x) = 1lim
x→0
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y

x
b

c
a d e

y

x- 2

2

2 4

3

1

4
5

3 5

 

- 1 1 3 4

2

1-

y

x
1

 

240 کدام یک از عبارت هاي زیر در مورد تابع  که نمودار آن در شکل مقابل آورده شده است، درست است؟

تابع    در  فقط حد راست دارد.

حد چپ و راست تابع  در  موجود است ولی با هم برابر نیستند.

 داراي حد است.

 

تابع    در 

تابع  در  حد چپ دارد.

241 شکل زیر مربوط به نمودار تابع  است. حاصل عبارت 

 کدام است؟

242 نمودار تابع  در شکل زیر رسم شده است. اگر تابع  در   حد نداشته باشد، حاصل عبارت 

 کدام است؟

صفر

243 حاصل  به ازاي چه مقادیري از    وجود دارد؟ 

به ازاي تمام مقادیر مثبت  به ازاي هر مقدار حقیقی 

به ازاي تمام مقادیري از  که  باشد.  به ازاي تمام مقادیري از  که  باشد. 

244 حاصل  کدام است؟

، نماد جزء صحیح است.) ، کدام است؟ ( 245 حاصل 

246 اگر حاصل حدِ تعریف شده  باشد، آن گاه حاصل  کدام

است؟ 

f

f x= a

 f x= c

f x= b

 f x= d

 f(x)

 A = f(x)+ f(x)+ f(x)lim
x→2+

lim
x→4

lim
x→(−2)+

78

65

 y = f(x) f x = a

 −f(a− 4)+ f(x)lim
x→(a−2)

1−1

2

 lim
x→c

bx+ a
− −−−−√c (b > 0)

cc

c
b

 c> −a
c

b
 c< −a

 lim
x→1

( − 3x+ 2)x+ 3− −−−√ x2

− 1x2

−4−1
1
4

4

 lim
x→3−

x[x] − 6
|2 − 2x− 12|x2

 []

−
1
4

1
4

−
1
5

1
5

 = blim
x→2

a + 4xx2

− 4x2
 lim
x→−2

+ 5x− 3ax2

+ 4bx2

 (b ≠ 0)

−0٫25−0٫30٫7−0٫7
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x

y

3

L

247 اگر نمودار تابع  به صورت شکل زیر باشد، مقدار  کدام است؟

248 حاصل  کدام است؟

، نماد جزء صحیح است.) 249 حاصل  کدام است؟ (

250 اگر  و  باشد، حاصل عبارت 

 کدام است؟

 f(x) =
+n + 6xx3 x2

x− 3
 n+L

3−2

−52

  lim
x→π+

|1+cosx|

xsin2

−
1
2

1
2

1−1

 lim
x→π+

[x] 1− xcos2
− −−−−−−−

√

2sinxcosx
 []

3
2

−
3
2

2−2

 f(x) = 1−sinx

xcos2
 g(x) =

| +x− 2|x2

− 4x2

 A = f(x)+ g(x)lim
x→ π

2

lim
x→(−2)+

1−
1
4

−
1
2

−2
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 1
 

 2
 

شرط پوسیدگی تابع  در  این است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در     موجود و متناهی و باهم برابر باشند.

پس  است 

ابتدا تابع داده شده را ساده می کنیم.   3

حد راست و حد چپ و مقدار تابع را باید در  و  بدست آوریم.

تابع در  ناپیوسته است.  

 

تابع در  پیوسته است. 

 4

 

تابع از چپ پیوسته و از راست ناپیوسته است.

 5
کافی است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.

f(x) − f(x) = 3 ⇒ (2 + a)[ ] − (2 + a)[ ] = 3lim
x→2+

lim
x→2−

2+ 2−

⇒ (2 + a)(2) − (2 + a)(1) = 3 ⇒ 4 + 2a − 2 − a = 3 ⇒ a = 1

fx = a

= = = −limf(x)
x→2

lim
x→2

x − 2x
−−

√

2 − x

0
0
−→−
Hop

lim
x→2

1 −
1(2)

2 2x
−−

√

−1
1
2

f(2) = a = −
1
2

f(x) = {x − 1
2x

x > 1 یا x < −1
−1 ≤ x ≤ 1

x = 1x = −1

x = 1x = 1 : ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = (x − 1) = 1 − 1 = 0lim
x→1+

lim
x→1+

f(x) = f(x) = 2(1) = 2lim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = 2(1) = 2

x = −1x = −1 : ⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = 2x = 2(−1) = −2lim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

f(x) = (x − 1) = −1 − 1 = −2lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

f(−1) = 2(−1) = −2

[− ] = [−( ] = [−( )] = [−9٫01] = −10lim
x→3+

x2 3+)2 9+

[− ] = [−( ] = [−( )] = [−8٫99] = −9lim
x→3−

x2 3−)2 9−

f(−3) = [−9] = −9

x = 0
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از آنجا که نرخ رشد  از نرخ رشد  بیش تر است لذا داریم:   6

 

 7
چون تابع داده شده در بازه ي  پیوسته است پس در هر نقطه ي بین  و  نیز باید پیوسته باشد، بنابراین کافی است شرط پیوستگی

را (تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) را در  اعمال کنیم.

 8
کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.

 

 

 

این تابع در  پیوسته نمی باشد.

 9

    

 

 10

⇒ −a = 2 ⇒ a = −2

f(0) = f(x) = (3x − a) = (3 × 0) − a = −alim
x→0−

lim
x→0−

f(x) = ( + 2) = ( + 2) = 2lim
x→0+

lim
x→0+

x

x−−−√
lim
x→0+

x−−−√

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2n
n2

= 0lim
n→+∞

n2

2n

[0,2π]02π

x =
π

2

⇒ { ⇒ a − b = 0

f(x) = a sin = −a = 2lim
x→(

π

2
)−

3π
2

f(x) = bcosπ = −b = 2lim
x→(

π

2
)+

a = −2
b = −2

x = 1

f(x) = = = 3lim
x→1+

lim
x→1+

| |(x + 2)(x − 1)
  +

x − 1
lim
x→1+

(x + 2)(x − 1)
(x − 1)

f(x) = = = −3lim
x→1−

lim
x→1−

| |(x + 2)(x − 1)
  −

x − 1
lim
x→1−

−(x + 2)(x − 1)
(x − 1)

x = 1

= =lim
x→1+

x + − 1x − 1
− −−−−

√

− 1x2
− −−−−

√
lim
x→1+

x − 1 + x − 1
− −−−−

√

(x − 1)(x + 1)
− −−−−−−−−−−−

√

0
0

⇒ =lim
x→1+

x − 1 + x − 1
− −−−−

√

x + 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√
lim
x→1+

+x − 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√

x + 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√

= = = =lim
x→1+

( )( + 1)x − 1
− −−−−

√ x − 1
− −−−−

√

x − 1
− −−−−

√ x + 1
− −−−−

√
lim
x→1+

+ 1x − 1
− −−−−

√

x + 1
− −−−−

√

0 + 1

2
−−−

√

1

2
−−−

√

− g(x) = 0 → = g(x)lim
x→1

sinπx

1 − x
lim
x→1

sinπx

1 − x
lim
x→1
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طبق قضیه ي فشردگی  می باشد.

 11

 

چون حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  با هم برابر هستند پس تابع در  پیوسته است.

 12

 13

کافی است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.

تابع در  پیوسته است. 

   14

می دانیم:      15

براي پیوستگی  در بازه ي  تنها کافی است شرایط پیوستگی را در نقطه ي مرزي  اعمال کنیم.  16

(تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) 

= = π ⇒ = g(x) = πlim
x→1

sinπx

1 − x

0
0
− →−−
HOP

lim
x→1

πcosπx

−1
lim
x→1

sinπx

1 − x
lim
x→1

f(x) = πlim
x→1

f(x) = [ ] − [ ] = 8 − [ ] = 8 − 2 = 6lim
x→8+

8+ 8
4

+

2+

f(x) = [ ] − [ ] = 7 − [ ] = 7 − 1 = 6lim
x→8−

8− 8
4

−

2−

f(8) = [8] − [ ] = 8 − [2] = 8 − 2 = 6
8
4

x = 8x = 8

|x| + [x + ] = 3 + [ ] = 3 + [3٫⋯] = 3 + 3 = 6lim
x→3−

3
−−−

√

2
2٫99 + 0٫86

x =
π

2

x =
π

2
⇒

f(x) = (−cos2x) = 1lim
x→(

π

2
)+

lim
x→(

π

2
)+

f(x) = (sinx + 2cosx) = 1lim
x→(

π

2
)−

lim
x→(

π

2
)−

f( ) = 1
π

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) + f(x) = [ ] + [ ] + [ ] + [ ]lim
x→6+

lim
x→6−

6+

2
6+

3
6−

2
6−

3

= [ ] + [ ] + [ ] + [ ] = 3 + 2 + 2 + 1 = 83+ 2+ 3− 2−

(1 − cosu)∼ , sinu∼ulim
u→0

u2

2
lim
u→0

= ⇒ = = = 2lim
x→0

1 − cos2x
x sinx

0
0

lim
x→0

(2x)2

2
x × x

lim
x→0

4x2

2x2

4
2

f[ ,2π]
π

4
x =

3π
4
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کافی است شرط پیوستگی (تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) را در  اعمال کنیم.   17

 18

 19
 

دقت کنید وقتی  آنگاه  از مقادیر کوچکتر از  به عدد  نزدیک می شود.

کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.   20

تابع در  حد ندارد پس نمی تواند پیوسته باشد.

 21

با توجه به بازه ي داده شده در تابع،  غیر قابل قبول است پس فقط  قابل قبول است. 

⇒ −a = −1 ⇒ a = 1

= (x + ) = cosπ = −1limf(x)

x→(
3π
4

)+

limcos

x→(
3π
4

)+

π

4

= a sin2x = a sin = −alimf(x)

x→(
3π
4

)−

lim
x→(

3π
4

)−

3π
2

f( ) = cos( + ) = cosπ = −1
3π
4

3π
4

π

4

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 2

⇒ 0 = 4 + b⇒ b=−4

f(x) = = = 12 − 12 = 0lim
x→2+

lim
x→2+

− 3 + 4x3 x2

x− 2

0

0
− →−−
HOP

lim
x→2+

3 − 6xx2

1
f(x) = (2x+ b) = 4 + blim

x→2−
lim

x→2−

f(2) = 4 + b

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ −6 − (−7٫5) = 1٫5
[2x] = [2(− )] = [− ] = (−4) = −6lim

x→−2+

3
2

3
2

2+ 3
2

4+ 3
2

[2x] = [2(− )] = [− ] = (−5) = −7٫5lim
x→−2−

3
2

3
2

2− 3
2

4− 3
2

f(x) = −2 , [f(x)] = [(−2 ] = −3lim
x→0+

lim
x→0+

)−

x → 0+
y−2−2

= = = =lim
x→0+

f(x) − 2
3[f(x)] + 1

−2 − 2
3(−3) + 1

−4
−9 + 1

−4
−8

1
2

x = 0

(3x + ) = (3x + 2) = 2lim
x→0+

|2x|
 +

x
lim
x→0+

(3x + ) = (3x − 2) = −2lim
x→0−

|2x|
 −

x
lim
x→0−

x = 0

⇒ = a ⇒ = 1 ⇒ a = ±1

f(x) = alim
x→a+

f(x) =lim
x→a−

1
a

1
a

a2

a = −1a = 1
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 22

 23

فرض می کنیم در تابع  وقتی  حد تابع برابر  است.   24

پس  است.

 25
تابع وقتی حد دارد که حد راست و حد چپ آن در آن نقطه، موجود و با هم برابر باشند.

هرگاه  به سمت عددي میل کند که باعث صفر شدن تمام جملات شود آن گاه هر عبارت، هم ارز آن جمله اي است  26
که توان کمتري دارد.

وقتی  یعنی  در یک همسایگی از عدد  قرار دارد بنابراین همواره  غیر صحیح است و هیچ گاه سراغ
 

 27
ضابطه ي صحیح نمی رویم.

⇒ 4 + b= 4a+ 3b⇒ 4a+ 2b= 4 ⇒ 2a+ b= 2
f(x) = ( − 2x+ b) = 8 − 4 + b= 4 + blim

x→2+
lim

x→2+
x3

f(x) = (2ax+ 3b) = 4a+ 3blim
x→2−

lim
x→2−

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

= = = −lim
x→

π

3

2 sin(x + )cos3x
π

6
xtan2

2 sin cos(π)( + )
π

3
π

6

  
π

2

tan2 π

3

2(1)(−1)
3

2
3

f(x)x → 1a

= = 1 ⇒ 2a = 10 → a = 5lim
x→1

3f(x) − 2
f(x) + 8

3a − 2
a + 8

f(x) = 5lim
x→1

⇒ 4 + 3a − 2a + 3 = −2 → a = −9
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = ( + 3a) = 4 + 3alim
x→2+

lim
x→2+

x2

f(x) = (ax − 3) = 2a − 3lim
x→2−

lim
x→2−

x

= =lim
x→0

2x − 2 x−−−√
3

3x + 4 x−−−√
3

0
0
− →−−−−−

جملھ ی کم توان
lim
x→0

−2 x−−−√
3

4 x−−−√
3

−1
2

x → axax

f(x) + f(x) = −2 + (−2) = −4lim
x→0−

lim
x→(

−1
3

)+
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 28

 

بنابراین قدرمطلق تفاضل حد راست از حد چپ تابع برابر  می باشد.

 29

 30

   

 

 31

 32

 33  

تنها گزینه اي که جواب آن عدد یک می شود گزینه ي اول است زیرا براي محاسبه ي  باید سراغ ضابطه ي پایین برویم که جواب یک می
شود.

+ = ( + ) = 1 + 1 = 2lim
x→2+

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

− 4∣∣x2 ∣∣

  +

− 4x2

x − 2


|x − 2|

 
+

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟
lim
x→2+

( − 4)x2

− 4x2

x − 2
x − 2

+ = ( + ) = −1 − 1 = −2lim
x→2−

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

− 4∣∣x2 ∣∣

  −

− 4x2

x − 2


|x − 2|

 
−

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟
lim
x→2−

−( − 4)x2

− 4x2

x − 2
−(x − 2)

4

⇒ 7 + 5 = 12
f(x) = [ ] + [ ] = [ ] + [ ] = 5 + 2 = 7lim

x→10+

10+

2
10+

5
5+ 2+

f(x) = [ ] + [ ] = [ ] + [ ] = 4 + 1 = 5lim
x→10−

10−

2
10−

5
5− 2−

=lim
x→3−

(3 − [x]) − 6x + 9x2
− −−−−−−−−−

√

x − 3
lim
x→3−

(3 − [ ])3−
↑
2

(x − 3)2
− −−−−−−

√

x − 3

= = = −1lim
x→3−

| |x − 3
  −

x − 3
lim
x→3−

−(x − 3)
x − 3

f(x) = 3 ,  f(x) = 1 ⇒ f(x) − f(x) = 3 − 1 = 2lim
x→1+

lim
x→(−1)−

lim
x→1+

lim
x→(−1)−

f(x) = −1 ,  f(x) = 1 ,  f(3) = 0 ⇒ f(x) + f(x) − f(3) = −1 + 1 + 0 = 0lim
x→3+

lim
x→−3−

lim
x→3+

lim
x→−3−

f(x) = 1lim
x→1−

f(0)
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 34
 

توجه کنید که  در ناحیه ي چهارم است و در این ناحیه کتانژانت، منفی است.

 35
حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باید با هم برابر باشند.

 36
کافی است حد چپ تابع را در  برابر مقدار تابع در  قرار دهیم. 

پس  است.

 37
هرگاه  به سمت عددي میل کند که باعث صفر شدن تمام جملات شود آن گاه هر عبارت، هم ارز آن جمله اي است که توان کمتري دارد.

 

 38

 39

پس به ازاي هر مقدار مخالف صفر  برقرار است. چون اگر  باشد جواب حد برابر یک می شود.   

 40

x = (−∞ = −∞lim
x→0−

cot3 )3

0−

x = 3

⇒ 3a + 3 = 12 ⇒ 3a = 9 ⇒ a = 3

f(x) = (ax + 3) = 3a + 3lim
x→3+

lim
x→3+

f(x) = (x + 3)[x] = 6(2) = 12lim
x→3−

lim
x→3−

f(3) = 3a + 3

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = 1x = 1

= = = =lim
x→1−

f(x) lim
x→1−

x − 1
| |− 1x2
  

−

lim
x→1−

(x − 1)
−( − 1)x2

lim
x→1−

(x − 1)
−(x + 1)(x − 1)

−1
2

f(1) = k

k =
−1
2

x

= = 1lim
x→0

− xx−−−√3

+ xx−−−√3

0
0
− →−−−−−

 جملھ ی کم توان
lim
x→0

x−−−√3

x−−−√3

=    = = 1lim
x→−

π

4

2 sinx + 2
−−−

√

2cosx − 2
−−−

√

0
0

− →−−
HOP

lim
x→−

π

4

2cosx

−2 sinx

2
2
−−−

√

2

2
2
−−−

√

2

= = = − = −1lim
x→0

−x2 a2

+ 2ax +x2 a2
lim
x→0

(x − a)(x + a)

(x + a)2
lim
x→0

x − a

x + a

a

a

aa = 0

= = x = (−∞ = +∞lim
x→(

π

2
)+

tanx

cotx
lim

x→(
π

2
)+

tanx

1
tanx

lim
x→(

π

2
)+

tan2 )2
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 در ناحیه ي دوم است و در این ناحیه تانژانت، منفی است.

 41

 42

 

حد چپ و راست تابع در  با هم برابر نیستند، پس تابع در  حد ندارد.

، تنها کافی است شرایط پیوستگی تابع را در نقطه ي مرزي به طول  براي پیوستگی تابع  در بازه ي   43

اعمال کنیم. (تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) 

ابتدا تابع را ساده شده تر مینویسیم       44

 

تابع در  پیوسته است.   و    
 

 

تابع در  پیوسته نیست.   و 

(
π

2
)+

⇒ a− 1 = 2 ⇒ a= 3
f(x) = ( + [x]) = 1 + [ ] = 1 + 1 = 2lim

x→1+
lim

x→1+
x2 1+

f(x) = (ax+ [−x]) = a+ [−( )] = a+ [−(0٫9)] = a− 1lim
x→1−

lim
x→1−

1−

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

x → ⇒ [x] = nn+

⇒ cos(π(x − [x])) = cos(π(x − n)) = cos(π(n − n)) = cos(0) = 1lim
x→n+

lim
x→n+

x → ⇒ [x] = n − 1n−

⇒ cos(π(x − [x])) = cos(π(x − n + 1)) = cos(π(n − n + 1)) = cosπ = −1lim
x→n−

lim
x→n−

x = nx = n

f[0,2π]x =
π

4

⇒ a+ =−1 ⇒ a=−

f(x) = cos3x= cos = (− ) = −1lim
x→

π

4
+

lim
x→

π

4
+

2
−−−

√ 2
−−−

√
3π

4
2
−−−

√
2
−−−

√

2

f(x) = (a+ x) = a+ = a+ = a+lim
x→

π

4
−

lim
x→

π

4
−

sin2 sin2 π

4

⎛

⎝
⎜⎜

2
−−−

√

2

⎞

⎠
⎟⎟

2

1

2

f( ) = cos = (− ) = −1
π

4
2
−−−

√
3π

4
2
−−−

√
2
−−−

√

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1

2

3

2

f(x)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− xx3

− |x|x2

2

;

;

x ≠ ±1

x = ±1

= = = 2lim
x→1

− xx3

− |x|x2
lim
x→1

x( − 1)x2

− xx2
lim
x→1

x(x − 1)(x + 1)
x(x − 1)

x = 1f(1) = 2 →

= = = (x − 1) = −2lim
x→−1

− xx3

− |x|x2
lim
x→−1

x( − 1)x2

+ xx2
lim
x→−1

x(x − 1)(x + 1)
x(x + 1)

lim
x→−1

x = −1f(−1) = 2 →
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 45

 46
کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.

 

، تابع  در   پیوسته است. یعنی به ازاي هر مقدار 

کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.   47

 

 

  

 

   

 48
 

جمع این سه مقدار برابر یک میشود.

 49

تابع داده شده به صورت  است.

 

پس قدر مطلق تفاضل این دو حد برابر   یا  است.

f(x) = 3
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

(4 − ) = 3lim
x→1

x2

= 3lim
x→1

+ 8x3
− −−−−

√
− →−−

فشردگی
lim
x→1

x = 1
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = ( − ax + a) = 1 − a + a = 1lim
x→1+

lim
x→1+

x2

f(x) = = = 1lim
x→1−

lim
x→1−

− 1x2

2x − 2
lim
x→1−

(x − 1)(x + 1)
2(x − 1)

f(1) = 1 − a + a = 1
af(x)x = 1

x = 2

f(x) = =lim
x→2

lim
x→2

+ x − 10x3

x − 2
lim
x→2

(x − 2)( + 2x + 5)x2

(x − 2)

= + 2x + 5 = 13 → b = 13lim
x→2

x2

f(2) = b

= 1 , = −2 , f(3) = 2lim f(x)
x→3+

lim f(x)
x→3−

f(x) =
|(x − 2)(x + 1)|

− 4x2

f(x) = = = =lim
x→2+

lim
x→2+

|(x − 2)(x + 1)|
  +

− 4x2
lim
x→2+

(x − 2)(x + 1)
(x + 2)(x − 2)

2 + 1
2 + 2

3
4

f(x) = = = = −lim
x→2−

lim
x→2−

|(x − 2)(x + 1)|
  −

− 4x2
lim
x→2−

−(x − 2)(x + 1)
(x + 2)(x − 2)

−(2 + 1)
2 + 2

3
4

6
4

1٫5
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 50
حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باید باهم برابر باشند   

 

باید حد راست و حد چپ و مقدار تابع در   باهم برابر باشند.     51

، حد راست و حد چپ و مقدار تابع با هم باید برابر باشند.  در   52

 

پس  می باشد.

 53
کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم. 

 54

 

بنابراین حد راست از حد چپ  بیشتر است.

x = 3

→ 9 + 3a = 6 → 3a = −3 → a = −1

f (x) = ( + ax) = 9 + 3alim
x→3+

lim
x→3+

x2

f (x) = x[x] = 3[ ] = 3 × 2 = 6lim
x→3−

lim
x→3−

3−

f (3) = 9 + 3a

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

x =
π

3

⇒  a + =  → a =  

f(x) =  sin x = sin = ( =lim
x→(

π

3
)+

lim
x→(

π

3
)+

2 2 π

3

3
−−−

√

2
)2 3

4

f(x) = (a + cosx) = a + cos = a +lim
x→(

π

3
)−

lim
x→(

π

3
)−

π

3
1
2

f( ) = sin = ( =π

3
2 π

3

3
−−−

√

2
)2 3

4

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1
2

3
4

1
4

x = 2

⇒ { ⇒ a = 1 ,b = 1

f(x) = ( + bx − a) = 4 + 2b − a lim
x→2−

lim
x→2−

x2

f(x) = (2ax + b) = 4a + blim
x→2+

lim
x→2+

f(2) = 5

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

 4a + b = 5
2b − a = 1

a + b = 2

x = 2

→ k + 2 = − → k = −

f(x) = (k + [x]) = k + [ ] = k + 2lim
x→2+

lim
x→2+

2+

f(x) = = = −lim
x→2−

lim
x→2−

|x − 2|
  −

− 4x2
lim
x→2−

−(x − 2)
(x + 2)(x − 2)

1
4

f(2) = k + [2] = k + 2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1
4

9
4

f(x) = =lim
x→0+

lim
x→0+

x

2x
1
2

f(x) = = = 0lim
x→0−

lim
x→0−

x

2x − 1
0

0 − 1
1
2
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 55

با فرض پیوسته بودن  در  داریم:

 

    

 :شرط پیوستگی

روش اول: حد داده شده را محاسبه می کنیم.   56

 

روش دوم:   

 :می دانیم

 57
 

چون تابع، بر روي مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر از یک پیوسته است پس حتماً در  نیز باید پیوسته باشد.  58
یعنی حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باید با هم برابر باشند. 

 

 59
روش اول:

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

[−x] ,    x < −2

|x − |,    x ≥ −2
1
a

x = −2

f(−2) = f(x) = |x − | = −2 − |2 + |lim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

1
a

∣

∣
∣

1
a

∣

∣
∣ = =====

|f|=|−f| 1
a

f(x) = [−x] = [− ] = [ ] = 2lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

(−2)− 2+

f(−2) = f(x) = f(x) ⇒ |2 + | = 2 ⇒ 2 + = ±2lim
x→(−2)+

lim
x→(−2)−

1
a

1
a

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2 + = 2 → = 0 امکان ندارد:
1
a

1
a

2 + = −2 ⇒ = −4 ⇒ = a
1
a

1
a

−1
4

f(a) = f(− ) = | − + 4| =
1
4

1
4

15
4

= = = (x + 1) = 2lim
x→1+

f(x) − f(1)
x − 1

lim
x→1+

[x] − 1x2

x − 1
lim
x→1+

− 1x2

x − 1
lim
x→1+

(x − 1)(x + 1)
x − 1

lim
x→1+

= (1) f(x) = → (x) = 2x → (1) = 2lim
x→1+

f(x) − f(1)
x − 1

f ′
+ − →−−−

[ ]=11+

x2 f ′ f ′
+

f(x) = f(x + 2)lim
x→3

lim
x→1

f(x) = = = = −1lim
x→3

lim
x→1

cosπx

1 + sinπx

cosπ

1 + sinπ

−1
1 + 0

x = 6

x = 6

⇒ a + = ⇒ a =

f(x) = (a + ) = a + = a +lim
x→6+

lim
x→6+

cos2 πx

36
cos2 π

6
3
4

f(x) = sin = sin =lim
x→6−

lim
x→6−

π

x

π

6
1
2

f(6) = sin =
π

6
1
2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

3
4

1
2

−1
4
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روش دوم: میدانیم:  

چون هر دو ضابطه پیوسته هستند، براي آنکه تابع دو ضابطهاي  روي  (مجموعهي اعداد حقیقی) پیوسته باشد،  60
کافی است شرایط پیوستگی تابع را تنها در نقطهي مرزي آن، یعنی  برقرار نماییم.   

 

، حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  با هم برابر هستند، پس نتیجه میگیریم که به ازاي هر مقدار حقیقی  چون به ازاي هر مقدار 

، تابع  روي مجموعهي اعداد حقیقی پیوسته است. 

 61

       ,    

 

با توجه به شکل داریم:   62

با توجه به این که  ، داریم:   63

با توجه به این که  ، لذا داریم:  64

= =lim
x→0

cosx − cos2x
x2

0
0
− →−−
HOP

lim
x→0

−sinx + 2 sin2x
2x

0
0

 = =− →−−
HOP

lim
x→0

−cosx + 4cos2x
2

−1 + 4(1)
2

3
2

cosu ∼ 1 −lim
u→0

u2

2

= = =lim
x→0

cosx − cos2x
x2

lim
x→0

1 − − (1 − )
x2

2
4x2

2

x2
lim
x→0

3
2
x2

x2

3
2

fR

x = 2
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

حد راست = f(x) = ( + ax − 5) = 4 + 2a − 5 = 2a − 1lim
x→2+

lim
x→2+

x2

حد چپ = f(x) = f(2) = (ax − 1) = 2a − 1lim
x→2−

lim
x→2−

ax = 2

af

f(x) = ( + 2a) = 1 + 2alim
x→1+

lim
x→1+

x2 f(x) = (ax − 1) = a − 1lim
x→1−

lim
x→1−

f(x) − f(x) = −1 ⇒ (1 + 2a) − (a − 1) = −1 ⇒ a = −1 − 2 = −3lim
x→1+

lim
x→1−

⇒ f(x) + f(x) + f(2) = 1 − 2 − 1 = −2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = 1lim
x→2+

f(x) = −2lim
x→2−

f(2) = −1

lim
x→2+

lim
x→2−

|x| = {x

−x

x ≥ 0
x ≤ 0

⇒ A − B = 2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

A = (−x + 2 + ) = (−x + 2 + ) = 3lim
x→0+

|x|

x
lim
x→0+

x

x

B = (−x + 2 + ) = (−x + 2 − ) = 1lim
x→0−

|x|

x
lim
x→0−

x

x

f(x) = Llim
x→2
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تابع  زمانی در  حد دارد که داشته باشیم  لذا داریم:   65

کافی است حد چپ و راست تابع  را در  با یکدیگر برابر قرار بدهیم. لذا داریم:   66

 

 

   

 

   

 

   

 

 67

 68

 69

   

= = = −lim
x→2

3f(x) + − 2x2

f(x) + 2
3L + − 222

L + 2
3L + 2
L + 2

1
5

⇒ L + 2 = −5(3L + 2) ⇒ L + 2 = −15L − 10 → 16L = −12 → L = −
3
4

f(x)x = 2f(x) = f(x)lim
x→2+

lim
x→2−

⇒ 2a + b = 6 ⇒ b = 6 − 2a
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = ( + x) = + 2 = 6lim
x→2+

lim
x→2+

x2 22

f(x) = (ax + b) = 2a + blim
x→2−

lim
x→2−

f(x)x = 2

x → : x > 2 ⇒ {2+ [x] = 2
− x < −2 ⇒ 1 − x < −1 ⇒ [1 − x] = −2

⇒ a[x] + 2[1 − x] = 2a + 2(−2) = 2a − 4lim
x→2+

x → : x < 2 ⇒ {2− [x] = 1
− x > −2 ⇒ 1 − x > −1 ⇒ [1 − x] = −1

⇒ a[x] + 2[1 − x] = a(1) + 2(−1) = a − 2lim
x→2−

f(x) = f(x) ⇒ 2a − 4 = a − 2 ⇒ a = 2lim
x→2+

lim
x→2−

x < −1 ⇒ ⇒ = = = +∞
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

[x] = −2
> 1 ⇒ [ ] = 1x2 x2

x + 1 < 0
lim

x→(−1)−

[ ] −x2 [x]2

x + 1
1 − (−2)2

0−

−3

0−

⇒ A=−7 − (−12) = 5

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x→ : x>− ⇒ <−3 ⇒ <−6 ⇒ [ ] = [(−6 ] = −7(− )
1

3

+ 1

3

1
x

2
x

lim

x→(− )
1
3

+

2
x

)−

x→ : x<− ⇒ >−3 ⇒ >−12 ⇒ [ ] = [(−12 ] = −12(− )
1

3

− 1

3

1
x

4
x

lim

x→(− )
1
3

−

4
x

)
+

x → ( : x > ⇒ ⇒ f(x) = −1 + 1 = 0
1
2
)+

1
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
− x < − ⇒ [−x] = −1

1
2

2x > 1 ⇒ [2x] = 1
lim

x→(
1
2
)+
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حد چپ و راست تابع را در  برابر هم قرار می دهیم:   70

 

 

   

 

 

 

    

کافی است حد چپ و راست تابع  در  موجود و برابر باشند، لذا داریم:   71

   

 

   

 

 

 

   

از روابط به دست آمده نتیجه می شود:   

x → ( : x < ⇒ ⇒ f(x) = −1 + 0 = −1
1
2
)−

1
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
− x > − ⇒ [−x] = −1

1
2

2x < 1 ⇒ [2x] = 0
lim

x→(
1
2
)−

⟹ f(x) + f(x) = −1 + 0 = −1lim
x→(

1
2
)−

lim
x→(

1
2
)+

x = 1

= =lim
x→1

a[ ] − 3 |2x − 2| + 1x2

2b + |x + 2|
lim
x→1

a[ ] − 6 |x − 1| + 1x2

2b + 3
1
7

x → : x > 1 ⇒ { ⇒ = =1+ > 1 ⇒ [ ] = 1x2 x2

|x − 1| = x − 1
lim
x→1+

a − 6(x − 1) + 1
2b + 3

a + 1
2b + 3

1
7

x → : x < 1 ⇒ {1− < 1 ⇒ [ ] = 0x2 x2

|x − 1| = −(x − 1)

⇒ = = ⇒ 2b + 3 = 7 ⇒ b = 2lim
x→1−

a(0) + 6(x − 1) + 1
2b + 3

1
2b + 3

1
7

⇒ = ⇒ a = 0 ⇒ + = + = 4
a + 1

7
1
7

a2 b2 22 02

f(x)x = 3

x → : x > 3 ⇒ {3+ [x] = 3
2x > 6 ⇒ [2x] = 6

⇒ x − [2x] − sin( ) = 3 − 6 − sin( ) = −3 +lim
x→3+

m2 π[x]

2
m2 3π

2
m2

x → : x < 3 ⇒ {3− [x] = 2
2x < 6 ⇒ [2x] = 5

⇒ x − [2x] − sin( ) = 3 − 5 − sin( ) = −2lim
x→3−

m2 π[x]

2
m2 2π

2

−3 + = −2 ⇒ = 1 ⇒ m = ±1m2 m2
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 72

در صورت کسر از  فاکتورگیري می کنیم. لذا خواهیم داشت:  73

 74

 75

حد داده شده را به دو حد  تبدیل می کنیم.

 

 76

میدانیم   پس:

از طرفی:
 

داریم:

x → : x > 0 ⇒ > 0 ⇒ − < 0 ⇒ −2 − < −2 ⇒ f = −10+
x2 x2 x2 lim

x→0+
(−2 − )x2

  
(−2)−

x → : x < −1 ⇒ > 1 ⇒ − < −1 ⇒ 1 − < 0 ⇒ f = 1(−1)− x2 x2 x2 lim
x→(−1)−

(1 − )x2

  
0−

⇒ f(−2 − ) − f(1 − ) = −1 − 1 = −2lim
x→0+

x2 lim
x→(−1)−

x2

x2
−−

√3

=lim
x→1

x + −−x2 x3− −−−−−√3 x2−−√3

+ − 1x−−−√3 1 − x
− −−−−

√3
lim
x→1

+ −x3−−√3 (1 − x)x2
− −−−−−−−

√3 x2−−√3

+ − 1x−−−√3 1 − x
− −−−−

√3

= = = 1lim
x→1

( + − 1)x2−−√3 x−−−√
3 1 − x

− −−−−
√3

+ − 1x−−−√3 1 − x
− −−−−

√3
lim
x→1

x2
−−

√3

f(x) = [2x − |x|] [2x + x] = [3x] = [3(−1 ] = [− ] = −4lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

− →−−
x<0

lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

)− 3−

0
0

( ) = × =lim
x→1

(x − 1)2

( − 1) ⋅ ( − 1)x−−−√ x−−−√3
lim
x→1

x − 1
− 1x−−−√

lim
x→1

x − 1

− 1x−−−√3

0
0

× = × = 2 × 3 = 6− →−−
HOP

lim
x→1

1
1

2 x−−−√

lim
x→1

1
1

3 x2−−√3

1
1
2

1
1
3

=log2
x

1
logx2

− = =logx2
1

logx2

− 1( )logx2
2

logx2

( −1)( +1)logx2 logx2

logx2

= 2 = 2( − ) = 2( −1)log
( )
x

2
2

2 log

x

2
2 logx2 log

2
2 logx2

=lim
x→2

−logx2 log2
x

(log2
x

2
)2

lim
x→2

( −1)( +1)logx2 logx2

2( −1) ×logx2 logx2
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 77

 78

دامنه ي تعریف این تابع به صورت   است یعنی حد راست تابع در  تعریف نشده است پس تابع در  حد ندارد. 

 79

دقت کنید که   است.

 

x

y

1
1

π
4

π
4( (

 : دقت کنید   

 80
کافی است حد راست و حد چپ و مقدار تابع را در  بدست آوریم.

وقتی گفته می شود خط  نمودار تابع  را با چه عرضی قطع می کند یعنی  را خواسته است.   

مقدار تابع در  برابر صفر است بنابراین باید کسر   به ازاي  صفر گردد.   81

چون تابع همواره پیوسته است پس باید در  نیز پیوسته باشد. از طرفی چون  و  است پس  است. 

توجه کنید که چون مقدار کسر تابع به ازاي  صفر است ولی مقدار حد تابع برابر  است پس مقدار صورت تابع نیز صفر است. 

پس   است. 

= = 1lim
x→2

+1logx2

2 logx2

1 + 1
2 × 1

(5 − 2f(x)) = 1 → 5 − 2 f(x) = 1 → 2 f(x) = 4 →  f(x) = 2
(1 − ) = 1lim

x→0
x2

cosx= 1lim
x→0

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−
فشردگی

lim
x→0

lim
x→0

lim
x→0

lim
x→0

= =
g

f

1
x

[x]

x

1
[x]

R − [0,1)x = 0x = 0

x + = → x =
π

4
( )
π

2
−

( )
π

4
−

f(x) = f(x + ) = = = = −∞lim
x→( )

π

2
−

lim
x→( )

π

4
−

π

4
lim

x→( )
π

4
−

[x] − 1
1 − tanx

0 − 1

1 − 1−

−1

0+

= 0 , tan =[ ]( )
π

4
−

  
بین صفر و یک

( )
π

4
−

1−

x = 3

⇒−6 + b=−5 → b= 1

f(x) = (−2x+ b) = −6 + blim
x→3+

lim
x→3+

f(x) = = → lim = −5lim
x→3−

lim
x→3−

− + x+ 6x2

x− 3

0

0

−(x− 3)(x+ 2)

(x− 3)
f(3) = −6 + b

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 5ff(5)

f(5) = −10 + b = −10 + 1 = −9

x = 3− x + bx2

x − a
x = 3

x = 3 → = 0 → 6 + b = 0 → b = −6
9 − 3 + b

3 − a

x = af(a) = −5f(3) = 0a ≠ 3

= − a − 6 = 0 ⇒ {lim
x→a

− x − 6x2

x − a

0
0
−→− a2 a = −2 ق.ق

a = 3 غ.ق.ق

x = a−5

a + b = −8
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ابتدا حد تابع  را وقتی  را بدست می آوریم و سپس حد تابع  را به ازاي حد بدست آمده حساب
 
 82

می کنیم.

 83

در همسایگی  داخل قدر مطلق، مثبت است یعنی  است.   84

شرط اینکه تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  با هم برابر  85
باشند.   

 86

 87
کافی است پیوستگی تابع را در  بررسی کنیم. براي این منظور باید حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  با هم برابر باشند.

 

          

 

g(x)x → 2−
f(x)

g(x) = 3 − =lim
x→2−

2− 1+

f (g(x)) = f(x) = (3x + 1) = 4lim
x→2−

lim
x→1+

lim
x→1+

(2f(x) − 4) = 3 → 2f(x) = 7 → f(x) = → f(x+ 2) =
(3 x) = 3lim

x→0
cos2

(3 − ) = 3lim
x→0

x2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−
فشردگی

lim
x→0

lim
x→0

lim
x→0

7

2
lim

x→−2

7

2

= = =lim
x→−2

f(x + 2)
cosπx

7
2

cos(−2π)

7
2

cos2π
7
2

x = 1|x| = x

= =lim
x→1

x − 1
+ x − 2x3

0
0
− →−−
HOP

lim
x→1

1
3 + 1x2

1
4

fx = ax = a

⇒ 6a− 1 = 3 + a⇒ 5a= 4 ⇒ a=

f(x) = (a[3x] − 1) = a[ ] − 1 = 6a− 1lim
x→2+

lim
x→2+

6+

f(x) = ([2x] + a) = [ ] + a= 3 + alim
x→2−

lim
x→2−

4−

f(2) = a[6] − 1 = 6a− 1

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

4

5

= = = = 4lim
x→

π

3

3 − xtan2

2 cos( + x)π

6

0

0
− →−−
HOP

lim
x→

π

3

−2 tanx(1 + x)tan2

−2 sin( + x)π

6

−2 (1 + 3)3
−−−

√

−2(1)

−8 3
−−−

√

−2
3
−−−

√

x = 1x = 1

f(x) = ( − ) = ( − )lim
x→1+

lim
x→1+

1
x − 1

2
− 1x2

lim
x→1+

1
x − 1

2
(x + 1)(x − 1)

= ( ) = ( ) =lim
x→1+

x + 1 − 2
(x + 1)(x − 1)

lim
x→1+

(x − 1)
(x + 1)(x − 1)

1
2

f(x) = a sin = a sin =lim
x→1−

lim
x→1−

πx

6
π

6
a

2

f(1) = a sin =
π

6
a

2
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: بنابراین

می دانیم:    88

چون جواب حد، بی نهایت شده است پس مخرج کسر حتماًٌ برابر صفر است.   

شرط پیوستگی تابع  در  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باهم برابر باشند.     89

 90

اگر صورت و مخرج بصورت ضرب باشند و تعداد جملات آنها برابر باشد آن عبارت را به ضرب چند جمله تبدیل می   91
کنیم و هر کدام را بطور جداگانه رفع ابهام می کنیم. 

روش اول: 

   

 روش دوم: 

 

 92

= → a = 1
a

2
1
2

(1 − cosu) ∼  lim
u→0

u2

2

+ ax = 0 1 + a = 0 → a = −1x2 −→−
x=1

= = = = =lim
x→0−

1 − cosπx
− −−−−−−−

√

− xx2
lim
x→0−

π2x2
2

− −−−
√

− xx2
lim
x→0−

π| |x
 −

2√

− xx2
lim
x→0−

−πx

2√

x(x − 1)
lim
x→0−

−π

(x − 1)2
−−−

√

π

2
−−−

√

fx = ax = a

⇒ 2a + 1 = 2 → a =

f(x) = (ax + 1) = 2a + 1lim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = = = = 2lim
x→2−

lim
x→2−

x

[x]

2

[ ]2−

2
1

f(2) = 2a + 1

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

1
2

= = = = 1lim
x→0

− + − 112x 3x 4x

− 116x
lim
x→0

( − 1) + ( − 1)3x 4x 4x

( − 1)( + 1)4x 4x
lim
x→0

+ 13x

+ 14x

2

2

= ×lim
x→1

(x − 1)2

( − 1)( − 1)x−−−√ x−−−√
4

lim
x→1

(x − 1)
− 1x−−−√

lim
x→1

(x − 1)

− 1x−−−√
4

= × = 2 × 4 = 8lim
x→1

( − 1)( + 1)x−−−√ x−−−√

( − 1)x−−−√
lim
x→1

( − 1)( + 1)( + 1)x−−−√
4 x−−−√

4 x−−−√

( − 1)x−−−√
4

= × =lim
x→1

(x − 1)2

( − 1) ⋅ ( − 1)x−−−√ x−−−√
4

lim
x→1

x − 1
− 1x−−−√

lim
x→1

x − 1

− 1x−−−√
4

0
0

× = 2 × 4 = 8− →−−
HOP

lim
x→1

1
1

2 x√

lim
x→1

1
1

4 x3√4

f(x) = → 4 + a = → 4 + a =lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)+

1
f(x)

1
−6 + 4

−1
2
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ابتدا  را تشکیل می دهیم و سپس شرط پیوستگی (یعنی تساوي حد راست و حد چپ و مقدار تابع) را

 
 93

در   اعمال می کنیم.

 

 

 :حد راست

 :حد چپ

 :مقدار تابع

 :پس

به بررسی  گزینه می پردازیم.   94
  :گزینه ي اول 

گزینۀ دوم: حد چپ تابع در  وجود ندارد پس تابع در این نقطه حد ندارد.

   :گزینه ي سوم 

   :گزینه ي چهارم

بنابراین فقط گزینه ي اول، صحیح نیست. 

شرط پیوستگی تابع   در  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باهم برابر باشند.   95

عبارت را در مزدوج صورت، ضرب و تقسیم می کنیم

 

 از طرفی مقدار تابع یعنی   برابر   است. 

  :پس

→ 8 + 2a = −1 → 2a = −9 → a = − = −4٫5
9
2

f(x) + g(x)

x = 1

f(x) + g(x) = {
2x + a + 1

+ 1a

x+1

x < 1
x ≥ 1

(f(x) + g(x)) = ( + 1) = + 1lim
x→1+

lim
x→1+

a

x + 1
a

2
(f(x) + g(x)) = (2x + a + 1) = 2 + a + 1 = a + 3lim

x→1−
lim
x→1−

(f + g)(1) = + 1
a

2
+ 1 = a + 3 → a + 2 = 2a + 6 → a = −4

a

2

4

f(x) = f(x) = 2 → f(x) = 2lim
x→3+

lim
x→3−

lim
x→3

x = 1

f(x) = +∞lim
x→0−

f(x) = 0lim
x→−∞

fx = ax = a

f(x) = f(x) = =lim
x→1+

lim
x→1−

lim
x→1

−3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

(x − 1)3

0
0

× =lim
x→1

−3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

(x − 1)3

+3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

+3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√
lim
x→1

3x − (1 + 3 − )x2 x3

( + )(x − 1)3 3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

=lim
x→1

− 3 − 1 + 3xx3 x2

( + )(x − 1)3 3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√
lim
x→1

(x − 1)3

( + )(x − 1)3 3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

= = =lim
x→1

1

+3x
−−

√ 1 + 3 −x2 x3
− −−−−−−−−−

√

1

+3
−−−

√ 3
−−−

√

1

2 3
−−−

√

f(1)a

3
−−−

√

2

= a → 6a = 3 → a =
1

2 3
−−−

√

3
−−−

√

3
1
2
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روش اول:   96
باید  میل کند پس   میل می کند. 

 

روش دوم: ابتدا  را مشخص می کنیم. 

شرط اینکه تابع  در   پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در   با هم برابر
 

 97
باشند.

 

 

 :پس

تابع در  و  حد دارد ولی پیوسته نمی باشد در  حد دارد و پیوسته است و در  حد ندارد و  98
ناپیوسته است. پس تابع در دونقطه حد دارد ولی ناپیوسته هستند.

 99

 

پس  است.

 100

در مسائل حدي هر جا سینوس و کسینوس  شدند منظور  است، پس در مخرج داریم:   

 101

عبارت را در مزدوج مخرج، ضرب و تقسیم می کنیم.

x + 1 → 0+
x → (−1)+

f(x) = f(x + 1) = = = = −∞lim
x→0+

lim
x→(−1)+

1

− 1( )(−1)+
2

1

− 11−

1

0−

f(x)

x + 1 = t → x = t − 1 → f(t) = = = → f(x) =
1

(t − 1 − 1)2

1
+ 1 − 2t − 1t2

1
− 2tt2

1
− 2xx2

f(x) = = = = −∞lim
x→0+

lim
x→0+

1
x(x − 2)

1

(−2)0+

1

0−

fx = ax = a

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = ( + m[x]) = 4 + m[ ] = 4 + 2mlim
x→2+

lim
x→2+

x2 2+

f(x) = ( − 3n) = 8 − 3nlim
x→2−

lim
x→2−

x3

f(2) = 1

8 − 3n = 1 → 3n = 7 → n = , 4 + 2m = 1 → 2m = −3 → m = −
7
3

3
2

→ mn = (− )( ) = −
3
2

7
3

7
2

x = 0x = cx = ax = b

→ b = 6 , a = −2
f(x) = 6 → (ax + 2b) = 6 → 3a + 2b = 6lim

x→3+
lim
x→3+

f(x) = 2 → (a + bx + 2) = 2 → 9a + 3b = 0lim
x→3−

lim
x→3−

x2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

a + b = 4

= = = −∞lim
x→

π

2

x − 2
cos2x + 1

− 2π

2
0+

عددی منفی

0+

−1(−1)++ 1 =(−1)+ 0+

= =lim
x→0−

4 − g(x)

− 2g(x)
− −−−

√

4 − 4

− 24
−−−

√

0
0
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شرط اینکه تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  باهم برابر
 

 102
باشند.

 

 

مقدار تابع با حد چپ تابع برابر نمی باشد پس تابع در  ناپیوسته است.

 103

 

 

 

توجه کنید که عبارت  چون به ازاي  برابر صفر است پس بر  بخش پذیر است:

شرط اینکه تابع  در  پیوسته باشد آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و
 

 104
متناهی و با هم برابر باشند.

× =lim
x→0−

4 − g(x)

− 2g(x)
− −−−

√

+ 2g(x)
− −−−

√

+ 2g(x)
− −−−

√
lim
x→0−

(4 − g(x))( + 2)g(x)
− −−−

√

g(x) − 4

= = −( + 2) = −( + 2) = −4lim
x→0−

−(g(x) − 4)( + 2)g(x)
− −−−

√

g(x) − 4
lim
x→0−

g(x)
− −−−

√ 4
−−−

√

fx = ax = a

f(x) = = = = −4alim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

− 4x2

ax + 2a
lim

x→(−2)+

(x + 2)(x − 2)
a(x + 2)

lim
x→(−2)+

x − 2
a

f(x) = x[−x] = −2[−(− )] = −2[ ] = −2(2) = −4lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

2− 2+

x = −2f(−2) = −2

( − ) ( − )lim

x→( )
1
2

+

3
| − 2 − x + 1|x2

4
4 − 1x2

= =====
|f|=|−f|

lim

x→( )
1
2

+

3
|2 + x − 1|x2

4
4 − 1x2

( − ) = ( − )lim

x→( )
1
2

+

3
| |

(2x − 1)(x + 1)

 
+

4
4 − 1x2

lim

x→( )
1
2

+

3
(2x − 1)(x + 1)

4
(2x + 1)(2x − 1)

= ( ) = ( )lim

x→( )
1

2

+

3(2x+ 1) − 4(x+ 1)

(2x− 1)(2x+ 1)(x+ 1)
lim

x→( )
1

2

+

2x− 1

(2x− 1)(2x+ 1)(x+ 1)

= ( ) = =lim

x→( )
1
2

+

1
(2x + 1)(x + 1)

1

(2)( )
3
2

1
3

2 + x − 1x2x = −1x + 1

⇒ 2 + x − 1 = (x + 1)(2x − 1)

2 + x − 1x2
∣

∣
∣
x + 1

2x − 1
−2 − 2xx2

−x − 1
x + 1

0

x2

fx = ax = a

f(x) = ax + = −a +lim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

1
a

1
a
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  : پس

چون دلتا مثبت است بنابراین دو مقدار متمایز براي  موجود است. 

کافی است شرط پیوستگی یعنی تساوي حدود راست و چپ و مقدار تابع با هم را در  بررسی کنیم.   105

تابع  در  پیوسته نمی باشد. بنابراین به ازاي هیچ مقداري براي  تابع  در بازه ي  پیوسته نمی باشد. 

شرط پیوستگی تابع  در  آن است که حد راست و حد چپ و مقدار تابع در  موجود و متناهی و با
 

 106
هم برابر باشند.

 

بنابراین  است. 

به خاطر وجود جزء صحیح باید حد راست و حد چپ را جداگانه محاسبه کنیم.   107

 

 

پس  است.

 ( کافی است شرط پیوستگی را در  بررسی کنید (تساوي حد راست و چپ و مقدار تابع در   108

 :پس

f(x) = = = = =lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

|1 + x|
  −

− 2x − 3x2
lim
x→(−1)−

−(x + 1)
(x − 3)(x + 1)

lim
x→(−1)−

−1
x − 3

−1
−4

1
4

f(−1) = −a +
1
a

−a + = −4 + 4 = a → 4 + a − 4 = 0 → Δ = − 4ac = 1 + 64 = 65 > 0
1
a

1
4
−→−
×4a

a2 a2 b2

a

x = 1
⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = (− + 4) = −1 + 4 = 3lim
x→1+

lim
x→1+

x2

f(x) = (ax + 5x − a) = a + 5 − a = 5lim
x→1−

lim
x→1−

f(1) = −1 + 4 = 3
fx = 1af[−2,2]

fx = ax = a

( − ) = ( ) = ( ) =lim
x→0

1
x

3
x(x + 3)

lim
x→0

x + 3 − 3
x(x + 3)

lim
x→0

1
x + 3

1
3

f(0) = 2a

2a = → a =
1
3

1
6

= = = = +∞lim
x→0+

(−1)[x]

sinx
lim
x→0+

(−1)[ ]0+

0+

(−1)0

0+

1

0+

= = = = +∞lim
x→0−

(−1)[x]

sinx
lim
x→0−

(−1)[ ]0−

0−

(−1)−1

0−

−1

0−

= +∞lim
x→0

(−1)[x]

sinx

x =
π

2
x =

π

2
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = bcos2x = bcosπ = −blim
x→( )

π

2
+

lim
x→( )

π

2
+

f(x) = (a + sin3x) = a + sin = a − 1lim
x→( )

π

2
−

lim
x→( )

π

2
−

3π
2

f( ) = 2π

2

−b = 2 → b = −2 , a − 1 = 2 → a = 3 → a − b = 5
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ضمناً براي محاسبه ي حد راست و رسیدن به مبهم  باید بین دو کسر مخرج مشترك گرفت.   109

ابتدا بخش اول را تحلیل می نمائیم، با توجه به نمودار داریم:   110

حال به بخش دوم می رسیم. 

پس نهایتا داریم:   

ابتدا باید تحلیل کرد عبارت مقابل   به سمت چه عددي در حال حرکت است.   111

حال می توان گفت: 

باید توجه داشت اگر  روي تابع  باشد،  روي  قرار دارد. با توجه به این نکته می توان با توجه  112

به نمودار  ارتفاع  در  تولید می شود: 

ابتدا باید بررسی کرد عبارت مقابل  به سمت چه عددي در حال حرکت است:   113

π

حال می توان گفت: 

می توان براي مشاهدة گزینۀ صحیح حد چپ و راست تابع  را در  محاسبه نمود.  114

0
0

( − ) = ( − )lim
x→−1

2
− 1x2

x

x + 1
lim
x→−1

2
(x + 1)(x − 1)

x

x + 1

= ( ) = ( ) = lim =lim
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2 − + xx2
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fof(x) = f( ) = limf( ) = lim( ) = 3lim
x→1−

lim
x→1−

f(x)
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x
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1−
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fof(x) + f ( ) = 3 + 2 = 5lim
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lim
x→2−

x

2

f

f (− + 2x + 1) = f (− + 2) x → 1 → (x − 1) → 0 |x − 1| →lim
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ابتدا باید حد تابع  را بررسی نماییم.   115

حالا می توان تابع  را محاسبه نمود با این فرض که  حرکت نماید. 

می توان براي محاسبه مقدار توابع از نمودار استفاده کرد:   116

1

+0

lim log x

x +0
= - ∞ lim x

x +0
=2 1+

پس داریم: 

تشریحی: ابتدا وضعیت کمان مخرج را تعیین می نماییم.   117

  

حال با استفاده از دایره مثلثاتی مقدار حدهاي مثلثاتی را تعیین می نماییم. 

 -

3
4
π 2

2
-

0

ابتدا وضعیت کمان را تحلیل می نماییم.   118

 

حال با دایره مثلثاتی و ضعیت و مقدار نسبت مثلثاتی را تعیین می نماییم.

f (x) = = = 1lim
x→0+

lim
x→0+

x − [x]

x
lim

x

x

f (x) = = = −∞lim
x→0−

lim
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x + 1
x

1

0−

f(x)
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1
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−
π

4 π

4
π

2
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−
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π
3

2
1

براي حل سوال باید توان زوج و فرد را جدا بررسی نمود. 

 

 119

پس داریم:

ابتدا اندکی عبارت را ساده سازي می نماییم.   120

  

عبارت درون قدرمطلق منفی است و  حرکت می نماید. پس داریم: 

براي حل می توان از دایره مثلثاتی مقدار نسبت مثلثاتی را تعیین نمود.   121

3
4

π
3
4
π

1-1-

+

-

براي تحلیل بهتر است از دایره مثلثاتی استفاده می نماییم.   122
با توجه به دایره داریم:   

 

-

1-

0

حال این مقادیر را جایگذاري می نماییم.
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π

x
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1
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===⇒
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+
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x
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x
2+
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[−x] (x − 3)2− −−−−−−
√
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ابتدا باید مشخص کنیم عبارت  به سمت چه عددي در حال حرکت است:   123

پس می توان نتیجه گرفت: 

ابتدا با استفاده از دایرة مثلثاتی مقدار نسبت مثلثاتی را محاسبه نماییم:   124

 

-

3

3

ابتدا با استفاده از دایره مثلثاتی مقدار سینوس را تعیین می نماییم.   125

  

 

π
6

5 +
2
1

+
-

ابتدا با استفاده از دایره مقدار نسبت مثلثاتی مطرح شده را تعیین می نماییم.   126

   

 

π
3

2 +

2
1 --

ابتدا باید کسر مطرح شده را ساده نماییم.   127

 

حال عبارت را به این فرم بازنویسی می نماییم:   

با توجه به نمودار داریم: 

= = +1
[ ] + [ ]1− 0−
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اگر  برود  حال روي دایره مثلثاتی سینوس  را بررسی می نماییم.   128

2
2

+ π
4

+

 

    

2
2

π
4-

-

 

    

لذا مجموع حد چپ و راست برابر  می باشد. 

با توجه به سوال با هم حد چپ و راست را بررسی نماییم. استفاده از دایرة مثلثاتی به تحلیل سوال کمک می نماید:     129

π

π

-

+

براي حل مسئله بهتر است عبارت را مرجع کامل نماییم.   130

 

3

2

با توجه به نمودار ارتفاع تابع در اطراف  برابر  می باشد و حد چپ و راست برابرند.

ابتدا با استفاده از روي دایره مثلثاتی  را معین می نماییم.  131
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1
2

π
6+

+

با توجه به دایره می توان گفت: 

 132

  

 

صورت کسر با مقدار کسر ارتباط مستقیم و مخرج کسر ارتباط معکوس دارد، لذا می توان نوشت:

براي محاسبه مراحل زیر را طی می نماییم.  133

براي محاسبه مراحل زیر را طی نماییم.   134

ابتدا باید عبارت به فرم جدیدي بازنویسی کرد تا مقدار کسر قابل محاسبه باشد.   135

حال این عبارت را به جاي کسر اولیه جایگذاري می نماییم: 

با توجه به اینکه در متن سوال به حد چپ و راست اشاره نشده است، باید هر دو حالت مورد بررسی قرار گیرد.  136
براي تعیین مقدار نسبت مثلثاتی از دایره استفاده می کنیم.
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-π
2

+π
2

+ ∞

-∞

 

حد چپ و راست با هم برابر نیستند، پس تابع حد ندارد.

ابتدا با استفاده از دایره مثلثاتی مقدار نسبت مثلثاتی را تعیین می نماییم.  137

π3
2

براي تعیین وضعیت توابع موجود از نمودار و دایره مثلثاتی استفاده می نماییم:   138

- ∞

+0 +0+0

حال با توجه به نمودار داریم:   

 

صورت کسر با مقدار کسر ارتباط مستقیم و مخرج کسر با مقدار کسر ارتباط وارون دارد.

ابتدا با استفاده از نمودار توابع مربوطه وضعیت هر دو تابع را تعیین می نماییم:  139
- ∞

+0
y = log x

0/5

+0+0

با توجه به دو نمودار داریم:   

 

با جایگذاري اولیه مشاهده می شود که صورت کسر به سمت عدد  میل می نماید، پس مخرج باید به سمت   140
میل کند تا حاصل  را تولید نماید. براي تولید  در تمام حالت ها مخرج به ازاي   باید داراي ریشه مضاعف باشد، یعنی باید به

شکل  ظاهر شود. با توجه به ضریب  در عبارت  پس مخرج به شکل  ظاهر می شود. 

 

پس:   

با جایگذاري مقدماتی مشخص می شود که صورت کسر عددي است منفی، پس مخرج باید در هر دو حالت   141

 به سمت  میل نماید تا حاصل نهائی  شود. بدین منظور مخرج به ازاي  باید داراي ریشه

= = = =lim
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مضاعف  باشد. با توجه به وجود  در عبارت مخرج می توان نوشت: 

پس  پس داریم: 

ابتدا باید کسر مورد نیاز را به طور دقیق تحلیل نماییم. با توجه تابع  داریم:   142

ابتدا باید مشخص کنیم، ورودي تابع  به سمت چه عددي در حال حرکت است:   143

 
   

پس عبارت نهایی برابر است با :

ابتدا باید مشخص نمائیم، عبارت ورودي  به سمت چه عددي در حال حرکت است:   144

 

پس عبارت نهایی برابر است با: 

، متغیر ما هیچگاه به  مطلق نمی رسد، بلکه در همسایگی عدد  قرار دارد و عددي باید توجه داشت   145
غیرصحیح است پس داریم:   

ابتدا حد چپ و راست را جداگانه محاسبه نمائیم.  146
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پس طبق متن سوال داریم: 

توضیح شماره  حد: توابع به فرم  تابع دریکله یا شبه دریکله در هیچ نقطه اي حد  147

و پیوستگی ندارد، به جز نقطه یا نقاطی که  و  با هم برخورد می نمایند، پس داریم: 

 نقطه داراي حد و پیوستگی 

با توجه به توضیخ فوق، چون ضابطه ها هیچ برخوردي ندارند پس تابع در  فاقد حد است. حال باید  را تشکیل دهیم.   

پس تابع  تابع ثابت است و می توان گفت:   

توضیح شماره  حد: توابع به فرم  تابع دریکله با شبه دریکله در هیچ نقطهاي حد  148

 

و پیوستگی ندارد به جز نقطه یا نقاطی که و با هم برخورد می نمایند، پس داریم:

نقطه داراي حد و پیوستگی 
با توجه به توضیحات باید نقاط برخورد دو ضابطه را محاسبه نماییم لذا باید معادله زیر را حل نمائیم:

دو ریشه 

پس تابع  در دو نقطه حد دارد. 

 149
   

 150

، درجۀ کمتر یا جمله کم توان را نگه می داریم، پس: باید توجه داشت در چند جمله اي ها زمانی که   151
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با توجه به تشکیل  از رابطه زیر استفاده می نماییم: 

 . با توجه به نمودار می توان گفت:   152

 پس داریم:   

ابتدا باید عبارت درونی را بررسی نمائیم.   153

ابتدا حد چپ و راست را جداگانه محاسبه می نماییم:   154

پس اختلاف حد چپ و راست برابر است با: 

براي رسیدن به مبهم شناخته شده  باید بین دو کسر مخرج مشترك گرفت.   155

 

در همسایگی  داخل قدر مطلق، مثبت است یعنی  براي استخراج عامل صفرشونده مخرج می توان  156
آن را بر عامل صفرشونده  تقسیم نمود:    
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 157

می توان براي رفع ابهام از روابط مثلثاتی استفاده نمود. بدین منظور مخرج کسر را در مزدوج ضرب کنید:   158

 

 159

براي رفع ابهام باید هم صورت هم مخرج را گویا نماییم: 

 

 160
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 161

براي رفع ابهام صورت کسر را باید گویا و مخرج را تجزیه نمائیم 

 

 

 

قدم اول جایگذاري عدد می باشد باتوجه به این که صورت کسر عدد صفر شده و جواب حد عدد غیر صفر می باشد،  162
مخرج کسر باید به ازاي  برابر صفر شود: 

 

 
در مرحله ي بعد مخرج را با استفاده از تقسیم تجزیه می نمائیم:   

باتوجه به اینکه مخرج کسر صفر شده و حاصل حد عدد شده صورت هم الزاماً به ازاي  باید برابر صفر  163
باشد: 

در مرحله ي بعد علاوه بر جایگذاري  کسر را گویا می نمائیم 
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باید توجه داشت که در قدم اول با حالت مبهم  روبرو نیستیم. با انجام تغییراتی می توان به مبهم مورد نظر

 

 164

رسید:

  مخرج مشترك

حالا می توان با گویا کردن صورت مشکل را برطرف نمود 

 

 165

براي رفع ابهام کافیست صورت و مخرج را گویا نمائیم. 

  

کافیست حد چپ، حد راست و مقدار تابع را در  محاسبه نمائیم   166

 

به دلیل برابري فقط حد راست با مقدار تابع، فقط پیوستگی راست داریم. 
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چون مخرج کسر به ازاي  برابر صفر است و حاصل حد عدد متناهی است پس کسر باید  باشد و تابع   167

 به صورت  است    
   

نتیجه:   

حالا براي رفع ابهام صورت کسر را بر عامل صفرشونده  تقسیم می کنیم 

168  در ادامه ي تابع قرار ندارد پس  ریشه ي مخرج تابع محسوب می شود. 

باتوجه به نمودار حد تابع در  برابر  می باشد یعنی: 

 

باتوجه به اینکه به ازاي  مخرج کسر برابر صفر می باشد و جواب حد عدد  شده حتماً  ریشه ي صورت می باشد. یعنی:    

در مرحله ي بعد صورت کسر را بر عامل صفرشونده  تقسیم می نمائیم 

در نتیجه می توان گفت: 

 

 

نمی توان با استفاده از روابط مثلثاتی عامل صفرشونده را استخراج و حذف نمود:   169
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 170

می توان صورت کسر را با اتحاد مزدوج تجزیه نمود: 

 

 

 

 171

 172

 

 

چون  ریشهي مخرج بوده و حاصل حد عدد شده است، پس  ریشهي صرت نیز می باشد پس

 
 173

معادله ي  و سه به صورت زیر می باشد:

 

حال باید صورت را بر عامل  تقسیم نمود:
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پس می توان گفت:   

 174

حال براي اینکه  حل نماید باید  نماید یعنی: 

 

 175

کافیست صورت و مخرج را تجزیه نمائیم. براي تجزیه می توانن صورت و مخرج را بر  تقسیم نمائیم. 

                                             

 176

کافی است صورت و مخرج را گویا کنیم: 

 

 

a + 3x − bx2 ∣∣
– –––––––––––––––

0

x − 1
ax + a + 3

= = 22a + 3 = 22 → a =lim
x→1

(ax + a + 3)(x − 1)

(5x + 6)(x − 1)

2a + 3
11

19
2

b = a + 3 b =− →−−

a=
19
2 25

2
a + b = 22

f(x) = f(2x + 3)lim
x→1

lim
(3x+3)→1

(2x + 3) → 1x → −1

= = −lim
x→−1

3 + x − 2x2

1 − x2
lim
x→−1

(3x − 2)(x + 1)

(1 − x)(1 + x)

5
2

=lim
x→1−

− 7x + 6x3

2 − 3 + 1x3 x2

0
0

(x − 1)

− 7x + 6x3 ∣∣
– ––––––––––––––

0

x − 1
+ x − 6x22 − 3 + 1x3 x2 ∣∣

– ––––––––––––––––
0

x − 1
2 − x − 1x2

= = = +∞lim
x→1−

( + x − 6)(x − 1) x2

(2 − x − 1)(x − 1) x2
lim
x→1−

+ x − 6x2

(x − 1)(2x + 1)
−4

0−

lim =
−x2 2 −x2 x3

− −−−−−−
√

3 − 1 − 4x
− −−−−−

√

0
0

× ×lim
x→−2

−x2 2 −x2 x3
− −−−−−−

√

3 − 1 − 4x
− −−−−−

√

+x2 2 −x2 x3
− −−−−−−

√

+x2 2 −x2 x3
− −−−−−−

√

3 + 1 − 4x
− −−−−−

√

3 + 1 − 4x
− −−−−−

√

=lim
x→−2

( − 2 + )(3 + )x4 x2 x3 1 − 4x
− −−−−−

√

(9 − 1 + 4x)( + )x2 2 −x2 x3
− −−−−−−

√
lim
x→−2

( + x − 2)(3 + )x2 x2 1 − 4x
− −−−−−

√

(4x + 8)( +x2 2 − )x2 x3
− −−−−−−−

√

lim = = −
(x − 1)(3 + )x2 (x + 2) 1 − 4x

− −−−−−
√

4 ( + )(x + 2) x2 2 −x2 x3
− −−−−−−

√

4(−3)(6)
4 × 8

9
4
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کافیست صورت کسر تجزیه شود تا عامل صفرشونده استخراج شود.   177

می توان با استفاده از روابط مثلثاتی عامل صفرشونده را استخراج و حذف کرد   178

 

ابتدا با جایگذاري می توان مبهم بودن کسر را شناسائی نمود. حال براي شناسائی عامل صفرشونده باید مخرج را
 
 179

گویا نمود:

 

 

 180

 181

باید صورت و مخرج را گویا نمائیم تا عامل صفرشونده  را استخراج نمائیم: 

 

 

= → lim =lim
x→

π

4

x − xsin3 cos3

sinx − cosx

0
0

( )( x + sinxcosx + x)sinx − cosx sin2 cos2

( )sinx − cosx

3
2

= =lim
x→

3π
4

1 + cotx

1 + tanx
lim
x→

3π
4

1 + cos x
sin x

1 + sin x
cos x

lim
x→

3π
4

sin x+cos x

sin x

sin x+cos x
cos x

= cotx = −1lim
x→

3π
4

(sinx + cosx) cosx

(sinx + cosx) sinx
lim
x→

3π
4

× = limlim
x→−3

ax + 3a

1 − 5x + 16
− −−−−−

√

1 + 5x + 16
− −−−−−

√

1 + 5x + 16
− −−−−−

√

a (1 + )(x + 3) 5x + 16
− −−−−−

√

1 − 5x − 16
  

−5 (x+3)

= = 2 → 2a = −10 → a = −5
2a
−5

lim = → lim × = = = +∞
x−−−√

x

0
0

x−−−√

x−−−√

x−−−√

x−−−√
lim
x→0+

x

x x−−−√
lim
x→0+

1
x−−−√

=lim
x→9

4 − 2x − 2
− −−−−−

√

3 − x−−−√

0
0

(x − 9)

× ×lim
x→9

4 − 2x − 2
− −−−−−

√

3 − x−−−√

4 + 2x − 2
− −−−−−

√

4 + 2x − 2
− −−−−−

√

3 + x−−−√

3 + x−−−√

= = =lim
x→9

(3 + )(16 − 2x + 2)
  (−2x+18)

x−−−√

(9 − x)(4 + )2x − 2
− −−−−−

√
lim
x→9

2 (3 + )(9 − x) x−−−√

(4 + )(9 − x) 2x − 2
− −−−−−

√

12
8

3
2
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 182

کافی است مخرج را گویا نمائیم. 

 

 183

براي استخراج عامل صفرشونده  باید صورت و مخرج گویا شود. 

 184

براي استخراج عامل صفرشونده باید صورت و مخرج را تجزیه نمود. براي تجزیه بر عامل  تقسیم می کنیم 

                      

 185

صورت کسر را گویا و مخرج را تجزیه می نمائیم تا عامل صفرشونده استخراج شود 

 

=lim
x→(−2)+

x + 2

x + 2
− −−−−

√

0
0

lim × = lim = 0
x + 2

x + 2
− −−−−

√

x + 2
− −−−−

√

x + 2
− −−−−

√

(x + 2) x + 2
− −−−−

√

(x + 2)

=lim
x→9

3 − x−−−√

− 4x + 7
− −−−−

√

0
0

(x − 9)

× ×lim
x→9

3 − x−−−√

− 4x + 7
− −−−−

√

3 + x−−−√

3 + x−−−√

+ 4x + 7
− −−−−

√

+ 4x + 7
− −−−−

√

= = = −lim
x→9

(9 − x)( + 4)x + 7
− −−−−

√

(3 + )

(x + 7 − 16)

 
(x−9)

x−−−√
lim
x→9

− ( + 4)(x − 9) x + 7
− −−−−

√

(3 + )(x − 9) x−−−√

−8
6

4
3

=lim
x→2

5 − 4x − 12x2

9 − 6x − 24x2

0
0

x − 2
9 − 6x − 24x2

9 − 18xx2
– ––––––––––

12x − 24

–
− 12x − 24

–––––––––––
0

–
| x − 2

–––––––––
9x + 12

5 − 4x − 12x2

5 − 10xx2
– ––––––––––

6x − 12

–
− 6x − 12

––––––––––
0

–
| x − 2

–––––––––
5x + 6

= =lim
x→2

(5x + 6)(x − 2)

(9x + 12)(x − 2)

16
30

8
15

=lim
x→4

1 − x − 3
− −−−−

√

− 4xx2

0
0

lim × =
1 − x − 3

− −−−−
√

− 4xx2

1 + x − 3
− −−−−

√

1 + x − 3
− −−−−

√
lim
x→4

1 − x + 3

x(x − 4)(1 + )x − 3
− −−−−

√
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 186

می توان با استفاده از روابط مثلثاتی عامل صفرشونده را شناسائی کرد. 

 

 187

باتوجه به صورت و مخرج هر دو باید گویا شوند. 

باتوجه به صورت سؤال باید کسر را به دو مبهم  تفکیک کرد و هر بخش را جداگانه محاسبه نمود.   188

 

جواب نهائی مجموع بخش  و  می باشد 

 

= −lim
x→4

− (x − 4)

x (1 + )(x − 4) x − 3
− −−−−

√

1
8

=lim
x→

π

4

sinx − cosx

tanx − 1
0
0

=lim
x→

π

4

sinx − cosx

− 1sin x
cos x

lim
x→

π

4

sinx − cosx
sin x−cos x

cos x

lim =
cosx(sinx − cosx)

(sinx − cosx)

2
−−−

√

2

lim =
x + 2x + 3

− −−−−−
√

2 − 3 − x
− −−−−

√

0
0

× ×lim
x→−1

x + 2x + 3
− −−−−−

√

2 − 3 − x
− −−−−

√

x − 2x + 3
− −−−−−

√

x − 2x + 3
− −−−−−

√

2 + 3 − x
− −−−−

√

2 + 3 − x
− −−−−

√

lim = = = 8
( − 2x − 3)(2 + )x2 3 − x

− −−−−
√

(4 − 3 + x)(x − )2x + 3
− −−−−−

√
lim
x→−1

(x − 3)(2 + )(x + 1) 3 − x
− −−−−

√

(x − )(x + 1) 3x + 3
− −−−−−

√

−16
−2

0
0

lim = +
+ − 3x−−−√ x + 3

− −−−−
√

x + − 2x2
lim
x→1

− 2x + 3
− −−−−

√

+ x − 2x2
  

I

lim
x→1

− 1x−−−√

+ x − 2x2
  

II

(I) lim × = lim =
− 2x + 3

− −−−−
√

+ x − 2x2

+ 2x + 3
− −−−−

√

+ 2x + 3
− −−−−

√

(x + 3) − 4
  

(x−1)

(x + 2)( + 2)(x − 1) x + 3
− −−−−

√

1
12

(II) × = =lim
x→1

− 1x−−−√

+ x − 2x2

+ 1x−−−√

+ 1x−−−√
lim
x→1

(x − 1)

(x + 2)( + 1)(x − 1) x−−−√

1
6

III

I + II = + =
1

12
1
6

1
4
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 189

 

 

ابتدا باید کسر را مرتب کرد و به دو بخش تفکیک کرد که با روش هاي شناخته شده قابل رفع ابهام باشد.

 

 

   

   

جواب نهائی مجموع بخش  و  میباشد یعنی:

 190

صورت کسر را باید تجزیه و مخرج را با استفاده از مکمل گویا کرد: 

 

 191

=lim
x→1

x + + − 3x2 x−−−√

− 1x−−−√3

0
0

= +lim
x→1

+ x − 2 + − 1x2 x−−−√

− 1x−−−√3
lim
x→1

+ x − 2x2

− 1x−−−√3  
I

− 1x−−−√

− 1x−−−√3  
II

(I) lim = → lim ×
+ x − 2x2

− 1x−−−√3

0
0

(x − 1)(x + 2)

− 1x−−−√3

( + + 1)x2−−√3 x−−−√3

( + + 1)x2−−√3 x−−−√

= lim = 9
(x + 2) + + 1)(x − 1) x2−−√3 x−−−√3

(x − 1)

(II) = → lim × ×lim
x→1

− 1x−−−√

− 1x−−−√3

0
0

− 1x−−−√

− 1x−−−√3

+ 1x−−−√

+ 1x−−−√

+ + 1x2−−√3 x−−−√3

+ + 1x2−−√3 x−−−√

= =lim
x→1

( + + 1)(x − 1) x2−−√3 x−−−√3

( + 1)(x − 1) x−−−√

3
2

III

9 + =
3
2

21
2

=lim
x→1

+ x − 2x3

− 1x−−−√3

0
0

+ x − 2x3

−x3
– x2

––––––––
2x − 2

–
− 2x − 2

–––––––––
0

–
| x − 1

–––––––––
+ x + 2x3

lim ×
(x − 1)( + x + 2)x2

− 1x−−−√3

( + + 1)x2−−√3 x−−−√3

+ + 1x2−−√3 x−−−√
3

= lim = 4 × 3 = 12
( + x + 2)( + + 1)(x − 1) x2 x2−−√3 x−−−√

3

(x − 1)

lim × ×
3 − 2x + 1

− −−−−−
√

2 − x−−−√

3 + 2x + 1
− −−−−−

√

3 + 2x + 1
− −−−−−

√

2 x−−−√

2 + x−−−√
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باید کسر را در مزدوج صورت  ضرب نمائیم. باید توجه داشت که می توان در  192

مخرج کسر عامل صفرشونده وجود دارد: 

نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند  تعریف شده باشد؛ می گوییم حد چپ  در  برابر   193
، هرگاه بتوان مقادیر  را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  از سمت چپ به است و می نویسیم 

اندازة کافی به  نزدیک شوند. 

نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند  تعریف شده باشد؛ می گوییم حد راست  در  برابر  است و می نویسیم 

، هرگاه بتوان مقادیر  را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  از سمت راست به اندازة کافی به 

نزدیک شوند. 

) تعریف شده باشد؛ می گوییم حد تابع  در  نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند   شامل  (به جز احتمالاً در خود 

، هرگاه بتوان مقادیر  را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  (از سمت برابر  است و می نویسیم 

 . ، اگر و تنها اگر:  چپ و راست) به اندازة کافی به  نزدیک شوند؛ به عبارت دیگر 

با توجه به شکل مقابل می توان فهمید  و در نتیجه  وجود ندارد، همچنین  موجود نیست؛ ولی داریم: 

 

 

y

x

y = f x( (

1

 . ، اگر و تنها اگر  نکته:   194

 در شکل مقابل نمودار تابع  را رسم کرده ایم. همان طور که ملاحظه می کنید،

داریم:

 

y

x
-1

5
7

4

= = lim = lim =lim
x→4

(9 − (2x + 1))(2 + )x−−−√
  (4)

(4 − x)(3 + )2x + 1
− −−−−−

√
  

6

(−2x + 8)(4)
(4 − x)(6)

2(4 − x)(4)
(4 − x)(6)

4
3

=?lim
x→−2

x + 2x + 8
− −−−−−

√

x + 2

= lim = lim =lim
x→−2

− (2x + 8)x2

(x + 2)(x − )2x + 8
− −−−−−

√
  

−4

− 2x − 8x2

(x + 2)(−4)

(x − 4)(x + 2)

(−4)(x + 2)

3
2

f(x)(a, )x0f(x)x = x0ℓ

f(x) = ℓlim
x→x−0

f(x)ℓx

x0

f(x)( ,b)x0f(x)x = x0ℓ

f(x) = ℓlim
x→x+0

f(x)ℓxx0

f(x)(a,b)x0x0f(x)x = x0

ℓf(x) = ℓlim
x→x0

f(x)ℓx

x0f(x) = ℓlim
x→x0

f(x) = f(x) = ℓlim
x→x+0

lim
x→x−0

f(x)lim
x→1−

f(x)lim
x→1

f(x)lim
x→0+

f(1) = f(x) = 0lim
x→1+

f(x) = ℓlim
x→a

f(x) = f(x) = ℓlim
x→a+

lim
x→a−

g(x) = { 2x − 1 x ≠ 4
5 x = 4

g(x) = 7lim
x→4
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) تعریف شده باشد؛ می گوییم نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند   شامل  (به جز احتمالاً در خود   195
، هرگاه بتوان مقادیر  را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به  حد تابع  در  برابر  است و می نویسیم 

، اگر و تنها اگر:  شرطی که مقادیر  (از سمت چپ و راست) به اندازة کافی به  نزدیک شوند؛ به عبارت دیگر 

 .

با توجه به نکتۀ بالا، هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم: 

:گزینۀ 

y

x1 2

       در  حد دارد؛ ولی در  حد ندارد.

:گزینۀ  

y

x1 2

       در  حد ندارد؛ ولی در  حد دارد.

:گزینۀ  

y

x
1

2

                                   در  و  حد دارد.

:گزینۀ 

y

x1 2

                                   در  و  حد دارد.

بنابراین گزینۀ  پاسخ است. 

 196

 نکته 

ابتدا با توجه به نکتۀ بالا، ضابطۀ تابع به صورت زیر است: 

پس نمودار تابع  به شکل مقابل است و داریم:
 

1

1-
x

y

3

بنابراین گزینۀ  پاسخ است. 

حد راست و چپ تابع در نقطه به طول  با هم متفاوت اند؛ پس تابع در این نقطه حد ندارد. در نقطه به طول   197
 هم تابع حد دارد. 

 

  تابع تعریف نشده است، ولی حد راست و چپ با هم برابرند؛ پس تابع در این نقطه حد دارد. در نقطه به طول 

در نقطه به طول  مقدار تابع و حد تابع با هم برابر نیست ولی چون حد راست و چپ با هم برابرند، پس تابع در این نقطه حد دارد.

با توجه به وجود قدرمطلق باید دو حالت حد را بررسی نماییم.  198

f(x)(a,b)x0x0

f(x)x = x0ℓf(x) = ℓlim
x→x0

f(x)ℓ

xx0f(x) = ℓlim
x→x0

f(x) = f(x) = ℓlim
x→x+0

lim
x→x−0

×x = 1x = 21

✓x = 1x = 22

×x = 1x = 23

×x = 1x = 24

2

: |x| = { x x ≥ 0
−x x < 0

f(x) = = {
|x|

x

1 x > 0
−1 x < 0

f(x)

f(x) = 1 , f(x) = 1 , f(x) = −1lim
x→3

lim
x→0+

lim
x→0−

4

x = a

x = bx = c

x = d
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با توجه به عدم برابري حد چپ و راست، تابع در  حد ندارد. 

 

با توجه به محاسبات بالا موارد (پ) و (ت) صحیح می باشد.

» با توجه به شکل داریم: در گزینۀ «  199

ابتدا باید وضعیت عبارت  را مشخص نماییم.   200

نمودار هر یک از توابع داده شده را رسم می کنیم:   201

 

x

y

1

1_

(الف 

 

x

y

1

1_

 

(ب   

 

x

y
(پ 

 

x

y

 

(ت

از روي نمودارهاي رسم شده مشخص است که توابع موارد (الف) و (ب) در نقطۀ  حد ندارند.

 202

وجود ندارد:  

= lim = −1lim
x→2+

|x + 2|
x − 2

x + 2
−(x + 2)

= lim = +1lim
x→−2−

(x + 2)
(x + 2)

−(x + 2)
−(x + 2)

x = −2

= lim = +1lim
x→−3

|x + 2|
−x − 2

−(x + 2)
−(x + 2)

3

⇒ f(x) − f(x) = 1 − 3 = −2
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = 1lim
x→1+

f(x) = 3lim
x→1−

lim
x→1+

lim
x→1−

(1 − x)

f(x) + f(1 − x) = −1 + (1) = 0lim
x→1+

lim
x→0+

f(x) = { , x ≠ 0|x|

x

0 , x = 0

f(x) = {1 , x > 0
−1 , x < 0

f(x) = {
, x > 0x−−−√

− , x < 0−x−−−√

f(x) = {2 , x ≥ 0x2

0 , x < 0

x = 0

⇒ f(x)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = 3lim
x→0+

f(x) = 2lim
x→0−

lim
x→0
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وجود ندارد:   

   

حد ندارد  

براي راحتی محاسبات فرض می نماییم  باشد. حال با استفاده از قضایاي حد داریم:   203

   

پس داریم:   

شرط وجود حد این است که، حد چپ و راست موجود و با هم برابر باشند. لذا باید حد چپ و راست را جداگانه
 

 204
محاسبه نماییم.

   

   

   

   

قدم اول جایگذاري است که مبهم   تولید می شود. حالا براي استخراج عامل صفر شوند. می توان از تجزیه و گویا  205

کردن استفاده کرد. 

 

  

شرط وجود حد در یک نقطه، برابري حد چپ و راست در آن نقطه می باشد. ابتدا وجود حد در  را بررسی  206

⇒ g(x)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = −1lim
x→0+

g(x) = 0lim
x→0−

lim
x→0

(f + g)(x) = { ⇒ (f + g)(x) = 22x + 2 , x ≥ 0
3x + 2 , x < 0

lim
x→0

(f − g)(x) = { ⇒ (f − g)(x) =
4 , x ≥ 0

x + 2 , x < 0
lim
x→0

f(x) = tlim
x→5

=lim
x→5

4f(x) − 3
2f(x) + 1

4f(x) − 3lim
x→5

2f(x) + 1lim
x→5

= = = 7 → 14t + 7 = 4t − 3 → 10t = −10 → t = −1
4 f(x) − 3lim
x→5

2 f(x) + 1lim
x→5

4t − 3
2t + 1

f(x) = −1lim
x→5

a[ ] + 2ax[− ] − [ ] = a[ ] + 2ax[− ] − [ ] =lim
x→2+

x

2
x

2
x2 lim

x→2+

2+

2
2+

2
( )2+ 2

a[ ] + 2ax[−( )] − [ ] = a(1) + a(4)(−2) − 4 = a − 8a − 4 = −7a − 4lim
x→2+

1+ 1+ 4+
lim
x→2+

a[ ] + 2ax[− ] − [ ] = (a[ ] + 2ax[− ] − [ ])lim
x→2−

x

2
x

2
x2 lim

x→2−

2−

2
2−

2
( )2− 2

a[ ] + 2ax[−( )] − [ ] = (a(0) + 2ax(−1) − (3)) = 0 − 4a − 3 = −4a − 3lim
x→2−

1− 1− 4− lim
x→2−

f(x) = f(x) → −7a − 4 = −4a − 3 → a = −lim
x→2+

lim
x→2−

1
3

0
0

=lim
x→2

+ x − 10x3

− 4x2

0
0

+ x − 10x3

−( − 2 )x3 x2
– –––––––––––

∣

∣
∣

x − 2
+ 2x + 5x2

2 + x − 10x2

−(2 − 4x)x2
– ––––––––––––

5x − 10

–
−(5x − 10)

–––––––––––
0

→ =lim
x→2

( +2x+5)(x−2) x2

(x+2)(x−2)

13
4

x = 1
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x

y

2

2

y1

2_

y2 2_

مس نماییم. 

 

براي رفع ابهام صورت و مخرج را تجزیه می نماییم. 

 

حال حد چپ و راست باید با هم برابر باشد.

 

حال به بررسی وجود حد در  می پردازیم:

 

حال باید حد چپ و راست با هم برابر باشد: 

و مقدار نهایی برابر است با: 

 

شرط پیوستگی تابع در یک نقطه برابري حد چپ، حد راست مقدار تابع می باشد. لذا ابتدا باید  را

 

 207

محاسبه نماییم.

 

    

 

با رسم نمودار تابع  در بازة  و  در   208

 

 می توانیم تعداد نقاط ناپیوستگی آن را تعیین کنیم.

  

، این تابع فقط در یک نقطه یعنی  ناپیوستگی دارد. با توجه به نمودار 

ابتدا باید با استفاده از قضایاي حد، حد تابع  را محاسبه نماییم:  209

f(x) = =lim
x→1+

lim
x→1+

5 − ax2
− −−−−−

√ 5 − a
− −−−−

√

f(x) = =lim
x→1−

lim
x→1−

2 − 3x + 1x2

− 1x2

0
0

= =lim
x→1−

(x − 1)(2x − 1)
(x − 1)(x + 1)

lim
x→1−

(2x − 1)
(x + 1)

1
2

f(x) = f(x) → = 5 − a = → a = 5 − 1 → a =lim
x→1+

lim
x→1−1

5 − a
− −−−−

√
1
2
−→−
( )2 1

4
19
4
x = 2

f(x) = lim = = 5lim
x→(−2)+

2 − 3x + 1x2

− 1x2

15
3

f(x) = b [x] + = −3b − 1lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

|x + 2|
x + 2

f(x) = f(x) = −3b − 1 = 5 → −3b = 6 → b = −2lim
x→(−2)+

lim
x→(−2)−

2a × b = 2 × ( )(−2) = −19
19
4

f(x)lim
x→

π

4

f(x) = = =lim
x→

π

4

lim
x→

π

4

cotx − 1
sinx − cosx

lim
x→

π

4

− 1cos x
sin x

sinx − cosx

= =lim
x→

π

4

cos x−sin x

sin x

sinx − cosx
lim
x→

π

4

−(sinx − cosx)

sinx(sinx − cosx)
lim
x→

π

4

−1
sinx

= = − = − → f( ) = k = −
−1

2√

2

2

2
−−−

√
2
−−−

√
π

4
2
−−−

√

= |x|y1[−2,2]=y2
4
x

(−∞,−2) ∪ (2,+∞)

f(x) = {
|x| , −2 ≤ x ≤ 2
4
x , x < −2 , x > 2

fx = −2

f
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 با توجه به نمودار، حد تابع  برابر است با:

اما محاسبۀ مقدار عبارت خواسته شده: 

 

ابتدا نقاط ناپیوستگی تابع  را مشخص می نماییم.   210
این تابع در تمام اعداد صحیح ناپیوسته است. 

 نقاط ناپیوستگی  در بازة  

 با توجه به وجود عامل صفر شونده در  کنار تابع  ناپیوستۀ  مشکل عدم پیوستگی تابع  در  حل خواهد شد. پس می توان

گفت این تابع در بازة  پیوسته است و  می باشد.

باید توجه داشت که در محاسبۀ حدود هرگاه به جزء صحیح برخورد نماییم، باید عدد معادل آن را شناسایی و
 

 211
جایگذاري نماییم.

 

 اما می توان  را هم به فرم ساده تري تبدیل نمود: 

  

شرط پیوستگی چپ برابري، حد چپ و مقدار تابع می باشد پس کافیست ابتدا حد چپ را محاسبه نماییم   212

  

 از طرفی  می باشد. پس باید مقدار  باشد تا پیوستگی چپ برقرار باشد.

ابتدا باید حد عبارت اول را محاسبه نماییم، تا مقدار  را مشخص کنیم:   213

حال پارامتر  را جایگذاري می نماییم:

2f(x) + 1 = 5 → 2f(x) = 4 → f(x) = 2lim
x→1+

lim
x→1+

lim
x→1+

gg(x) = −lim
x→1+

1
2

=lim
x→1+

( − 2g)(x)f 3
− −−−−−−−−−

√

(f × g)(x) + 3

− 2( g(x))( f(x))limx→1+
3 lim

x→1+
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

f(x) × g(x) + 3limx→1+ limx→1+

= = = 1٫5
− 2(− )(2)3 1

2

− −−−−−−−−−−
√

2(− ) + 31
2

8 + 1
− −−−−

√

−1 + 3

[x]

= {0,1,2,3,…}[x](−1,k)

x = 0[x]f(x)x = 0

(−1,1)k = 1

π = 3٫14 → = 1٫57 → [x] = [ ] = [1٫57] = 1
π

2
π

2
cos( + x)

π

2
cos( + x) = −sinx

π

2

= =lim
x→

π

2

[x] − xsin2

1 + cos( + x)π

2

lim
x→

π

2

1 − xsin2

1 − sinx
lim
x→

π

2

(1 − sinx)(1 + sinx)

1 − sinx

⇒ (1 + sinx) = 2lim
x→

π

2

= = = = +1lim
x→3−

− 6x + 9x2
− −−−−−−−−−

√

3 − x
lim
x→3−

(x − 3)2− −−−−−−
√

3 − x
lim
x→3−

|x − 3|
3 − x

lim
x→3−

−(x − 3)
3 − x

f(3) = mm = 1

a

= a → a =lim
x→0

xcos2

1 + xcos2

1
2

a
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نکته: تابع  در بازة  پیوسته است هرگاه همۀ شرایط زیر برقرار باشند:   214
 پیوسته باشد. 

 

 ) تابع  در تمام نقاط بازة 

 پیوستگی چپ داشته باشد.

 

) تابع  در 

 پیوستگی راست داشته باشد.

 

) تابع  در 

نکته: توابع چندجمله اي در  پیوسته هستند.
ابتدا توجه کنید که هر کدام از ضابطه هاي این تابع، چندجمله اي هستند، پس به تنهایی پیوسته اند. بنابراین فقط باید پیوستگی تابع را در نقطۀ

مرزي  بررسی کنیم: 

پس تابع  در  ناپیوسته است. بنابراین تابع  در بازة  فقط یک نقطۀ ناپیوستگی  دارد. 

 

،  و  پیوسته است. بنابراین گزینۀ  پاسخ است. با توجه به گزینه ها، تابع در بازه هاي گزینه هاي 

نکته: تابع  در نقطۀ  از چپ پیوسته است هرگاه:  215

با استفاده از نکتۀ بالا، هریک از گزینه ها را بررسی می کنیم: 

  در  پیوستگی چپ ندارد.  گزینۀ  

  در سمت چپ  تعریف نشده است، پس در این نقطه حد چپ و در نتیجه پیوستگی چپ ندارد. :گزینۀ  

  در  پیوستگی چپ دارد.  گزینۀ  

  در  تعریف نشده است، پس در این نقطه پیوستگی چپ ندارد. : گزینۀ 

بنابراین گزینۀ  پاسخ است. 

، آنگاه:  نکته: اگر  و  دو عدد صحیح متوالی باشند و   216

هریک از گزینه ها را بررسی می کنیم: 

  گزینۀ  

  گزینۀ  

  گزینۀ  

  گزینۀ 

بنابراین گزینۀ  پاسخ است. 

= =lim
x→

π

6

4 × sinx − 11
2

8 × x − 11
2
sin2

lim
x→

π

6

2 sinx − 1

4 x − 1sin2
lim
x→

π

6

(2 sinx − 1)
(2 sinx − 1)(2 sinx)

= =lim
x→

π

6

1
2 sinx + 1

1
2

f(x)[a,b]

1f(x)(a,b)

2f(x)x = b

3f(x)x = a

R

t = 1

f(1) = 2(1) + 10 = 12 , f(t) = 12 , f(t) = 10lim
t→1+

lim
t→1−

f(t)t = 1f(t)[0,10](t = 1)

1342

f(x)x = c

f(x) = f(c)lim
x→c−

f(x)x = 2: ⇒
⎧
⎩⎨

[x] = 1lim
x→2−

f(2) = 2
1

g(x)x = 22

h(x)x = 2: ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= 0lim

x→2−
2 − x
− −−−−

√

h(2) = 0
3

k(x)x = 24

3

kk + 1k ≤ x < k + 1

[x] = k

: [x] 4 ✓lim
x→4+

= ======
4<x<5

1

: [x] 3 ✓lim
x→4−

= ======
3<x<4

2

: [−x] −4 ✓lim
x→4−

= ========
3<x<4

−4<−x<−3
3

: [−x] −5 ×lim
x→4+

= ========
4<x<5

−5<−x<−4
4

4
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ابتدا باید بررسی نماییم عبارت مقابل تابع  به سمت چه عددي میل می نماید:   217

 

 حال یک تغییر متغیر انجام می دهیم: 

 

با توجه به نمودار داریم:   218

 

اگر از سمت راست به  نزدیک شویم در این صورت  پس در نامساوي داده شده مخرج   219
 در نتیجه باشد  باشد در نتیجه اگر  آنگاه  هم چنین اگر از سمت چپ به 

نزدیک شویم در این صورت  پس  در نتیجه در نامساوي  باید  باشد، یعنی 

» می تواند درست باشد.    . بنابراین گزینۀ «  آنگاه 

می توان براي یافتن تعداد گزاره هاي صحیح می توان نمودار تابع را رسم نمود.   220
 با توجه به نمودار تابع در  حد چپ و ندارد پس  صحیح نمی باشد. ولی سایر موارد

2صحیح است.

4

 221

 

 

 

 

 

f

x → : x > 4 2x > 8 → 2x − 7 > 1 < 14+ −→−
×2

− →−
وارون 1

2x − 7

= t →
1

2x − 7

⎧
⎩⎨
x → 4+

= t →
1

2x−7
1−

f( ) = f(x) = 1lim
x→4+

1
2x − 7

lim
t→1−

f(2) + f(x) + f(x) = 3 + 2 + 0 = 5
f(2) = 3

f(x) = 2limx→2+

f(x) = 0lim
x→2−

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
lim
x→2+

lim
x→2−

x = 1x − 1 > 0

1 − x < 0f(x) − 2 > 0x → 1+
f(x) → 2+

x = 1

x − 1 < 01 − x > 0< 0
f(x) − 2

1 − x
f(x) − 2 < 0

x → 1−
f(x) → 2−2

x = −4f(x) = 0lim
x→−4

f(x) = (3 − 1) = 3 × − 1 = 11lim
x→2+

lim
x→2+

x2 22

f(x) = (ax − b) = 2a − blim
x→2−

lim
x→2−

2a − b = 11 (1)− →−−−−−−−−
x=2 fحد دارد در

f(x) = 4 ⇒ (ax − b) = 4 ⇒ −a − b = 4 ⇒ a + b = −4 (2)lim
x→−1

lim
x→−1

{ ⇒ 3a = 7 ⇒ a =− →−−
(2),(1) 2a − b = 11

a + b = −4
7
3

+ b = −4 ⇒ b = ⇒ a − b ⇒ − (− ) =− →−−−−
a+b=−4 7

3
−19

3
7
3

19
3

26
3
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 222
 

 

 

 

 

 223
 

 

 

وقتی  مخرج کسر صفر می شود ولی حاصل حد عدد  شده است پس حد صورت کسر هم باید در این  224
نقطه صفر شود تا حد صورت و مخرج عامل مشترك  داشته باشد تا حاصل حد پس از ساده کردن کسر برابر  شود: 

 

 پس حد به صورت زیر در می آید: 

  

. پس در مورد  ، آن گاه طبق قضایاي حد  می دانیم اگر  و   225

 نمی توانیم با قطعیت نظر دهیم. ممکن است صفر باشد یا اینکه وجود نداشته باشد. براي مثال  را در نظر بگیرید. 

، در حالی که  وجود ندارد.  داریم: 

 226

چون  در نقطۀ  حدي مخالف صفر دارد، باید حد چپ و راست مخالف صفر باشد و با هم برابر باشند.  227

f(x) = 1 − 3 + 2 = 0lim
x→1

g(x) = 1 − 1 = 0lim
x→1

⇒ (f + g)(x) = f(x) + g(x) = 0 + 0 = 0lim lim
x→1

lim
x→1

( )(x) = =lim
x→1

f

g
lim
x→1

− 3 + 2x4 x2

x − 1
lim
x→1

( − 1)( − 2)x2 x2

x − 1

⇒ = (x + 1)( − 2) = 2 × (−1) = −2lim
x→1

(x + 1)( − 2)(x − 1) x2

x − 1
lim
x→1

x2

f(x) = f(x)lim
x→0−

lim
x→0+

f(x) = = = 1lim
x→0−

lim
x→0−

[x] − 2|x|
x − 1

−1 − 0
0 − 1

f(x) = bx + a − 1 = a − 1lim
x→0+

lim
x→0+

a − 1 = 1 ⇒ a = 2− →−−−−−−−−
x=0 fحد دارد در

x → 03

x3

+ ax + b = 0 ⇒ 0 + 0 + b ⇒ b = 0lim
x→0

x2

= 3 ⇒ = 3lim
x→0

+ axx2

x
lim
x→0

x(x + a)

x

⇒ x + a = 3 ⇒ a = 3 ⇒ a + b = 3 + 0 = 3lim
x→0

f(x) = Ilim
x→a

I > 0=lim
x→a

f(x)
− −−−

√ I
−−−√

lim
x→t

f(x)
− −−−

√f(x) = x

x = 0lim
x→0

lim
x→0

x−−−√

x > 2 ⇒ 1 + 4x > 9 ⇒ < ⇒ < 4 ⇒ [ ] = [ ] = 3
1

1 + 4x
1
9

36
1 + 4x

lim
x→2+

36
1 + 4x

4−

f(x)x = 1
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 صفر شود. چون اگر مخرج صفر نشود با توجه به اینکه حد صورت صفر است، حاصل حد راست صفر می شود که
 

 حد مخرج باید در 
خلاف فرض مسئله است.

  

 228
 : نکته 

 : نکته 

 با استفاده از نکات بالا داریم: 

 

نکته: تابع  در  پیوسته است. هرگاه:    229

   

نکته: تابع  فقط در نقاط به طول صحیح حد ندارد.   230
با توجه به نکتۀ بالا، براي این که تابع  در نقطۀ  حد نداشته باشد باید  عددي صحیح باشد. با توجه به گزینه ها،

گزینۀ  پاسخ است. 

نکته: تابع  در  پیوسته است، هر گاه:      231

با استفاده از نکتۀ بالا، هر یک از موارد داده شده را بررسی می کنیم: 

     (الف 

 پس  در  پیوسته است.

   (ب   

 در  تعریف شده است، پس در این نقطه ناپیوسته است.

f(x) = = =lim
x→1+

lim
x→1+

x − 1
− 3x + ax2

0
1 − 3 + a

0
−2 + a = 0⇒ a = 2

x = 1

⇒ −b = −1 ⇒ b = 1

f(x) =lim
x→1+ lim

x→1+
x − 1
− 3x + 2x2

= = = −1lim
x→1+

x − 1

(x − 2)(x − 1)
lim

x→1+
1

x − 2

f(x) = = = −blimx→1− limx→1−
b(x − 1)
|x − 1|

limx→1−
b (x − 1)

− (x − 1)

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ f(1) = a + b = 2 + 1 = 3

(f(x) ± g(x)) = f(x) ± g(x)lim
x→a

lim
x→a

lim
x→a

= ( g(x) ≠ 0)lim
x→a

f(x)

g(x)

f(x)lim
x→a

g(x)lim
x→a

lim
x→a

= = = −2lim
x→2

f(x) − 1
g(x)

(f(x) − 1)lim
x→2

g(x)lim
x→2

3 − 1
−1

f(x)x = af(x) = f(x) = f(x)lim
x→a+

lim
x→a−

⇒ 2 + a = 6 ⇒ a = 4

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = f(x + a) = 2 + alim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = 3x = 6lim
x→2−

lim
x→2−

f(2) = 6

f(x) = [x]

f(x) = [x]x = a−−−√a−−−√

3

f(x)x = af(x) = f(x) = f(a)lim
x→a+

lim
x→a−

f(x) = ⇒ f(x) = f = f(1) = 4(x − 3)2
lim
x→1

lim
x→1

(x − 3)2

f(x)x = 1

g(x) = = {
|x − 1|
x − 1

1 x > 1
−1 x < 1

g(x)x = 1
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(پ 

 در  ناپیوسته است. 

 

بنابراین موارد «ب» و «پ» ناپیوسته اند. پس گزینۀ  پاسخ است.

هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم:  232
 پیوسته است. 

 

: تابع  فقط در  گزینۀ 

: تابع  در  پیوسته است. گزینۀ 

 

: تابع  در  پیوسته است. گزینۀ 

 تابعی چند جمله اي و در  پیوسته است.

 

: تابع  گزینۀ 

بنابراین گزینۀ  پاسخ است.

 233

  : نکته 

 

 نکته: تابع  در  حد دارد. هرگاه: 

ابتدا با کمک بازه بندي، قدر مطلق را حدف می کنیم:

  

 اکنون باید حد چپ و حد راست در  با هم برابر باشند:    

  

 234
  : نکته 

 نکته: اگر  یک تابع ثابت باشد، آن گاه:  

نکته: ضابطۀ هر تابع خطی به صورت  است. 

ضابطۀ تابع خطی  به صورت  در نظر می گیریم. طبق فرض داریم: 

 

 بنابراین ضابطۀ تابع  به صورت  است. پس: 

235  ابتدا می توان نوشت: 
  

 اکنون با جاي گذاري این مقادیر داریم:

h(x) = ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x + 1 x > 1
2 x = 1
2 − x x < 1

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

h(x) = 1 + 1 = 2lim
x→1+

h(x) = 2 − 1 = 1lim
x→1−

h(1) = 2
h(x)x = 1

2

1f(x) = [x]R − Z

2f(x) = sinxR

3f(x) = 2x
R

4f(x) = ( + 1)(1 − 5 )x2 x3
R

1

|u| = { u u ≥ 0
−u u < 0

f(x)x = af(x) = f(x)lim
x→a+

lim
x→a−

f(x) = {
x + a x > 4
−(x + a) x < 4

x = 4
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = (x + a) = 4 + alim
x→4+

lim
x→4+

f(x) = (−x − a) = −4 − alim
x→4−

lim
x→4−

⇒ 4 + a = −4 − a ⇒ 2a = −8 ⇒ a = −4

(f(x) ± g(x)) = f(x) ± g(x)lim
x→a

lim
x→a

lim
x→a

f(x) = kf(x) = klim
x→a

f(x) = ax + b

f(x)f(x) = ax + b

⇒ {
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

f(x) = 4 ⇒ (ax + b) = 4 ⇒ 3a + b = 4lim
x→3

lim
x→3

f(x) = 4 ⇒ (ax + b) = 4 ⇒ −3a + b = 4lim
x→−3

lim
x→−3

a = 0
b = 4

ff(x) = 4

(2f(x) + 1) = 2(4) + 1 = 9lim
x→5

([x] + 3m) = 2 + 3m , ([x] + 3m) = 4 + 3mlim
x→2+

lim
x→5−
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 بنابراین: 

 

نکته: براي محاسبۀ  در صورتی که حد صورت و مخرج برابر صفر باشد ابتدا عامل صفر کننده را از  236

 
صورت و مخرج حذف می کنیم. سپس حاصل حد را به دست می آوریم.

ابتدا مقادیر هر یک از حدها را به دست می آوریم:

 

   بنابراین حاصل عبارت مورد نظر برابر است با:
    

) است. با جاي گذاري ضابطۀ  در عبارت داده شده معادلۀ تابع خطی  به صورت  (با شرط 
 

 237
داریم:

  

 

، در صورتی که حد صورت و مخرج برابر صفر باشد ابتدا عامل صفر کننده را از نکته: براي محاسبۀ   238

صورت و مخرج حذف می کنیم. سپس حاصل حد را به دست می آوریم.   

   : نکته 

 : نکته 
 با استفاده از نکات بالا، عبارت هاي صورت و مخرج را ساده تر می کنیم و بعد از حذف عامل صفر کننده از صورت و مخرج، حاصل حد را به دست

می آوریم. 

تابع براي  تعریف نشده است پس گزینۀ یک نادرست است.   239
 پس گزینۀ دو نادرست است. 

پس  وجود ندارد بنابراین گزینۀ سه نادرست است.   و 

 پس گزینۀ چهار درست است.

(4 + 3m) + (2 + 3m) = 7 ⇒ 6 + 6m = 7 ⇒ m =
1
6

([x] + 3m) 0 + 3( ) =lim
x→0+

=
m=

1
6 1

6
1
2

lim
x→a

f(x)

g(x)

= = = = −1lim
x→0

x

2 − xx2
lim
x→0

x

x(2x − 1)
lim
x→0

1
2x − 1

1
0 − 1

= =lim
x→3+

x − 2
[x] − 1

3 − 2
3 − 1

1
2

−1 + = −
1
2

1
2

ff(x) = x + 2x ≠ 1f

= =lim
x→−2

(x + 5)f(x)
− 4x2

lim
x→−2

(x + 5)(x + 2)
− 4x2

lim
x→−2

(x + 5) (x + 2)

(x − 2) (x + 2)

= = = −lim
x→−2

x + 5
x − 2

3
−4

3
4

lim
x→a

f(x)

g(x)

− = (a − b)( + ab + )a3 b3 a2 b2

− = (a − b)(a + b)a2 b2

= = =lim
x→

π

2

1 − xsin3

1 − xsin2
lim
x→

π

2

(1 + sinx + x)(1 − sinx) sin2

(1 + sinx)(1 − sinx)
lim
x→

π

2

1 + sinx + xsin2

1 + sinx

3
2

x > 4

 f(x) = 0lim
x→1

 f(x) = 2lim
x→3+

 f(x) = 1lim
x→3−

 f(x)lim
x→3

 f(x) = 1lim
x→0
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تابع    در  هم حدراست و هم حد چپ دارد پس گزینۀ  نادرست است.   240

 

فقط حد چپ دارد پس گزینۀ  نادرست است. در  تابع   

در داراي حد چپ و راست برابر است و حد دارد پس گزینۀ  درست است. تابع 

در فقط حد راست دارد پس گزینۀ  نادرست است. تابع 

 241
  

   . با توجه به شکل حد چپ و راست تابع    در  برابر نیستند، پس تابع    در  حد ندارد و     242

حد تابع رادیکالی با فرجۀ زوج هنگامی وجود دارد که عبارت زیر رادیکال مثبت باشد یعنی:   243

 244

 

 245

 

 246
چون  مخرج کسر را صفر می کند پس صورت کسر هم به ازاي  باید صفر شود تا حد به دست آید. یعنی داریم: 

 
 

     

     :پس

با توجه به شکل داریم:   247

f x = a1

f x = c2

 f x = b3

 f x = d4

f(x) = 1lim
x→2+

، f(x) = 4lim
x→4

، f(x) = 0 ⇒ A = 1 + 4 + 0 = 5lim
x→(−2)+

f x = 3f x = 3 a = 3

⇒ −f(a − 4) + f(x) = −f(3 − 4) + f(x) = −f(−1) + f(x) = −(−1) + 0 = 1lim
x→(a−2)

lim
x→(3−2)

lim
x→1

bx + a > 0 → bx > −a x > − ⇒−→−
b>0 a

b
c > −

a

b

= = =lim
x→1

( − 3x + 2)x + 3
− −−−−

√ x2

− 1x2

(0)4
−−−

√

0
0
0

مبھم

→ = = = رفع ابھام1− lim
x→1

(x − 2)x + 3
− −−−−

√ (x − 1)

(x + 1)(x − 1)

(−1)4
−−−

√

2
−2
2

[x] = [ ] = 2 → =lim
x→3−

3− lim
x→3−

2x − 6
|2 − 2x − 12|x2

0
0

→ = = = −lim
x→3−

2(x − 3)
2| − x − 6|x2

lim
x→3−

(x − 3)
| || |

x − 3

 
−


x + 2

 
+

lim
x→3−

(x − 3)
−(x − 3)(x + 2)

1
5

 x = 2x = 2

a(2 + 4(2) = 0 → 4a + 8 = 0 → a = −2)2

→ lim
x→2

−2 + 4xx2

− 4x2
= lim

x→2

−2x(x − 2)
(x − 2)(x + 2)

= = −1 → b = −1
−4
4

lim
x→(−2)

+ 5x − 3ax2

+ 4bx2
= lim

x→(−2)

+ 5x + 6x2

− 4x2
= lim

x→(−2)

(x + 3)(x + 2)
(x − 2)(x + 2)

= = −0٫25
1
−4

 = L ⇒ = Llim
x→3

lim
x→3

+ n + 6xx3 x2

x − 3
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چون مخرج کسر به ازاي  صفر است براي آنکه حد، عدد حقیقی  باشد، باید صورت کسر هم به ازاي  صفر شود پس داریم:   

 

 

 248
چون  است پس  همواره مثبت است. 

    

 249

 

 

 250

 

 

 

 x = 3L x = 3

+ n(3 + 6(3) = 0 → 27 + 9n + 18 = 0 → 9n = −45 →33 )2 n = −5

f(x) = = = 3 →lim
x→3

lim
x→3

− 5 + 6xx3 x2

x − 3
lim
x→3

x(x − 2) (x − 3)

(x − 3)
L = 3

→ n + L = −5 + 3 = −2

−1 ≤ cosx ≤ 11 + cosx

lim
x→π+

| |1 + cosx
  +

xsin2
= lim

x→π+

1 + cosx

1 − xcos2
= lim

x→π+

(1 + cosx)

(1 + cosx)(1 − cosx)
=

1
1 − (−1)

=
1
2

= =lim
x→π+

[x] 1 − xcos2
− −−−−−−−

√

2 sinxcosx
lim
x→π+

[ ]3٫14+ 1 − xcos2
− −−−−−−−

√

2 sinxcosx
lim
x→π+

3 xsin2− −−−−
√

2 sinxcosx

= = = =lim
x→π+

3| sinx|
2 sinxcosx

lim
x→π+

3( )−sinx

2 cosxsinx

−3
2(−1)

3
2

(x → ⇒ x ⇒ sinx < 0 ⇒ |sinx| = −sinx)π+ در ربع سوّم

f(x) = = = = =lim
x→

π

2

lim
x→

π

2

1 − sinx

xcos2
lim
x→

π

2

1 − sinx

1 − xsin2
lim
x→

π

2

(1 − sinx)

(1 + sinx)(1 − sinx)
lim
x→

π

2

1
1 + sinx

1
2

=lim
x→(−2)+

| + x − 2|x2

− 4x2
lim

x→(−2)+

|x + 2||x − 1|
(x − 2)(x + 2)

= = = −lim
x→(−2)+

−(x − 1) (x + 2)

(x − 2) (x + 2)

−(−3)
−4

3
4

⇒ A = + (− ) = = −
1
2

3
4

2 − 3
4

1
4
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