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Fahrplan zum Abi

Noch 2 Jahre bis zum Abitur 2Zu Beginn des Abiturschuljahres

Facher- bzw. Kurswahl abkliren Zeitplan anpassen

Beratung durch Oberstufenbetreuer -
Gegengewichte zum Lernstress schaffen
Zeitplan erstellen

Klausuren, Prufungen, ggf. schriftliche Facharbeit -
Projekte, Prasentationen - Lernzeiten am Nachmittag
festlegen - Ferien, Pausen, Freizeitaktivitaten planen
Ablage einrichten

Alle Abiturtermine notieren - Lernzeiten: Wiederholung strukitu-
rieren, Schwerpunkte setzen - ggf. Prasentationspriifung planen
und sich mit allen Themen befassen - Freizeit von Arbeitszeit trennen
Motivation tanken
Lemn- oder Arbeitstagebuch auswerten - Mut-mach-Gesprache in Lern-
gruppe, mit Eltern und Freunden fiihren - Antistresstraining - Belohnung
nach dem Abistress planen: Abschlussfeier, Reise u. A.

Schreibtisch: fiir jedes Fach eine getrennte Ablage - Blocklernen
Ordnerstruktur im Computer - Internetlinkliste Klausuren der Vorjahre durcharbeiten - Prisfungssimulation
Lernorte klaren {mit Zeitbegrenzung)

Arbeitsplatz: zu Hause? Schule ? Bibliothek ?
Lerngemeinschaften organisieren
Unterschiedliche Lerntypen erganzen sich!
Lernstrategie entwickeln

Personliche Starken-/Schwachenanalyse,
evtl. mithilfe von Fachlehrern, erstellen -
Hindernisse benennen und Strategien
zur Uberwindung erproben

Noterverbesserung nach dem schriftlichen Abi
Evtl. Teilnahme an einer freiwilligen mindlichen Prifung

Nach dem letzten Halbjahreszeugnis

Zeitplan anpassen
Lernzeiten anpassen - Wiederholungsschritte planen - Klausur- und
Referatstermine im Blick behalten - Facharbeits-/ Seminararbeits-
termine einhalten
Lernfortschritte dokumentieren
Starken-/ Schwachenanalyse anhand alter Klausuren durchfihren

Nochit i ois Abit und konkrete Kor)sequen_zen daraus ableiten - Lerntagebuch flihren

Zeitplane kritisch iberpriifen ~ Gesprache mit Priiflingen des Vorjahrs flhren - Beratungsgesprach
Wachentlich: Lernzeiten, Pausen - mit Oberstufenbetreuer/Fachlehrkraften fihren - Ziele fest ins Auge
Monatlich: Stoffverteilung, Wiederholung, fassen - regelmafige Arbeit mit dem Lern- oder Arbeitstagebuch

i : i Berufs-/Studienentscheidung vorbereiten
Lerngruppentermine - Klausur- und Referatstermine i iz = -
Ggt. Facharbeit planen und durchfiihren Studiifnfuhrer organisieren -Ges_pra:he mit Studie;n-!Berufs-
Fach festlegen - Thema suchen und bearbeiten anfangern - Aggnturfw Arbeit: Beratungstermine wahr:l
Lernhilfen und Lernmaterial organisieren ne!:lrnen‘- Ab!tymssen besuchen - Tag der offenen Tir
Nachschlagewerke und Trainingsbiicher Abitur- \ in Universitéten nutzen

i - Unterrichtsmitschriften - Blocklernen
:::ﬁe:vnrbereiwng:r;urse " Abiturvorbereitungskurs - Lernwochenende(n)

mit Lerngruppe - Priifungsaufgaben des
Vorjahrs beschaffen und damit Gben
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Vorwort

Liebe Leserin, lieber Leser!

Der POCKET TEACHER ABI Mathe eignet sich als Wegbegleiter durch die
gesamte Oberstufe bis zum Abitur. Er hilft nicht nur beim Endpurt vor dem
Abitur, sondern ebenso gut bei Hausaufgaben und Referaten, bei der
Vorbereitung von Klausuren und Tests. Selbst wer glaubt, schon fit zu sein,
kann hier mit Gewinn noch einmal ein Kapitel quer lesen und sein Wissen
auftrischen. Vor allem aber werden die Zusammenhiénge iibersichtlich und
anschaulich préasentiert. Dazu tragen auch die zahlreichen Grafiken und
Schaubilder bei.

Gewiinschte Infos konnen am schnellsten iiber das Stichwortverzeichnis am
Ende des Bandes gefunden werden.

Stichwort vergessen? Macht nichts. Am besten ins Inhaltsverzeichnis
schauen und im entsprechenden Kapitel nach dem Begriff suchen!
Stichworter sind hier durch Fettdruck hervorgehoben (z. B. Asymptote, S.

45). Farbige Pfeile ~ verweisen auf andere Stellen im Buch zum gleichen
Thema.

Umbkehrfunktion (~ S. 18)
Geht man den Pfeilen nach, bekommt man zu diesen Fachbegriffen weitere
Informationen.

Mehrere Beispielaufgaben oder Aufzahlungen zu einem Thema sind meist
durch Quadrate am Rand tibersichtlich gegliedert (. S. 100).

weist auf besondere zu beachtende Eigenschaften und
Rechenschritte hin (. S. 11).



markiert mogliche Fehlerquellen, Denkfallen, Problemstellen
und wichtige Hinweise (.~ S. 129).

Diese Rubrik kennzeichnet Definitionen (.~ S. 13).

Diese Rubrik kennzeichnet Satze (.~ S. 68).



Funktionen

1.1
Definitionen

Zuordnungen

Eine Zuordnung ordnet den Elementen einer Menge X Elemente einer
Menge Y durch eine Zuordnungsvorschrift zu.

Eine Wertetabelle, ein Pfeilgraph, eine Paarmenge mit Zahlenpaaren (x;y)
mit x € X und y € Y oder ein Graph im Koordinatensystem
veranschaulichen eine Zuordnung.

Eine Zuordnung, bei der ...

... mindestens einem x € X ... jedem x € X genau ein ... jedem x € X genau ein
mehralseiny €Y y € Y zugeordnet wird, y € Y zugeordnet ist und
zugeordnet wird, heifst nennt man eindeutig. daruber hinaus auch jedes
mehrdeutig. y €Y zu genau einem x
€ X gehort, heilst
eineindeutig.

Eindeutige Zuordnungen heil3en Funktionen.

X=11,2}, X=Y=R X=Y=R
Y={1, 2}, y:x2 y=2x

»X teilt y©

Paarmenge:

{(1;1),(1;2), (2;2)}
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Im Koordinatensystem wird die Ausgangsmenge X i. A. auf der horizontalen
Achse und die Zielmenge Y auf der vertikalen Achse angetragen. Zum
Graphen der Zuordnung gehoren alle Punkte, deren Koordinaten (x|y) die
Zuordnung erfiillen.

Der x-Wert heif8t auch Abszisse, der y-Wert Ordinate.

Am Graphen erkennt man den Unterschied so: Gibt es eine
Parallele zur y-Achse, die den Graphen in mehr als einem Punkt schneidet,
so ist die Zuordnung mehrdeutig. Schneidet jede mogliche Parallele zur y-
Achse den Graphen hochstens einmal, so liegt eine Funktion vor. Schneidet
auch jede mogliche Parallele zur x-Achse den Graphen hochstens einmal, so
ist die Funktion sogar eineindeutig.

Eine eineindeutige Funktion besitzt zu verschiedenen
Argumenten x auch unterschiedliche Funktionswerte y.

Funktionen

Eine Funktion f ist eine eindeutige Zuordnung zwischen einer
Ausgangsmenge X, der Definitionsmenge D; und der Menge Y, der
Wertemenge W, Ist die Definitionsmenge nicht angegeben, wird vom
grofitmoglichen Bereich ausgegangen.

Jedes Element x der Definitionsmenge Dy heifit Argument von f. Das dem
Argument x zugeordnete Element y aus der Wertemenge W; heift
Funktionswert y = f (x) (sprich: ,,f von x“) von f. Kurz: y = f(x). Der Term
flx) heifst Funktionsterm, die Gleichung y = f(x) Funktionsgleichung der
Funktion f.

Schreibweise: f: x » y oder f: x » y = f (x).

Der Graph der Funktion f ist die Menge aller Punkte P (x|f(x)) mit x € D;
und wird mit G¢ bezeichnet.



f: x» y = 2x mit Definitionsmenge D, = [0; 4].
Funktionsterm f(x) = 2x, Funktionsgleichung: y = 2x.
Funktionswert zu x = 1,5 ist y = f(1,5) =2 - 1,5 = 3.

Alle Funktionswerte bilden die Wertemenge: W= [0; 8].

Eigenschaften von Funktionen und Graphen

Gleichheit von Funktionen
Zwei Funktionen f und g sind gleich, wenn ihre Definitionsmengen D; und

D, tibereinstimmen, also D¢ = D, = D, und wenn fiir alle x € D gilt: f(x) =
g(x).

fixwe flx) = (x-2)% Df= R und
g x v g(x) = x* - 4x + 4, D = R sind gleich, da
D¢= Dy = R und flx) = (x - 2)* = x* - 4x + 4 = g(x).

(x - 1)x

fix = f(x) = ==, D, = R\{0} und g x> glx) = x - L,

D, = R. Hier gilt zwar nach dem Kiirzen: f(x) = g(x). Da aber D¢ # Dy, sind f

und g nicht gleich.

Fortsetzung und Einschrankung
Eine Funktion g heifst Fortsetzung der Funktion f, wenn die
Definitionsmenge D¢ von f in der Definitionsmenge D, von g enthalten ist,

also Dy & Dy, und wenn fiir alle x € Dy gilt: g(x) = f(x). Umgekehrt heifit f

Einschrdnkung von g.
Im letzten Beispiel ist g eine Fortsetzung von f.

Nullstellen einer Funktion

Ist x, eine Zahl aus der Definitionsmenge D; der Funktion f und gilt f(x,) =
0, so heif3t x, Nullstelle von f. Man findet die Nullstellen der Funktion f
durch Losen der Gleichung f(x) = 0.

Geometrische Bedeutung: Bei den Nullstellen schneidet oder beriihrt der
Graph einer Funktion die x-Achse.



tx>x+1LxERfAx) =0 x+1=0 < x=-1 fbesitzt also die
Nullstelle: 1. Der Graph Gg schneidet die x-Achse in (-1|0).

j‘,-‘.ll.
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Gerade und ungerade Funktionen, Symmetrie des Graphen

Eine Funktion f: x b f(x), x € Dy, heil$t genau dann gerade Funktion, wenn fir alle x aus
der Definitionsmenge D gilt: Es ist auch —x € Dy undf(-x) = f(x).

f x v x% x € R Wegen Dy = Rist mit x € R auch -x € R. Weiter

gilt:
fl=x) = (-x)* = x*= flx).

Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch zur y-Achse.

Vo
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Eine Funktion f:x b f(x), x € Dy, heildt genau dann ungerade Funktion, wenn fur alle x aus

der Definitionsmenge Ds gilt:
Esist auch —x e Df undf (=x) = -f (x).



f: x » x°, x € R Wegen D; = R ist mit x € R auch - x € R. Weiter
gilt:
fl=x) = (-x)° = =x° = - flx).

Der Graph einer ungeraden Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung
des Koordinatensystems.

_:|.-'r1|.
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Allgemeine Symmetrie
Der Graph einer Funktion f ist achsensymmetrisch zur vertikalen Geraden
Xo= a, wenn stets gilt: fla — x) = fla + x), x € D¢ Der Graph einer Funktion f

ist punktsymmetrisch beziiglich des Punkts P(a|b), wenn stets gilt: b — fla -
x)=fla+x)-b x €D,

fxe (x-2)%x ER.
Gy ist achsensymmetrisch zur Geraden x = 2. Es gilt:

f2-x)=(2-x)-2)?=x*und f(2 + x) = ((2 + x) - 2)® = x%

¥ a X=|2
37 |

X 1 X y=(x-2)
21 KT
HE

| | |

I [ i

1 2 3 4 x

fixpx-2,x €ER.



Gy ist punktsymmetrisch beziiglich P (3|1). Es gilt:
1-f3-x)=1-((3-x)-2)=xund
fB+x)-1=(B3+x)-2)-1=x.

jllr F 3
34 X
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Monotonie

Eine Funktion f: x b f(x), x € Dy, heildt auf einer Teilmenge M der Definitionsmenge Ds

genau dann

monoton zunehmend (oder steigend), monoton abnehmend (oder fallend),
wenn fir alle x, x, € M qilt:

Aus x; < x, folgt f(x;) < f(x,). Aus x4 < x, folgt f(x;) = f(x,).

D. h., bei wachsendem Argument bleibt der Funktionswert f(x)

gleich oder nimmt zu. gleich oder nimmt ab.
Gilt sogar fur alle x4, x, € M:

Aus x4 < x, folgt f(x;) < fx;), Aus x4 < x, folgt f(xq) >f(x,),

so heilt die Funktion f auf M

streng (oder echt) monoton zunehmend streng (oder echt) monoton
(oder steigend). abnehmend (oder fallend).



f monoton zunehmend
jlur ' ;
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f monoton abnehmend
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f streng monoton zunehmend

j,."n

f streng monoton abnehmend

Der Graph G¢ heifdt in solchen Fillen (streng) monoton steigend (fallend).
Zum Nachweis der Monotonie untersucht man fiir x; < x, das Vorzeichen

der Differenz f(x,) — f(x;).



fxwx?-1,xeR. Sind x;, x, € R mit x; < x,, so ist flx,) - Ax;) =
(62 = 1) = (x;2 - 1) = x,2 - x,2.
Es gilt nun: f(x,) - f(x;) = x,2 - x;%2 < 0, wenn x; < x, < 0 und f(x,) - fix;) =
x,2 = x,2 >0, wenn 0 < x; < X,.

fist also streng monoton abnehmend im Intervall ]- co; 0] und streng
monoton zunehmend im Intervall [0; + oo].

Y a
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Beschranktheit

Eine Funktion f: x - f(x), x € Ds, nennt man

nach unten beschrdnkt, wenn es eine nach oben beschrdnkt, wenn es eine
Zahl s € R gibt, sodass f(x) > s fur alle x € Zahl S € R gibt, sodass f(x) < S fur alle x
Ds. s heilSt untere Schranke von f. € Dx. S heil3t obere Schranke von f.

Geometrische Bedeutung tiir den Graphen:
Ist seine untere Schranke von f, so liegen alle Punkte des Graphen G¢ nicht

unterhalb der Parallelen zur x-Achse mit der Gleichung y =s.
Ist S obere Schranke von f, so liegt der Graph nicht oberhalb der Geraden y
=S.

f x+ 0,5x% + 1, x € R ist nach unten beschrinkt, da z. B. gilt:
0, 5x% + 1 > 0,5 fiir alle x € R. s = 0,5 ist hier eine untere Schranke.



P W=
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Hat f eine untere Schranke s, so ist jede Zahl kleiner als s
ebenfalls eine untere Schranke von f. Eine nach unten beschriankte Funktion
f hat somit unendlich viele untere Schranken. Die grofite untere Schranke
heif3t Infimum von f.

Analog besitzt eine nach oben beschrankte Funktion funendlich viele obere
Schranken. Deren kleinste nennt man das Supremum von f.

Gibt es eine positive Zahl r € R*, sodass gilt: |[f(x)| < r, fir alle x € D, so
heifSt die Funktion f beschrinkt.

Die Funktionen x » sin x, x € R, und x » cos x, x € R, sind
beschriankt mit r = 1. (Graphen ~ S. 51)

Extremwerte

Eine Funktion f besitzt an einer Stelle x, € Ds ein
lokales Maximum lokales Minimum

genau dann, wenn es eine Umgebung (- S. 58) von X, gibt, in der fur die Funktionswerte
f00) flr x # xg qilt:

F0) < fx). 00 = fixo).
Der Graph der Funktion hat dann in (xy|f(x,) einen

relativen Hochpunkt. relativen Tiefpunkt.

Der grofite (kleinste) Funktionswert heiflit globales
Maximum (Minimum), der zugehorige Punkt des Graphen Hochpunkt bzw.
Tiefpunkt.
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Periodizitat

kv

*
Tiefpunkt

Eine Funktion f: x » fix), x € Dy, nennt man periodisch, wenn es eine von Null
verschiedene Zahl p gibt, sodass fur alle x € Dy gilt: Mit x ist auch x + p € D und fix + p) =

fx).

Die Zahl p # 0 heil3t Periode von f.

Mit der Periode p ist auch jede Zahl k - p mit k € 7 eine Periode
von f. Jede periodische Funktion besitzt somit unendlich viele Perioden.
Meist gibt man zu einer Funktion ihre kleinste positive Periode an.

f: x v sin x, x € R, ist periodisch mit der Periode p = 2m: sin (x + 2m)

= sin x fur alle x € R.

47 ist ebenfalls eine Periode von f: sin (x + 4m) = sin x.

| Periode 4 ;
* 71 3 "l
2
_.;;l_ 0 m fl_ I 2 E 3T X
y=sinx | ™ 2 | .
N Periode 27 L
Umkehrfunktion

Eine Funktion f: x b y = f(x), x € Dy, heilst umkehrbar, wenn auch die umgekehrte
Zuordnung y # x eindeutig ist, d. h., dass zu jedem y aus der Wertemenge genau ein x aus
der Definitionsmenge gehért. Die Funktion f~! mit der Vorschrift f': y = x = £1(x) heift

Umbkehrfunktion von f.



Die Wertemenge von f ist damit die Definitionsmenge von f1, die
Definitionsmenge vonfist die Wertemenge von f 1. Die Paarmenge fiir ! ist

die Menge aller Zahlenpaare (y;x), die aus den Zahlenpaaren (x;y) zu f durch
Vertauschen der Komponenten eines jeden Paares entstehen.

Kriterien fiir die Umkehrbarkeit einer Funktion

Eine Funktion f ist genau dann umkehrbar, wenn fir alle x4, x, € Ds gilt: Aus x; # x, folgt

foq) # 1),

D. h. eineindeutige Funktionen sind umkehrbar.

Geometrische Bedeutung: Jede Parallele zur x-Achse schneidet
den Graphen von g hochstens einmal.

Streng monotone Funktionen sind umkehrbar.

Die Graphen zu f und zu f! liegen zueinander

achsensymmetrisch beziiglich der Geraden mit der Gleichung y = x; das ist
die Winkelhalbierende des I. und III. Quadranten des Koordinatensystems.
Weiter gilt: f! besitzt dieselben Monotonieeigenschaften wie die Funktion f.
Ist also z. B. f (streng) monoton zunehmend, so auch f.
Weitere Eigenschaften von Funktionen und ihren Graphen werden an
anderer Stelle behandelt: Kriimmung eines Graphen (~ S. 82 f.),
Asymptoten eines Graphen ( S. 45) und allgemeine Beschreibung des
Verlaufs eines Graphen (. S. 46 f. bzw. 84 £.).

Thema:
Bestimmung der Umkehrfunktion

Man erhilt die Funktionsvorschrift f! durch die folgenden
Arbeitsschritte:

1. Bestimmung des Bereichs, in dem die Funktion umkehrbar ist.



2. Auflosen der Funktionsgleichung y = f(x) nach x.
3. Vertauschen der Bezeichnungen y und x (,,Variablentausch®).

4. Notieren des Terms y = f }(x) der Umkehrfunktion mit Definitions-
und Wertemenge.

fixpy=05x+1,x ER
1. Bereich, in dem fumkehrbar ist:
fistin ganz R umkehrbar, da f streng monoton ist.
2. Gleichung y = f(x) nach x auflsen:
y=05x+1<2-(y-1)=xx=2y-2
3. Tausch der Variablen x und y:
y=2x-2
Ergebnis: Die Umkehrfunktion hat den Term f‘l(x) =2x-2.
4. Umkehrfunktion:
Es gilt also: f1: x b 2x - 2, x € D1 = Wi=R.
Weiter gilt We = Dy = R.

Graphen zu fund f!:
Y4 G
2 G;
‘] jE
ECT e T 2 3 x
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Die Graphen zu f und zu f! liegen zueinander
achsensymmetrisch beziiglich der Geraden mit der Gleichung y = x.

f:XI—>x2—6x+7,xE R; sz [- 2; oo
1. Bereich, in dem f umkehrbar ist:
Die Parabel zu fhat den Scheitel (3|-2) (- S. 28).
f ist streng monoton zunehmend in D; = [3; o[ und streng monoton

abnehmend in D, = ]- oo; 3].



f ist also nur abschnittsweise umkehrbar: Es existieren zwei
Teilumkehrungen f;! in D; = [3; o[ und £, 7! in D, = ]~ ; 3].

2. Gleichung y = f(x) nach x auflésen:
y=x>-6x+7x*-6x+7-y=0

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind:
x=3+2+yoderx=3-42+y.

Es ergeben sich zwei verschiedene Terme, die jeweils zu einer der
beiden Teilumkehrungen gehdren.

3. Tausch der Variablen x und y:

y=3+12+ x oder

y=3-V2+x

4. Umkehrfunktion:

Zuordnung der beiden Terme zu den Bereichen D; und D,: Da

y=3++2+ x > 3, gehort dieser Term zu D; = [3; o|.

Insgesamt erhélt man: f,~l:x— 3+ V2 + x. x € D= Wy = [- 2; oo und
W=D, =30 fiix—=3-V2+x.xED=W;=[-20[und W=
D, = ]- o5 3].
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Verkniipfungen von Funktionen



Rationale Operationen

Funktionen fund g mit einer gemeinsamen Definitionsmenge D lassen sich
zu neuen Funktionen verkniipfen:

Summe f+ g: x - f(x) + g(x), x € D

Differenz f - g: x » flx) - g(x), x € D

Produkt f- g: x » flx) - g(x), x € D

. f o f(®)
Quotient E'x g{—x}

,xeD,x € Dmit g(x) #0
fixe flx) =x% x € R,und g: x> g(x) = x, x € R. Dann ist
die Summe f+ g: x b x% + x, x € R;
die Differenz f- g: x 0 x> - x, x € R;
das Produktf-_g:xn—»x3,x € R;

der Quotient é; x— x, x e R\{0} x € R\{0}.

Verkettung
Bei einer Verkettung von Funktionen u und v werden diese nacheinander
ausgefiihrt. Voraussetzung ist, dass die Wertemenge W, der zuerst

ausgefithrten Funktion v ganz in der Definitionsmenge D, der danach

ausgefiihrten Funktion u liegt. Die zuerst ausgefithrte Funktion v heif3t
innere Funktion, die danach ausgefiihrte Funktion u dufSere Funktion.
Schreibweise: f=u o v: x & f{x) = u(v(x)), x € D,

Bei Vertauschung der Reihenfolge der Funktionen ist das
Ergebnis der Verkettung i. A. verschieden.
Ausvixpz=x+2,x € D, =[-2; o[ und
u: z+—+ y=+z,ze D_= IR, erhilt man die Verkettungen
f=uovix— f(x) =u(v(x)) = Vx+2,xe D,

g=vourx—g(x)=v(u(x))=vx+2,xeD_

Es gilt g # f.
1.2

Definition und Eigenschaften



Eine Funktion f: x » m - x + t (m, t € R) heifst lineare Funktion. Maximale
Definitionsmenge ist R, der Graph ist eine Gerade g mit der Gleichungy=m - x + t.

Geometrische Bedeutung der Parameter t und m:

t ist der Abschnitt auf der y-Achse (y-Abschnitt): Die Gerade schneidet die
y-Achse im Punkt T(0|f). Ist t = 0, so liegt eine Ursprungsgerade vor.

m ist die Steigung der Geraden. Es gilt:

m > 0: Die Gerade steigt. fist streng monoton zunehmend.

m = 0: Die Gerade liegt parallel zur x-Achse. fist konstant.

m < 0: Die Gerade fdllt. fist streng monoton abnehmend.

Im rechtwinkligen Steigungsdreieck mit der horizontalen Kathete der Linge
1 hat die vertikale Kathete die Lange |m].

Zusammenhang mit dem Neigungswinkel « (Winkel zwischen der x-Achse
und der Geraden):

flx,)

%

flx)

X

m = tan a = , (x, #x,) (7 §.70).

1

Ist m # 0, so ist fir D = R auch die Wertemenge R. Weiter hat eine solche

Funktion genau eine Nullstelle: x = _L

'
Ist m = 0, so ist die Wertemenge W = {t}.

fxp2x,m=2t=0
gxp-x-2,m=-1t=-2
hixe -2, m=0;t=-2

Y G;
2_.
Il.‘J‘;E_I 14
3 oW1/ 1 2 3 x
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G
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Explizite und implizite Form der Geradengleichung



Die Form y = mx + t heil3t explizite Form der Geradengleichung. An ihr
sind die Kenngroflen m und ¢ direkt ablesbar. Die Form ax + by + ¢ = 0 mit
a, b, ¢ € R heifdt implizite Form der Geradengleichung. a und b diirfen
nicht gleichzeitig null sein.

Implizite Form: 3x + 0,5y - 2 = 0.
Auflosen nach y ergibt die explizite Form: y = - 6x + 4.

Sonderfall: vertikale Geraden

Eine zur x-Achse senkrechte Gerade kann nicht durch eine
Funktionsvorschrift beschrieben werden. Sie hat den Neigungswinkel o =
90°, eine Steigung ist fiir sie nicht definiert.
Schneidet eine solche Gerade die x-Achse an der Stelle a, so haben alle ihre
Punkte die x-Koordinate a. Die Gerade wird deshalb durch die Gleichung x
= a beschrieben. Die Gleichung fiir die y-Achse ist x = 0.

x=1,5
-}I{JI
21 x=15
‘]_.
-1 1% 8 &
_']--
_2_.

Schnittwinkel zweier Geraden
Schneiden sich die Geraden g; und g, an einer Stelle x,, so wird der

Schnittwinkel der beiden Geraden definiert als der nichtstumpfe Winkel ¢,
den die beiden Geraden im Schnittpunkt einschlieflen. Sind m; und m, die

zugehorigen Geradensteigungen, so gilt fiir ¢:

my - m, = — 1: Dann ist ¢ = 90°. Die Geraden schneiden sich rechtwinklig.

HIl - H’Iz

1+ m - m, (78.79).

my - m, # — 1: Dann ist tﬂﬂq)=‘




Thema:
Bestimmung von Geradengleichungen

Fir die Gleichung einer Geraden y = mx + t lassen sich die Parameter m (Steigung) und
t (y-Abschnitt) aus der Angabe von zwei Bestimmungsstucken ermitteln.

Gerade durch P (xy,) mit der Steigung m
Sei m = 1,5 und P(2|4) gegeben.
1. m liegt bereits fest: m = 1,5.
2. Bestimmung von ¢ : Einsetzen von m = 1,5 und der Koordinaten des
Punktes P, (2|4) in den allgemeinen Ansatz
y=mx + tergibt: 4=1,5-2 + t. Daraus: t = 1.
Ergebnis: Geradengleichung: g: y = 1,5x + 1

Allgemeine Formel g: y =m (x — x) + yq

Gerade durch die Punkte P,(x,|y,) und P,
Seien P(1|- 2) und P,(3|1) gegeben.
1. Berechnung der Steigung m(x; # x,):
Y= 1-(-2)_ 3

=== i == = '-.D i . :1, .
M X, = %, 37 5 1,5. Damit g: y S5x+t

2. Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes (z. B. P;) kann t

ermittelt werden: - 2 =1,5- 1 + ¢. Damit ist £ = — 3,5.
Vollstandige Geradengleichung: g: y = 1,5x — 3,5

Allgemeine Formel g: y =£% x—x,) +y,
2 1
Sonderfall: Gerade durch die Punkte P,(x,|y;) und P,(x,|y,) mit x,= x,

= a : Es liegt eine zur x-Achse senkrechte Gerade vor.
Geradengleichung: ¢: x =a



1.3

Die Funktion f: x = |x| mit der Definitionsmenge R und der Wertemenge R," heif3t
Betragsfunktion.

Mit der Definition des Betrags gilt:
, xflirx=0
TNt —x furx < 0

L J

5 o7 v 1T 2 x

Eigenschaften
Die Betragsfunktion hat die Nullstelle x = 0, ihr Graph ist symmetrisch zur
y-Achse. Da f(x) = |x| = 0 fir alle x € R, ist die Betragsfunktion nach unten

beschriankt (. S. 16). Die grofdte untere Schranke (das Infimum) ist 0.

Funktionen mit Betragen

Ein Betrag im Funktionsterm wird durch abschnittsweises Definieren
beseitigt. Die Abschnitte ergeben sich aus den Bereichen, in denen der Term
zwischen den Betragsstrichen grofler oder gleich bzw. kleiner null ist.

fixelx-1]+1,x ER,

Esgiltx-1>0 x> 1.

Weiter ist

e = 1= x=1 ﬁir{cz i 2
—(x-1)turx < 1.

Damit ergibt sich

flx) = [x fiir&sz1.

’ -x+2furx<1.
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Zum Einfluss des Betrags auf die Form des Graphen: (. S. 33).

1.4

Die quadratischen Funktionen

Eine Funktion f: x = ax? + bx + ¢, mita, b, ¢ € R und a # 0 heilt quadratische
Funktion.
lhre maximale Definitionsmenge ist D; = R mit der Wertemenge Wf = [c - %'; oo flra>0

=|— oo; —'b_z (]
bzw. W; =1 2 (5 dﬂ]fura<0.

Nullistellen
Eine quadratische Funktion f hat entweder keine, eine oder zwei Nullstellen

(~ S.12). Die Anzahl der Nullstellen hiangt vom Wert der Diskriminante D
= b? - 4ac der zugehérigen quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 ab.

Fiir D < 0 besitzt f keine Nullstelle.

Fir D = 0 hat f genau eine Nullstelle: x = - %
Fir D > 0 gibt es genau zwei Nullstellen:

_=b+ Vb2 - dac und g b - W'F—_ﬂlrz
1 2a 2 2a
Besitztf Nullstellen, so ldsst sich f(x) in Faktoren zerlegen:

fix)=a-(x- xo)2 bei einer (doppelten) Nullstelle x,,
fix)=a-(x-x) - (x-x,) bei zwei Nullstellen x; und x,.

fix)=x*+2;D=02-4-1-2=-8<0= fhat keine Nullstelle.



flx)=2x>-4x+2; D=16 -4 -2 -2 =0 = f hat genau eine Nullstelle:
—4
0="3 5= 1.
Faktorzerlegung: f(x) =2 - (x - 1)%

flx) = 3x2-3;D=0-4-3-(-3)=36>0 = f hat genau zwei Nullstellen:
x;=1lund x, =-1.

Faktorzerlegung: f(x) =3 - (x - 1) - (x + 1).

Graph

Der Graph ist eine Parabel mit y = ax? + bx + c. Fiir a > 0 ist die Parabel
nach oben geoffnet, fir a < 0 nach unten geoftnet. Je kleiner |a|, desto
flacher verlauft sie. Der hochste (fiir a < 0) bzw. tiefste (fiir a > 0) Punkt der

Parabel heif3t Scheitel S(s|t).
Es giit: 5| —;—:I - L ,l'

Der Graph ist symmetrisch zur Geraden x = s durch den Scheitel. Liegt der
Scheitel auf der x-Achse, d. h. + = 0, dann hat f genau eine doppelte
Nullstelle.

Jede quadratische Funktion f: x > ax? + bx + cmita, b, c € R und a = 0 lasst
sich auf die Scheitelform f: x » a(x - s)? + t mit s, t € R bringen (.~ S. 29).

Der Graph G;zu f: x » a(x - s)? + t entsteht aus der Normalparabel durch

Form- und Lageveranderungen (. S. 31 f.).

fi:x - 0,5x% + 4x + 8 = 0,5 (x + 4)?
S(-4|0); W= [0; oo[; 1 doppelte Nullstelle
frxe x2+ 1,5
S(0[1,5); W= [1,5; oo[; keine Nullstelle
frxm —2x2+16x-29=-2(x - 4)*> +3
S(4|3); We = ]- 0, 3]; 2 Nullstellen
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Bestimmung der Koordinaten des Scheitels S (s|f)
1. Moglichkeit: Einsetzen der Koeffizienten a, b und c¢ in die allgemeine
Form der Scheitelkoordinaten.

y=-2x?+ 16x - 29 (3. Beispiel ~ S. 28):

il 16 ey = BE 162 .
5——2‘1——2_{_2}—4,1‘—{,—4‘2——29—4‘{_2}—3,
Scheitel S (4]3).

2. Moglichkeit: Aus der Scheitelform y = a - (x - s)> + t sind die
Scheitelkoordinaten S(s|t) ablesbar. Die Scheitelform erhélt man aus der
Normalform durch quadratische Erginzung.

y=- 2x2 + 16x - 29 Ausklammern von -2
=-2.(x%-8x+14,5)

s 03
=-2.(x2-8x+ [%J - (%J + 14,5) | Quadratische Erganzung
== [(=4)2~1;5] Zusammenfassen

des Binoms

=-2-(x-4)*+3. Ausmultiplizieren
Somit: S (4]3).




3. Moglichkeit: Bestimmung der 1. Scheitelkoordinate s als Nullstelle der
Ableitung f' von f(~ S. 70). Fiir die 2. Scheitelkoordinate ¢ gilt: ¢ = f(s).

y = x%+1,5; (2. Beispiel ~ S. 28):
Fur die Ableitung gilt: y = 2x; y'= 0= s = 0; t = f(0) = 1,5. Scheitel S(0|1,5).

Die Wurzelfunktionen

Quadratische Funktionen sind auf R nicht umkehrbar (.~ S. 18), da sie nicht
eineindeutig sind. Durch Einschrinkung der Definitionsmenge auf Bereiche
mit strenger Monotonie konnen abschnittsweise Umbkehrfunktionen

bestimmt werden (. S. 21).

Umkehrung der Quadratfunktion

Die Quadratfunktion f: x » x? ist fiir die Einschrinkungen (
S.12) auf Dy = [0; o[ bzw. D, = ]- oo; 0] umkehrbar.
fi: x » x%, D; = [0; oo[: Die Umkehrfunktion ist die Wurzelfunktion
gy x—=~xmitD=Rjund W= Rj.
Die Wurzelfunktion ist streng monoton zunehmend, ihr glob ales Minimum
ist am Rand von D, bei x = 0.
f, : x » x% D, = ]- oo; 0]: Die Umkehrfunktion ist hier die Funktion
& x— —~x mit D =R} und W = IRj. Sie ist streng monoton abnehmend,
ihr globales Maximum ist am Rand von D, bei x = 0. Ihr Graph entsteht aus
dem Graphen der Wurzelfunktion durch Spiegelung an der x-Achse.

Die Graphen von f: x <> x2.

gy X Vx,
gt X —Vx



Umkehrungen quadratischer Funktionen

Die allgemeine quadratische Funktion
f: x » ax? + bx + cmita, b, c € R und a = 0 ist fiir die Einschrinkungen auf
die Bereiche D= [_%; oo bzw. D, =]~ oo; _%] umkehrbar (die Bereiche
jeweils ,links bzw. rechts vom Scheitel”). Die Vorschriften fiir die jeweilige
Umkehrung erhilt man aus der Funktionsgleichung y = ax? + bx + ¢ durch

Auflosen nach x und anschlieflendem Variablentausch (-~ S. 21).

Thema:
Form- und Lageanderungen von Funktionsgraphen

1 Addition einer Konstanten zum Funktionsterm
g(x) = flx) + a, a € R\{0}
Der Graph G, der Funktion g entsteht durch Verschiebung des

Graphen G; um |a| in positive y-Richtung (also nach oben) fiir a > 0
und in negative y-Richtung (also nach unten) fiir a < 0.

flx) = x?
g,(x) = X2+ 1,5
g (x) = x? -1
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2 Addition einer Konstanten zum Argument der Funktion
g(x) = flx+ b), b € R\{0}

Der Graph G, der Funktion g entsteht durch Verschiebung des
Graphen G; um |b| in negative x-Richtung (also nach links) fir b > 0
und in positive x-Richtung (also nach rechts) fiir b < 0.

flx) = x?
g(x) =(x+ 1,5)?
£(x) = (x - 1)

Gt [

5% S ) R

G 1 2 3 x

3 Multiplikation des Funktionsterms mit einer Konstanten
g(x) = ¢ fx), ¢ € R\{0}

Der Graph G, der Funktion g entsteht durch eine Streckung oder
Stauchung des Graphen G; in y-Richtung. Dabei bleiben die

Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen, ~ S. 12) erhalten.
Fallunterscheidung:

c¢>1: Streckung parallel zur y-Achse; Streckfaktor ¢
0 < ¢ < Stauchung parallel zur y-Achse; Streckfaktor ¢



1:

— 1 < ¢ Spiegelung an der x-Achse und anschlieffende Stauchung
<0: parallel zur y-Achse; Streckfaktor ||

c=- Spiegelung an der x-Achse: g(x) = -1 - f(x) = —f(x)
1:

c<— Spiegelung an der x-Achse und anschlieflende Streckung
1: parallel zur y-Achse; Streckfaktor ||

flx) = (x - 1)

§1(%) =2 (x - 1)
£(x) = 0,5 (x - 1)?
23(x) = - 0,5(x - 1)?
g4(x) = - (x - 1)?

V9 fix)
G‘Eh
1 \ G'le
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Die Graphen zu y = ¢ - flx) und y = - ¢ - f{x) sind zueinander
symmetrisch beziiglich der x-Achse.

4 Multiplikation des Arguments mit einer Konstanten

g(x) = fid - x), d € R\{0}

Der Graph G, der Funktion g entsteht durch eine Streckung oder
Stauchung des Graphen G; in x-Richtung. Dabei bleibt der
Schnittpunkt mit der y-Achse erhalten. Fallunterscheidung:

d>1: Stauchung parallel zur x-Achse; Streckfaktor —

d
d=1: identische Abbildung



0<d Streckung parallel zur x-Achse; Streckfaktor é
<l

—1 < d Spiegelung an der y-Achse und anschliefSende Streckung
<0:  parallel zur x-Achse; Streckfaktor ‘ IE‘

d=- Spiegelung an der y-Achse: g(x) = (-1 - x) = f(- x)
1:

d < -1: Spiegelung an der y-Achse und anschlief}ende Stauchung
parallel zur x-Achse; Streckfaktor ‘é‘

flx) = (x - 1)
g(x) =(-2x-1)*
2(x) = (0,5x - 1)?

¥ a

| /s,
’1\/
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Die Graphen zu y = fl(d - x) und y = f(- d - x) sind

zueinander symmetrisch beziiglich der y-Achse.

=5y

5 Betrag und Funktionsterm Betrag des Funktionsterms: g(x)

= [fx)|
Der Graph G, der Funktion g entsteht durch eine Spiegelung der unter

der x-Achse liegenden Teile von G; an der x-Achse. Dabei bleiben die

Schnittpunkte mit der x-Achse erhalten.
flx) = x* - 2x - 0,5; g(x) = |x* - 2x - 0,5



Betrag des Arguments: g(x) = f(|x|)
Den Argumenten x und -x wird nun derselbe Funktionswert

zugeordnet, der Graph G, liegt symmetrisch zur y-Achse.

Entstehung des Graphen G, aus dem Graphen G : Die links von der y-
Achse liegenden Teile von G; werden durch die Spiegelbilder (an der y-
Achse) der rechts von der y-Achse liegenden Teile von Gy ersetzt.

Der Schnittpunkt mit der y-Achse bleibt erhalten.

flx)=x*-2x-0,5
g(x) = |x|*> - 2|x| - 0,5

1.5

Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

Eine Funktion f: x » X", n € N, heillt Potenzfunktion. \hr Graph heillt Parabel n-ter
Ordnung. Die maximale Definitionsmenge ist D = R.



fox— & fix— x*
Ya y=x*
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Eigenschaften

Fur gerades n:

Wertemenge W; = R*,

x = 0 ist Nullstelle gerader Ordnung ohne

Vorzeichenwechsel (

Gerade Funktion (

S. 42).

S. 13): Parabeln

gerader Ordnung sind symmetrisch zur y-

Achse.

Monotonie: In ]- «; O] streng monoton

Fiir ungerades n:

Wertemenge W =R

x = 0 ist Nullstelle ungerader Ordnung mit
Vorzeichenwechsel (.~ S. 42).

Ungerade Funktion (- S. 13): Parabeln
ungerader Ordnung sind punktsymmetrisch
zum Ursprung.

Monotonie: In R streng monoton



abnehmend, in [0; oo[ streng monoton zunehmend.
zunehmend.

Globales Minimum bei x = 0. Kein Extremum.

Potenzfunktionen mit ganzzahligen negativen Exponenten

Eine Funktion f: x =» x™, n € N, heilt ebenfalls Potenzfunktion. |hr Graph heifst
Hyperbel n-ter Ordnung. Eine Hyperbel besteht jeweils aus zwei Teilen, den
Hyperbelasten.

Die maximale Definitionsmenge ist D; = R \{0}.

fix—xL fix—x
¥4
5l
41 et
3
|| 2
{—1|1:-/6 1 (1)
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Eigenschaften

Fiir gerades n:
Wertemenge W = R*

Keine Nullstelle.

Gerade Funktion (- S. 13): Eine Hyperbel
gerader Ordnung ist symmetrisch zur y-

Achse.

Monotonie: In |- o; O[ streng monoton
zunehmend, in ]0; oo[ streng monoton

abnehmend.

Fiir ungerades n:

Wertemenge W; = R \{0}

Keine Nullstelle.

Ungerade Funktion (-~ S. 13): Eine Hyperbel
ungerader Ordnung ist punktsymmetrisch
zum Ursprung.

Monotonie: In ]— o; O[ und in ]O; o[ jeweils
streng monoton abnehmend.

FUr die Hyperbeln ist die x-Achse horizontale Asymptote flr x = +o, die y-Achse vertikale

Asymptote fur x = 0 (. S. 45).

Allgemeine Wurzelfunktion

Eine Potenzfunktionf: fix— x% mitn € N und n > 1 heilst wegen X% — 7[x (allgemeine)
Waurzelfunktion. Ihre Definitionsmenge ist Dy = R*, die Wertemenge W; = R*,.

Die Funktion ist in R*, streng monoton zunehmend. An der Nullstelle x = 0

befindet sich auch das globale Minimum.
Die Graphen der Wurzelfunktionen sind Parabeldste und gehen alle durch

die Punkte (0[0) und (1|1).

jl,-" r
! 31
V=i
2 4
1
V=%, 1
(0[0)
l } i
y=xt 1



Umkehrbarkeit der Potenzfunktionen x » x"

Die Potenzfunktionenf: x » x" mit geradem Exponenten n €
N sind nicht eineindeutig in D; = R. Sie sind deshalb nur abschnittsweise in

den Bereichen strenger Monotonie umkehrbar. Fiir die Umkehrung gilt:

Bereich Potenzfunktion f Umkehrfunktion f1 D,
- s0; 0] X — X" x> —x* ==Ux [0: oo
[O;ef X x" x e ot = Y [0; ool
1
[0; o0 fix > xt et = Vx [0; 00
Graph siehe oben.

Analog gilt bei negativen Exponenten fiir f: x » x", n € N:

Bereich Potenzfunktion f Umkehrfunktion f-1 D,
1
: = - 1 ;
- o0; O X =X X =X "=—— 10; oo
x
10; ool -n ] 10; o
Joo X X X=X "= 5= ;o0
X
: : |
105 00 e x> %t flhix—xt=1= 105 oo
Vx

Graph ~ S. 39 (untere Abbildung).

Die Potenzfunktionenf: x » x" mit ungeradem Exponenten n sind
eineindeutig auf Dy = R. Sie sind deshalb in ganz R umkehrbar. Es gilt



fur positive Exponenten:

L
xP=vVx,x=20

flix—

x| = = N]x], x < 0

x_%= E\,:"I?’ x>0
flix—
e = -
Vi

fiur negative Exponenten:

Fy=x°

x<0

y==3/Kk|

Thema:

Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Eigenschaften

Maximale
Definitionsmenge

Wertemenge

Graph

fir 7 > 0

Df = R+O

Wf = R+0
Parabel %—ter

Ordnung

f x — x%, ™ ist ein gekiirzter Bruch (m € 7, n € N).

fir f < 0

D;=R*

Wi = R*
Hyperbel “TI-ter

Ordnung



Nullstelle
Extremstelle

Monotonie

Gemeinsame Punkte

Asymptote

x=0
x = 0 (globales Minimum)

In R*, streng monoton
zunehmend

(©o). (1]1)

keine

keine
keine

In R* streng monoton
abnehmend

(111

x- und y-Achse

Die Funktionen f: y xn und g:x — xm sind zueinander Umkehrfunktionen. lhre
Graphen liegen daher zueinander symmetrisch bezuglich der Geraden y - x
(Winkelhalbierende des I. und Ill. Quadranten).

[ (%, ]
K]

y=x und},zx_

y=x6und},=x'

e

=3 (S

¥ — v >und y=x

y:x_4 und }_l :x_

it

[l Lol

Die Graphen verlaufen jeweils in den nicht schraffierten Bereichen.
Graphen bei positiven Exponenten:

}'lrﬂ

2,5

24
LB

1
0.5

0,5

Graphen bei negativen Exponenten:

1.5 2 25 3

2

X



05 1 1,5 2 25 3 X

Weitergehend lassen sich Potenzfunktionen f. x » x", r € R, definieren.
Deren Funktionswerte ergeben sich z. B. durch Intervallschachtelung
mit Hilfe von Potenzen mit rationalen Exponenten. Es gilt: D= R™ und
We=R".

m, A
% AT A liegt der

Aufgrund der Monotonieregel —-:;’ r <

Graph der Potenzfunktionf: x » x" im L Quadranten zwischen den
Graphen mit ,, = und y= !
Der I. Quadrant wird mit Ausnahme der Geraden x = 1 durch die

Graphenschar der Potenzfunktionen f: x » x', r € R, vollstindig
tiberdeckt.

1.6

Ein Term a, X" + a,_x"" + ... + a;x + dg, n € N, mit reellen Koeffizienten a,, a1, ..., a;,

dg heilst Polynom. Ist a,, # 0, so hat das Polynom den Grad n.
Eine Funktion f: x - f(x), D; = R, mit dem Funktionsterm f(x) = a, X" + X" + ... + a;x +
dy nennt man Polynomfunktion oder ganzrationale Funktion n-ten Grades.

(Grad f=nmita, #0).

Grad f = 0: Die konstante Funktion f: x » g, a € R.
Grad f = 1: Lineare Funktion: f: x » 3x + 4.



Grad f=5: f x = — 2x° + 4x? + 5x.
Eigenschaften von Polynomfunktionen

Symmetrie

Besitzt eine Polynomfunktion f mit D¢ = R nur

geradzahlige Exponenten (hierzu zahlt auch die 0), dann gilt f(=x) = f(x) fur alle x € R. f
ist in diesem Fall eine gerade Funktion, ihr Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
ungeradzahlige Exponenten und kein konstantes Glied a,, dann gilt f(=x) = —f(x) fir alle

x € R. fist in diesem Fall eine ungerade Funktion, ihr Graph ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.

Gerade Funktion: f: x & 2x% — x2 + 1.
Ungerade Funktion: f: x = — 1,5x7 + 4x° - 2x°.

Beschranktheit, Verhalten fiir x »

Ist eine Polynomfunktion f gerade, dann ist sie entweder nach oben oder unten beschrankt
(~ S. 16). Ist die Polynomfunktion f ungerade, dann ist sie nach oben und unten
unbeschrankt.

Das Verhalten von f fiir x » *eco wird allein durch das Glied a,x" mit dem

hoéchsten Exponenten von x bestimmt.

L g v e ] « 1 on
Es ist Illllllmlf{x} = ,Vorzeichen von a_ _Tl{lilmx ]

Die gerade Funktion: f: x +» 2x% — x? + 1 ist nach unten beschrinkt, z. B. ist

Null eine untere Schranke. Es gilt:
lim f(x) = lim_f(x) =+



> w

w3y w 1 9
— 1 2l

Die ungerade Funktion: g: x » — 1,557 + 4x° — 2x° ist unbeschrinkt. Es gilt:
Jim g (x) = +eound

Jim_ g0 =—co

Nullstellen

Eine Polynomfunktion f mit dem Grad f = n > 0 hat hochstens n verschiedene Nullstellen.
Die Polynomfunktion f: x = fix) = a.x" + ... + a;x + ay mit x € R hat bei x, genau dann eine

Nullstelle, wenn das Polynom f(x) durch (x — x) teilbar ist.

Das heif$t, es gibt eine Zerlegung des Polynoms in f(x) = (x — xg) - (bn_1x”'1

mit b,,_; = 0.

+ ...+ bx+bg



Lasst sich der Faktor (x - x,) k-mal (k € N) ausklammern, so heif3t x,, eine
k-fache Nullstelle von f oder Nullstelle k-ter Ordnung.

Anwendung zur Nullstellenbestimmung:

Ist eine Nullstelle von f bekannt, so kann der Term f(x) durch
Polynomdivision (.~ S. 43) im Grad reduziert werden. Dadurch lassen sich
eventuell weitere Nullstellen leichter ermitteln.

Fir f: x < X+ x% - 5x + 3, x € R, ist die Nullstelle xp = 1 bekannt.
Polynomdivision ergibt:
(G +x?-5x+3):(x-1)=x>+2x-3
2 +2x-3=(x-1)-(x+3)
Damit ergibt sich als Zerlegung von f(x) = (x - 1)? - (x + 3). x = 1 ist also
doppelte Nullstelle, x = - 3 einfache Nullstelle von f.

Thema:
Polynomdivision

Bei der Polynomdivision geht man dhnlich vor wie beim schriftlichen
Dividieren von Zahlen. Nach und nach werden Vielfache des Divisors
vom Dividenden subtrahiert. Die Summanden des Quotienten erhalt
man schrittweise durch Division des jeweils noch vorhandenen
svordersten Gliedes des Dividenden durch das erste Glied des
Divisors.

(6x*+ 197 + x2 - 6x) : (3x2 +2x) =2x%* +5x -3
6x* : 3x? = 2x? und damit:

—(6x* + 4x7) (3x2 + 2x) - 2x%2 = 6x% + 443
15x + x2 15x7 : 3x% = 5x und damit:
—(15x> + 10x2) (3x% + 2x) - 5x = 15x° + 10x?
~9x% — 6x ~9x2 : 3x2 = -3 und damit:
[ =Hat e ) (3 +3x)-[-3)=-9% —6x
0

Bleibt bei der Division ein ,,Restpolynom® r(x), so steht im



Restpolynom

Ergebnis noch der Bruch —— :
Divisorpolynom

(@G- 4t 4368 -2+ x- 1) : (2 +1) =38 - 42+ 3+ =2
3x° : x% = 3x* und damit:
= 3" + 3x%) (x2+1)-3x7 =3x° + 343
S L st s ot = AwZ nind: damit:
et — 4x?) (1) [ty = —dxt = 4

3xt+x-1  3x%:x%=3 und damit:
—{3.1‘2 + 3) {xz’-l- ]}-3=3x‘2+3
x-4

In beiden Polynomen (Dividend und Divisor) miissen die
Summanden vor der Division nach ihrem Grad, also nach den
Exponenten von x, in absteigender Reihenfolge geordnet sein.

1.7

Sind u(x) und v(x) Polynome, dann heifst die Funktion

)

fixr— UX) rationale Funktion.
vix)

(Dabei darf v(x) nicht konstant null sein.)

lhre maximale Definitionsmenge ist R mit Ausnahme der Nullstellen des Nennerpolynoms
v(x): Ds = R \{x|v(x) = 0}.

X=3 .o :
i gy D R
foam BEDE=3 2924 35~ 15 D;=R

Ist v(x) eine Konstante, so ist f eine Polynomfunktion. Polynomfunktionen
gehoren also zu den rationalen Funktionen, daher auch die Bezeichnung



ganzrationale Funktion. Ist eine rationale Funktion nicht ganzrational,
heifdt sie gebrochen-rational.

Eigenschaften rationaler Funktionen

Nullstellen
u(x)

fix— prE] hat an der Stelle x, € D genau dann eine Nullstelle, wenn u(x,)

= 0 und v(x,) # 0.

Definitionsliicken
An den Nullstellen des Nennerpolynoms v(x) ist eine gebrochenrationale
Funktion nicht definiert. An einer solchen Definitionsliicke x, besitzt f

entweder eine Polstelle (oder Unendlichkeitsstelle) (-~ S. 46, 61) oder eine
stetig hebbare Definitionsliicke (~ S. 46, 66), wenn _r“_ﬂ}nf (x) =c, ¢ ER.
Ist x, sowohl eine Nullstelle des Nenners v(x) als auch eine Nullstelle des

Zihlers u(x), so kann der Funktionsterm f(x) durch Kiirzen des Faktors (x —
x,) vereinfacht werden. Nach wie vor ist aber x, & Dy.

Polstellen
X ist genau dann eine Polstelle von f, wenn nach dem vollstindigen Kiirzen

gilt: x, ist Nullstelle des Nenners, aber keine Nullstelle des Zahlers. Ist x k-
fache (k € N) Nullstelle des gekiirzten Nenners, so heif3t x, k-fache Polstelle.

Die Funktion f wechselt an Polstellen ungerader Vielfachheit
(k ist ungerade) ihr Vorzeichen, d. h. insbesondere: An Polstellen ungerader
Vielfachheit haben die einseitigen Grenzwerte fiir x > x, verschiedene

Vorzeichen, an Polstellen gerader Vielfachheit gleiche Vorzeichen.

Asymptoten
Vertikale Asymptote: An einer Polstelle x, hat der Graph G; von f die

vertikale Asymptote x = x, ( S. 61).
Fiir x > +oo werden Asymptoten folgendermafien bestimmt:



Horizontale Asymptote: Gilt lim f(x)=c¢, so hat G; die horizontale
Asymptote y = c (/ S. 62).

Erkennungsmerkmal: Ist der Grad des Zahlerpolynoms kleiner
oder gleich dem Grad des Nennerpolynoms, so existiert eine horizontale
Asymptote.

Schrige Asymptote: Divergiert f fiir x » *eoo, so kann f(x) evtl. durch
Polynomdivision (* S. 43) in einen ganzrationalen Teil g(x) und einen
gebrochenrationalen Restteil r(x) zerlegt werden: f(x) = g(x) + r(x).

Fiir die Funktion g: x » g(x) gilt dann: lim [f(x) - g(x)] = 0. Ist g eine lineare
Funktion, dann heif3t die Gerade y = g(x) (schrige) Asymptote von G.

Erkennungsmerkmal: Der Grad des Zéhlerpolynoms von f ist
genau um 1 grofler als der Grad des Nennerpolynoms.

Thema:
Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion

Boxtox+1_ulx)
dx? +16x+ 12 v(x)

Betrachtet wird die Funktion f: x

Bestimmung der Nullstellen von Nenner und Zahler
Nenner: v(x) =4x* + 16x+ 12=0 x=-3 oderx=-1
Damit erhélt man: D= R\{- 3; - 1}.

Zihler: u(x) =x° -2 -x+1=0Q u(x)=(x-12-x+ 1) S x=-1
oder x = 1 (doppelte Nullstelle von u),

x = 1 ist (doppelte) Nullstelle von £, da u(1) = 0 und v(1) # 0.

x = -1 € Dj, also keine Nullstelle von f.

Vereinfachen von f(x)

Da x = -1 gemeinsame Nullstelle des Zahlers und des Nenners ist, kann
der Term (x + 1) gekiirzt werden. Fiir x € R\{- 3; -1} ist

Fiu) = ¥ -xr-x+1_ (x- 1)? (x+1) _(x- 13

% dx? +16x+12 4(x+3)(x+1) 4(x+3)

Verhalten an den Definitionsliicken



Liicke x = -3: (Einfache) Polstelle, da x = - 3 (einfache) Nullstelle des
Nenners, jedoch keine Nullstelle des Zihlers (x — 1)? ist. Verhalten an

der Polstelle:

lim f(x) = —co und lim f(x) = +co

x— -3 x— -3
x< -3 x= -3

Liicke x = - 1: Stetig hebbare Definitionsliicke, da
lim f(x) = lim f(x) = +0,5.

x— -1 r— -1
x<-1 x>-1

Bei x = — 1 hat der Graph G eine Liicke.

Bestimmung der Asymptoten
Vertikale Asymptote x = — 3 (Polstelle)
Die schrage Asymptote erhilt man durch Polynomdivision:

(x—1)%: [4(x+3)]=(x— 2% + 1): (dx + 12):-}»%

Es gilt also fir ﬁf{x}=éx—%+L=g{x}+r(xJ mit

g =gx-Fundr() = 005
: : - : 16 : :

Wegen  lim [f {xj -g(x)]= _'I.'l—l-I!L:lm[ il = Jim s =0 st die
Gerade g: y = Lllx - :11 schrage Asymptote von Gy.
Berechnung weiterer Funktionswerte
Wertetabelle:

X -10 -7 -4 -35 25 -05 4 6

£ -43 -4 - 6,1 0.2 0,3 0,7

6,25 10,1

Zeichnung des Graphen unter Verwendung der bisherigen
Ergebnisse



Genauere Untersuchungen konnen in einer Kurvendiskussion (. S.
84) erfolgen.

1.8

Exponentialfunktionen

Eine Funktion f: x =» @* mit a € R*\{1} heilSt Exponentialfunktion. Die maximale
Definitionsmenge ist D; = R, die Wertemenge ist dann W; = R*.

y:2X,y28X

'I-I'—

|'1 ;
l§ y=

Natiirliche Exponentialfunktion oder e-Funktion f x » &* mit e =
2,7182818... (Eulersche Zahl).



-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 x

Eigenschaften

Nullstellen: Exponentialfunktionen haben keine Nullstelle.

Gemeinsamer Punkt aller Exponentialkurven ist (0|1).

Monotonie: Die Exponentialfunktionen sind in ganz R
fiir 0 < a < 1 streng monoton abnehmend,
fiir a > 1 streng monoton zunehmend.

Es existieren keine Extrema.

Asymptote: Die x-Achse ist Asymptote der Exponentialkurven. Es gilt fiir
0<a<1: lim a*=0undfira>1: lim a*=0,

Uneigentliche Grenzwerte: Es ist fiir 0 < a < 1: lim a* = eo und fiir a >
1: lim a*= co,

Zusammenhang von Graphen: Die Graphen mit den
Funktionsgleichungen y = a* und y = (L ]1 — g sind zueinander
achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

Zusammenhang mit der e-Funktion:

Wegen a* = (el"®)X = eX 1M J35st sich jede Exponentialfunktion x » a* auf die
e-Funktion zuriickfiihren.

Anwendung der Exponentialfunktionen: Wachstumsprozesse (z. B. bei
Bakterienkulturen) oder Abklingprozesse (z. B. beim radioaktiven Zerfall),
bei denen die prozentuale Anderung in gleichen Zeitriumen (zumindest
annihernd) konstant ist, konnen durch Exponentialfunktionen beschrieben
werden. Damit sind Exponentialfunktionen - besonders die e-Funktion -
sehr bedeutsam bei der mathematischen Modellierung von in der Natur
ablaufenden Prozessen.



Logarithmusfunktionen

Eine Funktion f: x = log, x mit a € R*\{1} heit Logarithmusfunktion. Die maximale
Definitionsmenge ist D; = R*, die Wertemenge ist dann W; = R.

y =log,x

y =log;ox

y =log1 x
2

Natiirliche Logarithmusfunktion f: x » log. x = In x mit der Basis e =
2,7182818... (Eulersche Zahl).

Eigenschaften von Logarithmusfunktionen
Nullstelle: x, = 1 fiir alle Logarithmusfunktionen

Gemeinsamer Punkt aller Logarithmuskurven ist (1]0).

Monotonie: Die Logarithmusfunktionen sind in ganz R* fiir 0 < a < 1
streng monoton abnehmend, fiir a > 1 streng monoton zunehmend. Es
existieren keine Extrema.

Asymptote: Die y-Achse ist vertikale Asymptote der Logarithmuskurven.
Es gilt



limlog x=+oco . limlog x= -0
e &a und fira>1: &a .

x=0 x>0
Uneigentliche Grenzwerte: Es ist

fiir 0 < a < 1: lim log x =-cound fiir g >1: lim log x = o,
Zusammenhang von Graphen: Die Graphen mit den
Funktionsgleichungen y = logx und »= 108% X sind zueinander

fir0<ac<l1:

symmetrisch beziiglich der x-Achse.

Zusammenhang mit der In-Funktion: Da log x =1 .lnx

Ina

(Umrechnung bei Basiswechsel) ldsst sich jede Logarithmusfunktion x -
log,x auf die In-Funktion zuriickfiihren.

Zusammenhang zwischen Exponential- und
Logarithmusfunktionen
Exponentialfunktionen f: x » a* und Logarithmusfunktionen g: x » log,x

sind jeweils Umkehrfunktionen (.~ S. 18) zueinander. Die Graphen liegen
symmetrisch zur Geraden y = x.

fl: X — I:-,l)-J

und & x— logy x

fr:rxe efund g,: x - In x.

X

1.9

Sinus- und Kosinusfunktion



Die Funktion sin: x b sin x, x € R, heilst Sinusfunktion, ihr Graph Sinuskurve. Die
Funktion cos: x = cos x, x € R, heilst Kosinusfunktion, ihr Graph Kosinuskurve.

x ist dabei im Bogenmals angegeben.

sin und cos besitzen die maximale Definitionsmenge D = R, die Wertemenge ist dann jeweils
W =1[-1; 1]. sin und cos sind periodisch mit der Periodenlange p = 2n (kleinste Periode).
Jede Zahl k - 2t (k € Z) ist ebenfalls eine Periode.

Graphen

.:I"Ir.i
—:2:-‘ —'r 0 i 'r w B k. 3% '
2 & s 3
y=cosx 214

Weitere Eigenschaften
a) Sinusfunktion:

Nullstellen: x, =k -7, k € 7

Extrema: lokale Maxima bei x; = (2k + 0,5) - 7, lokale Minima bei x; = (2k
-0,5) -ntmitk € 7.

Monotonie: sin ist zwischen den Extrema streng monoton: streng
monoton zunehmend in [(2k - 0,5) - m; (2k + 0,5) - 7], streng monoton
abnehmend in [(2k + 0,5) - 1; (2k + 1,5) - m].

Symmetrie: sin ist eine ungerade Funktion: fiir alle x € R gilt sin (-x) = -
sin x. Die Sinuskurve ist somit punktsymmetrisch zum Ursprung.
Auflerdem ist die Sinuskurve punktsymmetrisch zu allen Schnittpunkten
mit der x-Achse und achsensymmetrisch zu den senkrechten Geraden x =
(k +0,5) - m durch die Extrempunkte.

b) Kosinusfunktion:

Nullstellen: x, = (k+0,5) -,k € Z

Extrema: lokale Maxima bei x; = 2k - 7, lokale Minima bei x;, = (2k - 1) -
nmit k € Z.

Monotonie: cos ist zwischen den Extrema streng monoton:
streng monoton zunehmend in [(2k - 1) - ; 2k - 1],



streng monoton abnehmend in [2k - 7i; (2k + 1) - 7].

Symmetrie: cos ist eine gerade Funktion: Fiir alle x € R gilt cos (-x) =
cos x. Die Kosinuskurve ist somit achsensymmetrisch zur y-Achse. Weiter
ist die Kosinuskurve punktsymmetrisch zu allen Schnittpunkten mit der x-
Achse und achsensymmetrisch zu den senkrechten Geraden x = k - m durch
die Extrempunkte.

Tangensfunktion

Die Funktion tan: x — tan x = %‘z}_’;i heilt Tangensfunktion, ihr Graph Tangenskurve.

Sie besitzt die maximale Definitionsmenge D = R \{x|x = (k + 0,5) - n, kK € Z} mit der
Wertemenge W = R. tan ist periodisch mit der Periodenlange p = n (kleinste Periode). Jede
Zahl k - n (k € Z) ist ebenfalls eine Periode.

Graph

s s s tham’
]

T

—IE _IE _53""_ IE i J_ 5.” .ll

2 3 2 S/ 2

i/fari 2n | [ | fl / 4«»?
| S KNI

| | 5 1
I I

Weitere Eigenschaften
Nullstellen: x, = k-1, k €7

Unendlichkeitsstellen und Asymptoten: Die Definitionsliicken x;, = (k +

lim tan x = +e0
0,5) - n, k € 7, sind Unendlichkeitsstellen mit -« und

X< .'('jc



limtan x = — oo
xr— .'l.'k .

x> .'('k

Die Geraden mit x; = (k + 0,5) - m, k € 7, sind vertikale Asymptoten.
Monotonie: tan ist in den Intervallen
1(k - 0,5) - m; (k + 0,5) - n[, k € 7z, zwischen den Definitionsliicken jeweils
streng monoton zunehmend. tan besitzt keine Extrema.
Symmetrie: tan ist eine ungerade Funktion: tan(-x) = -tan x. Die
Tangenskurve ist somit punktsymmetrisch zum Ursprung, sowie zu allen
Schnittpunkten mit der x-Achse.

1.10

Zahlenfolgen

Eine reellwertige Funktion a: n = a(n), n € N, heilst Zahlenfolge. Es qilt also D = N. Der
Graph einer Folge besteht aus einzelnen Punkten im Koordinatensystem.

Fiir den Funktionsterm a(n) schreibt man meist a,, die Zahlenfolgen selbst
bezeichnet man mit (a,,).

Wird der Term a, so angegeben, dass jedes Glied der Folge direkt berechnet
werden kann, spricht man von einer expliziten Definition der Zahlenfolge.

Folge der natiirlichen Zahlen: 1;2; 3;4;5; ... ;a,=n; n € N

Eine sogenannte alternierende Folge mit von Folgenglied zu Folgenglied
wechselndem Vorzeichen:
-1 %; —%; —i—; —é;,., a = (—=1)"- %; nelN
Zahlenfolgen werden oft auch rekursiv definiert. Dabei wird ausgehend vom
Anfangsglied a, jedes weitere Glied der Folge schrittweise berechnet.

Rekursionsformeln (Es gilt jeweils n € N):
Folge der natiirlichen Zahlen: a; =1,4a,,,=4a, + 1;

Folge der Quadratzahlen: a, =1, a,,,=a, + (2n - 1);



Folge der Fakultiten (~ S. 212): 1; 2; 6; 24; 120; ...
Rekursive Definition: a; = 1;a,, ;=(n+ 1) - ay;
Explizite Definition: a, =n!=1-2-...-n

Folge der Fibonacci-Zahlen: 1; 15 2; 3; 5; 8; 13; ...
ay=4dy= 1;an+2=an+l+an

Fiir Folgen lassen sich dieselben Begrifte wie bei den Funktionen
zur Beschreibung verwenden: Monotonie, Beschranktheit, Periodizitit,
Minimum, Maximum.

Arithmetische Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge, in der die Differenz d = a,,,1 — g, (n € N), zweier aufeinanderfolgender
Glieder immer konstant ist, heist arithmetische Zahlenfolge.

Die Bezeichnung arithmetische Zahlenfolge kommt daher, dass von drei
aufeinanderfolgenden Gliedern a,, a,,; und a,,, das mittlere Glied gleich

dem arithmetischen Mittel der beiden

. . . a +a
aulleren Glieder ist: g = LjL“; n € N.
n

Fiir arithmetische Zahlenfolgen gilt: a, = a, + (n- 1) - d; n € N.

-1;052;355 ...;a,=-1+(m-1)-1,5n €N, also d = 1,5; oder

rekursiv definiert: a; = - 1,a,,; = a, + 1,5.

n+1
1;0,50;-0,5-1;...5a,=1+(n-1)-(-0,5); n € N, also d = - 0,5; oder
rekursiv definiert: a; = 1,4, . ; = a, - 0,5.
Eine arithmetische Zahlenfolge

a,=a;+(n-1)-d,n €N, mit der Differenzd=a,, ;- a,
ist fiir d > 0 streng monoton zunehmend,
ist fir d = 0 konstant und

ist fiir d < 0 streng monoton abnehmend.

Die Punkte P (n|a,), n € N, die den Graphen einer arithmetischen
Zahlenfolge mita, =a; + (n - 1) - d, n € N, bilden, liegen auf der Geraden



mit der Gleichungy=d-x+ (a; - d), x € R.

a,=-1+(n-1)-1,5y=15x+(-1-1,5) =1,5x-2,5
a,=1+(n-1)-(-05)y=-0,5x+(1-(-0,5) =-0,5x+ 1,5

},-u "
3.-
y=15xr—=25
2T ®
1+ ®
1 t ¥ t t L
1/ F 3 ™~4 5 x
_1._ ! ;3
=r0,5x+1,5
_2-- ‘V
_3.-

Geometrische Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge, in der der Quotient g =a, , ¢ : a,, n € N, zweier aufeinanderfolgender
Glieder immer konstant ist, heil$t geometrische Zahlenfolge.

Die Bezeichnung geometrische Zahlenfolge kommt daher, dass von drei
aufeinanderfolgenden Gliedern a,, a,,; und a,., das mittlere Glied,

abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem geometrischen Mittel der beiden
dufleren Glieder ist.
|an+l| SN T gy e IN.

Fiir geometrische Zahlenfolgen gilt: a, = a, - ¢*}; n € N.

0,25; 0,5; 1; 2; 4; 8; ... a, = 0,25 - 20~ L, n € N, also g = 2; oder rekursiv
definiert: a; = 0,25; a,,, = a, - 2.

g quds L Lo gy i YL 1. :
3 -1 3 -5 T’"'a“_ljll__S_.J ; n € N, also q=-73 oder rekursiv
definiert: a; =3,a__ = -3y

Eine geometrische Zahlenfolge mita, = a, - g~ n €N,



ist fiir g > 1 und a; > 0 streng monoton zunehmend,
ist fiir g = 1 konstant und

ist fiir 0 < g < 1 und a, > 0 streng monoton abnehmend und nach unten
beschrankt.

Die Punkte P (n|a,), n € N, die den Graphen einer geometrischen
Zahlenfolge mit a, = a, - ¢" ~ !, n € N, bilden, liegen fiir a; > 0 und g > 0 auf

a
einer Exponentialkurve mit der Gleichung y = ?1 X ER.

a,=0,25-2""1 9 =0,125. 2%

£

y=0,125 - 2¥

| WY T O s I o 1

Reihen

n
Eine endliche Summe a, +a, + ... +a_ = Zak der ersten n Glieder (n € N) einer
k=1
Zahlenfolge (a,,) heilst endliche Reihe mit n Gliedern. Den Summenwert bezeichnet man

mit s,,.

n

Das ,,Summenzeichen® Z a, bedeutet:
k=1

Summiere alle Glieder der Folge () vom Glied mit der Nummer 1 bis zum
Glied mit der Nummer n.



Reihe der ersten fiinf Quadratzahlen:

+4+9+16+25= ) k?mit s5=55.
k=1

Die endliche Summe a+ (@+d)+@+2-d)+... + (@+ (n—1) - d) der ersten n Glieder einer
arithmetischen Zahlenfolge mit dem Anfangsglied a heifst endliche arithmetische Reihe

mit n Gliedern, s,, heilst Wert der endlichen arithmetischen Reihe.

Die arithmetische Reihe
ata+d)+@+2-d)+...+(a+(n-1)-4d)
hat den Wert s_ =;—I- (2-a+(n-1)-4d) =%- (a, +a_).

Reihe der ersten n natiirlichen Zahlen:

a,=1l,a,=n,d= 1:Somit5n=f)_1(1 +”}=w.

Fir = 100: 5,y = o202 D) _ 5050,

Die endliche Summea+a-qg+a- q2 +...+a-q" =1 der ersten n Glieder einer
geometrischen Zahlenfolge mit dem Anfangsglied a heilst endliche geometrische Reihe

mit n Gliedern, s,, heilst Wert der endlichen geometrischen Reihe.

Die geometrische Reihe a + a- g +a-q* + ... + a- g" ~ ! hat den Wert

sn=rz.%%fﬁraio,q:tOundq;t1.

Reihe der Potenzen von 2: a =2, g =2

A=2l_ontl o Firn=7:5,=28-2=254.



Differentialrechnung

2.1
Grenzwert einer Funktion

Grenzwert fur x — x,
Beim Grenzverhalten einer Funktion/fiir x > x, wird die Funktion in einer

Umgebung von x, untersucht, das heifit in einem hinreichend kleinen
offenen Intervall | x, - §; x, + & [, einer sogenannten §-Umgebung von x,,.

Fur 6 > 0 heifSt das offene Intervall Us(x,) = {x||x — x¢| < 6} 5-Umgebung von x, (x und x
sind reelle Zahlen). Us(x) ist dann das offene Intervall Ixq — J; xq + J[ mit der Lange 24.

o
r . ) ,
Xu—r".l XD X0+.r_"| X
24

Wird aus einer Umgebung Us(x,) das Zentrum x, entfernt, so erhilt man
eine punktierte 5-Umgebung Uj;(x)) von x, In Intervallschreibweise:
Uji(xy) = Ixy— 85 x, [Ulxg x, + 6l

Eine Funktion f: x & f(x), x € Dy, hat an der Stelle x, den Grenzwert g genau dann, wenn
gilt:

1. fist in einer punktierten Umgebung U g (x ) von x, definiert. D. h., fist auf beiden Seiten
von X in dieser Umgebung definiert, an der Stelle x, selbst muss f nicht definiert sein.

2. FUr jedes ¢ > 0 lasst sich ein d > 0 so bestimmen, dass fir alle x € D; mit |x — x| < J folgt:

[fx) — gl <e.
D. h., der Betrag der Differenz |f(x) — g| kann immer die Schranke ¢ unterschreiten, wenn
man x nur ,nahe genug” bei x, wahlt.

Schreibweise: x"__”}ﬁﬂ?"} =4 (lies: ,Limes f(x) fir x gegen x,.")



Einseitiger Grenzwert: Wird die Anndherung an die Stelle x, auf eine Seite

von x,, eingeschrankt, so heif3t fiir

E%, der Grenzwert X der Grenzwert
lim f(x) linksseitiger lim f(x) rechtsseitiger
—x x—x;

X .'('D x> .'('D

Grenzwert von f an der Stelle x,,

Die Funktion fhat an der Stelle x, genau dann den Grenzwert g, wenn gilt:

linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert =g

lim  f(x) = lim f(x) =5

X< .'('D X > .'('u

Folgerung: Sind also die beiden einseitigen Grenzwerte verschieden oder
existiert auch nur einer von beiden nicht, so existiert _!L"_}D.f (%) nicht.

flx) = 2%, x € R\{0}. Fiir %, = 0 gilt: lim XX 2= 1

1. fist in R\{0} definiert, also auch in jeder punktierten Umgebung von x, =
0. Fiir x # 0 gijt: x_zxi-’_f =x+ 1

2. Fir jede gegen null konvergierende Folge (x,) in Uj(0), gilt:
rjli_{l}q flx)= ”li_{rclq (x +1)= JJIEIL B ”li_l_lc‘.nq 1=0+1=1

Grenzwert einer Folge

Zahlenfolgen (. S. 53 f.) sind Funktionen mit der Menge der natiirlichen
Zahlen als Definitionsmenge D = N. Damit ldsst sich der Konvergenzbegriff
auf Zahlenfolgen tbertragen: Eine Folge (a,) hei3t konvergent, wenn sie

einen Grenzwert g besitzt. Man sagt: (a,) konvergiert gegen g.

Bedeutung der Definition: Bis auf endlich viele Folgenglieder liegen ab
einer bestimmten Nummer #, alle in einer e- Umgebung einer Zahl g. Die

Zahl n, hingt i. A. von ¢ ab.



Eine monotone und beschrankte Folge hat einen Grenzwert.
... konvergiert gegen 2.

Nullfolgen
Eine Zahlenfolge mit dem Grenzwert 0 nennt man Nullfolge.

fir Nullfolgen: | # |, |:I 2—% J, (e-™).
Es gilt: Hat die Folge (a,) den Grenzwert g, so ist die Folge (a - g) eine
Nullfolge.

Unendliche Reihen als spezielle Zahlenfolgen
Addiert man die Glieder a,, a,, a5, ..., a, einer endlichen Zahlenfolge, so

erhélt man eine endliche Reihe (-~ S. 56 1.)

n
mit n Gliedern: s =a, +a,+a,+... +a_= Eak-

Die Teilsummen s;, s, s3, ..., s, bilden wieder eine Zahlenfolge, die
Teilsummenfolge (s,) der Reihe. Lasst man die Anzahl n der Reihenglieder
unbegrenzt wachsen, so erhdlt man die unendliche Reihea, + a, + a; + ... +
a, + ...

Existiert nun fiir die Teilsummenfolge (s,) fiir n > o« ein Grenzwert s, so
heif3t die zugehorige unendliche Reihe konvergent, sonst divergent.

M o
Schreibweise: s_ = lim s_= lim Zak= Z.ak

H=—= oo ,r;—.-m.l

k=1 k=1

Die unendliche geometrische Reihe ist genau dann konvergent, wenn |g| < 1.
i

. . i 1
Es gilt dann: s = 1— 7

2 _
1-02

Mita, =2und q = 0,2 erhdlt man: s_ = 2,5.

Divergenz einer Funktion bzw. einer Folge
Eine Funktion bzw. eine Folge, die nicht konvergiert, nennt man divergent.



Die Folge (a,) mit a, = (-1)" ist divergent.

Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen
Wachsen bei Anndherung an die Stelle x, die Werte einer Funktion f iiber

alle Grenzen oder fallen sie unbeschrankt, so schreibt man:
\!i_ng f(x) = 400 bzw. JEIE fl(x) = —oo.

Man nennt +e und -eo uneigentliche Grenzwerte der Funktion f an der
Stelle x,,. Die Stelle x, wird Unendlichkeitsstelle (.~ S. 44) von f genannt.

: _ 1 i,
f{-x] - (x+ 2]23-:":'5 [R]".{ 2}'3

hat bei x; = - 2 eine Unendlichkeitsstelle.
lim f(x)= lim f(x)=co.

r— -2 x— -2
xa-2 x>-2
_].-"J.
| 61
|
| 57
|
4
I 34
|
o\
RS
I
} } } } } f .
=5 = =F i = 1 &

Da beide einseitigen Grenzwerte iibereinstimmen, gilt: 1_11511 = + oo,

2 (x +2)°

Die Gerade x = x, an die sich der Graph von f bei der Unendlichkeitsstelle
anndhert, ist (vertikale) Asymptote (.~ S. 46).

Uneigentliche Grenzwerte von Folgen
Ist eine Folge unbeschrankt zunehmend bzw. unbeschrankt abnehmend, so
nennt man sie bestimmt divergent.



unbeschrinkt zunehmend: lim n? = +oo;

H—= oo

unbeschrinkt abnehmend: lim (-#n)* = —co,

Verhalten von Funktionen im Unendlichen

Ist die Definitionsmenge einer Funktion f: x » f(x), x € D nach oben bzw.
nach unten nicht beschréankt, so heifSt die Funktion f konvergent gegen den
Grenzwert g fiir x > oo bzw. x > — oo, wenn gilt:

Fiir jede Folge (x,) mit lim x_=+eo bzw. lim x =-co

konvergiert die Folge der Funktionswerte (f(x,)) gegen g.

Schreibweise: lim f(x) =g bzw. lim f(x) =g

Die Bedingung lasst sich auch so formulieren: Fiir jedes ¢ > 0
lasst sich eine Zahl s bestimmen, sodass fiir alle x € Dy mit x > s (fiir x > o)

bzw. x < s (fiir x » — o) folgt:

[f(x) - g| < e Der Betrag der Differenz |f(x) - g| kann also immer die
Schranke ¢ unterschreiten, wenn man x nur ,grofy genug“ bzw. ,klein
genug” wahlt.

1) =Xt 3, D, =R} Es gilt: lim X439

Y +1 i 2.'(—*“'.x+l
. . o i W R
Furx>013t[f{x}—g—‘x+1 ‘ X+ 1

) 2-E
Also—ﬁf:s@xf—g—

Fiir € = 0,5 ist die Bedingung fiir 5 = E_EE = 3erfiillt.

j.-"n
4.-
3 ] Gf
2-\7\
£=0,5
;:Dj{’*" |
: ' . | : : : : : : : 5
-1 ] 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 X
=5

Die Gerade, an die sich der Graph von f fiir x > e bzw. x > - o unbegrenzt
annihert, ist Asymptote (.~ S. 45) des Graphen.



Grenzwertsatze fiir Funktionen

Regeln fiir den Grenziibergang x — x,

Existieren fur die Funktionen f: x b f(x), x € Dy, und g: x & gix), x € Dg, die Grenzwerte an
der Stelle x,, so gilt:

len;D (fix) + gx) = JLFTQD fx) + JL”JU gx;
lengD (fx) —gx)) = lengD fo) - x“fQD gx);
Jim (Fb0) - g0) = lim fG0 - lim g x);

lim f{x)
|im f&} = x.l_bxnf ]
=i g ) lim glx)

falls ,Li.”} ghx)=0
Regeln fiir den Grenziibergang x — o

Existieren fur die Funktionen f: x »f (x), x € Dy,
und g: x » g(x), x € D, die Grenzwerte fir x — o, so gilt:

Jim (fo) +gb)) = lim fix) + lim g(x);
lim (f(x) - g ) = lim 00— lim g (x);
Jim (Fb) - g b)) = lim f&x) - lim g(x);

fo _ JLJ':XJ .
xh-nlg(x} 300" falls lim g(x) =0

Aus lim ffx}—+mfcllgt lim

ftx

Analoge Regeln gelten fiir x > — oo.
Mit den Grenzwerten fiir f und g existieren somit auch die Grenzwerte fiir

die Funktionen (f+ g), (f- 2), (f- £) und
E :|, falls 1im g (x) = 0 bzw_ fa]]s l_lfil g(x)=0



x2-3x+2 (x-2(x-1) .. x-1
gl—%x +x-6 !rl—l}z{x 2]{x+’%} x—=2x+3

11_1}% (x-1)

= =

T lim(x+3) 5 5

gy 2 = g o
-r.2 6242 .. x[b+?) . b+x_2
et e e
llﬂl[“}+ ]

== oD

"~ lim (6 %)

Grenzwert-Abschatzung durch eine Schrankenfunktion

Gilt fur die Funktionen f: x & f(x) und g: x B g(x) in der gemeinsamen unbeschrankten
Definitionsmenge stets f(x)| < [g(x)| und ist x||_['ll gx)=0 dann gilt auch JmﬂﬂX} =

Sei f: x— f(x) = Smxundé x—g(x) =5 m1th—Dg— [1; oof.
Es g11t|ﬂ |: ‘513}1“: ‘l‘ - |sin x| < _‘ 1 =|g(x)]
Damit folgt aus jl_ﬂclqg( x) = 0auch ,_!EI.}DJF{X _!1_1;[}& x'le[}.

Wichtige Grenzwerte von Funktionen
Ist f eine gebrochenrationale Funktion (. S. 44) mit

ax*"+a x*l4+...+ax+a
flx) =2 n:xd ! % mita,, b, #0,x € Dy

b x+b xml4 . +bx+b
m m-1 1 0

so gilt fiir n=m und n=m und n=m n<m
a a
b—":-ﬂ b—"u:ﬂ
m m
a

Jim fx) = +eo e . 0



Der Grad des Zahler- und des Nennerpolynoms und die Leitkoefhizienten a,
und b, bestimmen den Grenzwert.

- .5
—— = +oco; lim bx >

x—oo Ty _ 2x x—~wBx4+ 8 5 10x
Weitere Grenzwerte:

ﬂ
rll[‘ﬂ = 0mitneN,xeR Bedeutung: Die Exponential-
tunktion ,wiachst stiarker® als
T jede Potenzfunktion.
Jim —— g =0 mit n e N, Bedeutung: Die Logarithmus-
. tunktion ,wiachst schwicher”
xelR . : :
als jede Potenzfunktion.

lim 32X - | mit xe R\{0}

x—0 X
lmtll suiax =a mita e R, xe R\{0}
=
= 3= 4= 5=
lim Va =1 fiira e R*, Bsp.: 3; V3; V3; V3; V3; ...

lim Vi =1, Bsp.: 1; V2; *H "»aﬁl \-'3

. 4 42 4 44, 4%
,!L{I}o%——ﬂfura € R, Bsp: 3,50 3p 4P 57 -

Bedeutung: Die Fakultit n! (~ S. 212) wachst starker als jede Potenz a™.

lim (1+4)" =e=271828 . Bsp: 2 (3)5(3)5 (35 -

2.2
Definitionen

Stetigkeit an einer Stelle

Eine Funktion f ist an einer Stelle x, € D; genau dann stetig, wenn gilt: JL”}G Jo) =fixg).

Andernfalls heifst die Funktion f an der Stelle x, € Ds unstetig.



Damitf an der Stelle stetig ist, miissen also folgende Bedingungen erfiillt
sein:

1. fist an der Stelle x,, definiert.

2. Es existiert der Grenzwert _\!Lﬂ_}nﬂx ).

3. Grenzwert und Funktionswert stimmen {iberein.

fx b flx) = 2x° x € R, ist an der Stelle x, = 1 stetig. Es gilt:
lin} 27 '=2 .= f{1),
Fir Randwerte a und b eines Intervalls [a; b] wird die
einseitige Stetigkeit mittels einseitiger Grenzwerte definiert.

Stetige Fortsetzung

Die Funktion f sei in einer Umgebung von x, definiert, an der Stelle x, selbst jedoch nicht.
Existiert nun eine Funktion f die mit f im Definitionsbereich Ds Ubereinstimmt und an der
Stelle xo auch noch stetig ist, so nennt man f an der Stelle x, stetig fortsetzbar. f heifst

stetige Fortsetzung (-~ S. 12) von f.
Man sagt: f hat bei x; eine stetig hebbare Definitionsllicke.

f: x—f(x) = x? ;’ * ist an der Stelle x, = 0 nicht definiert: 0 & Dy.

Fiir x > 0 existiert jedoch der Grenzwert |im i‘ﬂ_;_x =,
_x—0
Damit lasst sich die stetige Fortsetzung f definieren:

F(x) = [ 222X f(x) e x 2 0

1 furx=10
Stetigkeit in einem Intervall
Eine Funktion f ist im offenen Intervall la; b[ C D; genau dann stetig, wenn sie an jeder

Stelle x € ]a; bl stetig ist.
Eine Funktion f ist im abgeschlossenen Intervall [a; b] C D; genau dann stetig, wenn sie im

offenen Intervall Ja; bl stetig ist und an den Randern jeweils einseitige Stetigkeit vorliegt.

Globale Stetigkeit



Eine Funktion f heif3t stetig genau dann, wenn sie in ihrer ganzen
Definitionsmenge Dy stetig ist.

Stetigkeitssatze

Stetige Funktionen besitzen wichtige Eigenschaften.

Zwischenwertsatz: Ist f eine im abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion, so gibt es
zu jedem Wert y, zwischen f(a) und f(b) mindestens eine Zahl xy € [a; b] mit f(xy) = y,.

Das bedeutet:
1. Die Zahl y, tritt als Funktionswert von f auf.

2. Die horizontale Gerade y = y, schneidet den Graphen G¢.

Ein Sonderfall des Zwischenwertsatzes ist der Nullstellensatz.

Nullstellensatz: Ist f eine im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion, deren
Funktionswerte f(a) und f(b) an den Randern verschiedene Vorzeichen haben, hat fin [a; b]
mindestens eine Nullstelle.

Der Graph G¢schneidet in einem solchen Fall die x-Achse im Intervall [a; b]

mindestens in einem Punkt.

Fiir fmit f(x) = x° - 1 und [a; b] = [0; 3] gilt: fist stetig und f(0) = -1
<0,1(3) =242 > 0.
Also besitzt f mindestens eine Nullstelle in [0; 3].

Beschranktheit

Ist die Funktion f im abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig, dann ist sie in [a; b] auch
beschrankt. (-~ S. 16)

Extremwertsatz



Ist die Funktion f im abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig, hat sie dort auch ein Maximum
und ein Minimum. (.~ S. 17)

In den beiden letzten Sdtzen ist die Abgeschlossenheit des
Intervalls [a; b] unverzichtbar. Z. B. ist die im offenen Intervall ]0; 3[ stetige

Funktion f -"'_',Tlc fur x > 0 nicht beschrankt, weiter besitzt sie weder
Minimum noch Maximum.

Stetigkeit der Grundfunktionen
Die Funktionen f;: x » c mit ¢ € R, f: x b x, f3: x o |x], fi: 0= VX, fo: x & sin

X, f¢: X+ cos x sind in ihren maximalen Definitionsbereichen stetig.

Verkniipfungen stetiger Funktionen
Aus den Regeln fiir Grenzwerte (. S. 63) folgt der Satz:

Sind zwei Funktionen f und g an der Stelle x, stetig, so gilt: Die Summe f + g, die Differenz f
— g, das Produkt f - g und der Quotient é (wenn g (xg) # 0) sind an der Stelle x, ebenfalls
stetig.

Aus der identischen Funktion g: x » x und der konstanten
Funktion f: x » ¢, ¢ € R, lassen sich alle rationalen Funktionen erzeugen. Da
fund g an jeder Stelle x, € R stetig sind, sind auch alle Polynomfunktionen

in ganz R und alle gebrochenrationalen Funktionen an jeder Stelle ihrer
Definitionsmenge stetig. Fiir diese Funktionen/muss die Stetigkeit also nicht
mehr eigens nachgewiesen werden und es gilt fir sie immer



_!L"_}q f(x) = f(x,), x, € Dy, Weiter gilt: Ist fin x, und g in flx,) stetig, so ist
auch ihre Verkettung (. S. 22) g - fin x stetig.
2.3

Differenzierbarkeit an einer Stelle

Ausgangpunkt der Uberlegungen zur Differenzierbarkeit einer Funktion fist
das Steigungsverhalten ihres Graphen Gy

Sekante
ZPif)

foo-for,)

X

Dazu wird die Steigung der Sekante durch einen Punkt Py(xyf(x,)) und
einen weiteren Punkt P(x|f(x)) des Graphen untersucht. f: x > y = f(x) ist
dazu in einer Umgebung Us(x,) (-~ S. 58) von x,, definiert.

Differenzenquotient

Der Term m :M mit x # X, heilSt Differenzenquotient der Funktion f bezlglich
5 X=X 0 9

Xo- Er gibt die Steigung mg der Sekante durch die Punkte P(x|f(x)) und Py(xolf(xy)) des
Graphen Gy an. Flr den Neigungswinkel o der Sekante gilt: tan a = ms.

Besitzen die Steigungen der Sekanten durch den festen P, € G; einen

Grenzwert m, wenn sich der andere Sekantenschnittpunkt P auf dem
Graphen P, annéhert, so heifst die Gerade durch P, mit diesem Grenzwert

m als Steigung die Tangente im Punkt Py an den Graphen Gy.
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Differentialquotient

Eine Funktion f: x b f(x), x € Dy, heildt an der Stelle x, im Innern von Dy differenzierbar

genau dann, wenn der Grenzwert [im Ji}__ﬁtﬂ

x=x, X—X,
Dieser Grenzwert heilst Differentialquotient oder Ableitung der Funktion f an der Stelle
X und wird mit f(xy) bezeichnet (lies: ,f Strich von x,").

des Differenzenquotienten existiert.

G . S(x) - f(x,)
Schreibweisen: f'(x ) = _gl_lﬂnx——xg

, mit x # x;
Setzt man die Differenz x - x, = h(h # 0), so erhdlt man die sogenannte ,,h-

Form"“ der Ableitung:
f(x +h) - f(x)

fo0 = i =

Steigung eines Funktionsgraphen

Ist eine Funktion f an der Stelle x, differenzierbar mit der Ableitung f'(xy), dann ist die
Steigung des Graphen im Punkt Py(xolf(xo)) definiert als f(x). Fiir den Neigungswinkel a der
Tangente in Py gilt: tan a = f(x).

fx x? -1, x € R. fist an der Stelle x, = 2 differenzierbar:
Mit x, = 2, flxy) = 3, flxg + h) = (2 + h)? - 1 erhilt man:



floeg +h) —f(xp) lim (2 +h)?-1]-3
h h— 0 h

filx) = Iljl_l}t}j

— lim # " _jiny (44 1) =4
h—0 h h—0
Berechnung des Neigungswinkels o der Tangente im Punkt Py(2|3). Aus tan

a =4 folgt: a0 = 76°.

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ist die Funktion f an der Stelle x, € Dy differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

1. Mit dem oft einfacheren Nachweis der Differenzierbarkeit zeigt man
automatisch die Stetigkeit einer Funktion in x;,

2. Die Umkehrung des Satzes gilt nicht!

Die Funktion f: x » |x|, x € R, (Graph ~ S. 26) ist an der
Stelle xo = 0 zwar stetig (es gilt: lim |x| = 0 =£(0)), aber nicht differenzierbar.
Der linksseitige und der rechtséeitige Grenzwert des Differenzenquotienten
stimmen nicht tiberein:

lim f(0 +h) - f(0) _ lim f(O +h) - f(0) _
=0 h =-1und = T =+1.

aus dem Satz: Ist eine Funktion an der Stelle x, nicht stetig, so
ist sie dort auch nicht differenzierbar.

Differenzierbarkeit in einem Intervall

Eine Funktion f heilSt im offenen Intervall ]a; b[ differenzierbar, wenn f an jeder Stelle
des Intervalls differenzierbar ist. Eine Funktion f heilSt im abgeschlossenen Intervall [a;b]
differenzierbar, wenn fim offenen Intervall ]a;b[ differenzierbar ist und an den
Intervallgrenzen a bzw. b der rechtsseitige bzw. der linksseitige Differentialquotient von f
existiert.

Ableitungsfunktion einer Funktion



Die Menge derjenigen x-Werte aus der Definitionsmenge D, fir die f
differenzierbar ist, nennt man Differenzierbarkeitsmenge D, der Funktion f.
Es gilt: D, & Dy. Damit wird definiert:

Die Funktion f": x b f(x), die fur alle x aus der Differenzierbarkeitsmenge Dy, definiert ist,
heilSt Ableitungsfunktion (kurz auch ,, Ableitung”) der Funktion f.

fheif3t Stammfunktion (~ S. 99) zu f.

Fiir f: X > x?
f( ] _,_f(x@} x2 o5 .I 3
gilt: f'(x,) = JLH}DW *!LH%:W_ J‘_."} (x +x,) = 2, fir alle x,

€ R.
fist also fiir alle x € R differenzierbar: Dy, = R

Fiir die Ableitungsfunktion f gilt: f': x » 2x, x € R.

Schreibweisen fiir die Ableitungsfunktion:

Leibnizsche F = I8 a5
eibnizsche Form: f/(x == dx"f(x]
(lies: ,d f von x nach d x°).

dy

Ist y = f(x), schreibt man auch f(x) = d_i =y

(lies: ,d y nach d x" bzw. ,;y Strich®).
In der Physik wird die Ableitung nach der Zeit durch einen Punkt

ds bzw. a(t) = v(f) = dv

gekennzeichnet: v (1) = S(f] dr dt’

Ableitungen hoéherer Ordnung

Ist die Ableitungsfunktion f' ebenfalls differenzierbar, so nennt man die
Ableitungsfunktion von f’ die zweite Ableitung von f. Sie wird mit f” (lies: ,,f
zwei Strich®) bezeichnet.
Schreibweisen:

2
[ x—=f"(x), x & D bzw. f"(x) = d T'S) — ;:2 flx)

(lies: ,,d zwei f von x nach d x Quadrat®) und mit




d‘.l
s

y = f(x) auch £(x) :Hx_} =y

(lies: ,,d 2 y nach d x Quadrat® bzw. ,,y 2 Strich®).

Genauso wird die dritte, vierte, ... n-te Ableitung einer Funktion definiert.
Sie wird mit £, f%, £5), ... £ bezeichnet.

f heifdt auch die erste Ableitung von f.

Existiert fur eine Funktion f in einer Teilmenge von Dy ihre n-te Ableitung 17, so heidt f dort
n-mal differenzierbar.

Thema:
Differentiationsregeln

Ableitung einer konstanten Funktion
Ist fix) = ¢, ¢ € R konstant, so gilt: f(x) = 0.
Ableitung bei konstanten Summanden und Faktoren

Ist c € R konstant, dann gilt:
fx) = u(x) + c = flx) = u'(x)
fx)=c-u(x) = flx) =c-u'(x)

fx) = x2 + 5 mit u(x) =x2 c= 5. fi(x) = u(x) = 2x
fx)=3-xLux)=xtc=3.f(x) =c-u'(x) =3 -4x> = 12x°

Ableitung zusammengesetzter Funktionen

Sind die Funktionen # und v in einem gemeinsamen Bereich D
differenzierbar, so gilt dies auch fiir ihre Summe u + v, ihre Differenz u
— v, ihr Produkt u - v und (wenn v(x) # 0) auch fiir ihren Quotienten %

Summenregel:



fx) = u(x) £ v(x) = fi(x) = u'(x) £ v'(x)

Produktregel:
flx) = u(x) - v(x) = fx) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
Quotientenregel:

_uk) ey U0 v —ux) - v'ix)
f0=y5  =TW= TE

Summenregel: Es ist u(x) = x? und v(x) = cos x. Dann gilt: f(x) = x> +
cos x = fi(x) = u'(x) + v'(x) = 2x - sin x.

Produktregel: Es ist u(x) = x> und v(x) = sin x. Dann gilt: fx) = Pt
sin x =

fx) =u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x) = 3x% . sin x + x° - COS X.
Quotientenregel: Es ist u(x) = x> + 1 und v(x) = 2x.

Dann ist fir x # 0 die Funktion f:% mit f(x) =

ulx) x3+1
v(x) 2x

differenzierbar und es gilt:
gy W (x) - v(x) - u(x)-v'(x)
R TS
3 -2x-(X°+1)-2 4x3-2 2:3-1
- (2x)? To4xr T 242

Ableitung verketteter Funktionen (Kettenregel)
Ist die Funktion v: x <> v(x) an der Stelle x, und die Funktion u: z »

u(z) an der Stelle z, = v(x,) differenzierbar, so ist auch die Verkettung
(7~ S.22) f=u o vmit flx) = u(v(x)) an der Stelle x, differenzierbar und
es gilt:

Kettenregel: f'(x) = u'(v(xq)) - v'(xg).

Die Leibnizsche Schreibweise fLi = j_*} : % macht die Regel besonders
X Z dx

deutlich: Zuerst wird die ,,aufere“ Funktion u differenziert und dann
noch die ,,innere” Funktion v ,,nachdifferenziert”.



f(x) = V5x + 3. AufSere Funktion: u(z) = vZ mit z = 5x + 3;
innere Funktion v(x) = 5x + 3.

o i r 1 5
:f =u'(vix))-v(x)=————on+ 5= ———
Somit: | (x) (v(x)) - v'(x) i T Vox 1 3

Ableitung der Umkehrfunktion einer Funktion

f sei eine in einem Intervall definierte, umkehrbare (-~ S. 18) und differenzierbare Funktion
und es gelte f'(xq) # 0.

Dann ist die Umkehrfunktion f!: y = £71(y) an der Stelle y, =f(x,) ebenfalls differenzierbar mit

F) (o) = jﬁ

f x » y = x* ist in R} umkehrbar mit der Umkehrfunktion
fliy—x=4y, yeR}, Fir x # 0 ist auch f(x) # 0. Somit gilt; fiir alle
TR [ IO | SR R

ERG I == "3

Ableitungen der Grundfunktionen



x"neN,n>0 IR Dy n-xt
X" neZ n<o R\{0} D, Xt
xX.reR R* = ]O; oo D; rex

e 1
JX R§= [0; o] bMY 5%
a*, a e RA{1) R Dy a@ - Ina
o 124 Df e

+ 1 —
log, x, be RA{1} R Dy x - Inb
In x |24 Df T1
5in x IR D; COS5 X
COS X 4 Df —sin x

m. 1
tan x [xix:{Ek+1}§.kEE] D; Gty
2.4

Geometrische Bedeutung der 1. Ableitung

Monotonieverhalten

Ist eine Funktion f in einem Intervall [a; b] stetig und zumindest im Innern des Intervalls
differenzierbar, so gilt:

Ist f'(x) > O fir alle x € ]a; b[, soist fin [a; Ist f'(x) < O fUr alle x € ]a; bl, soist fin [q;
bl b]
streng monoton zunehmend. streng monoton abnehmend.

zur Untersuchung des Monotonieverhaltens:
Seif: x » x2, x € R. Vorzeichenuntersuchung von f(x) = 2x:



f(x) >0 fiir x > 0 fist also im f(x) <0 fir x < 0 fist also im
Intervall [0; oo[ streng monoton Intervall |- oo; 0] streng monoton
zunehmend abnehmend

Bedeutung fiir den Graphen und seine Tangenten:
Ist die Steigung m = tan a = f'(x,) der Tangente in jedem Punkt P(x,|f(x,)),

X9 € la; b|
positiv, so steigt der Graph G;in [a; | negativ, so féllt der Graph G¢in [a;

b] streng monoton. b] streng monoton.

jlllr.h

Der Graph G; besitzt an einer Stelle x, genau dann eine

waagrechte Tangente, wenn f'(x) = 0.

Tangente und Normale
Gleichung der Tangente t in einem Punkt P(x|f(x,)) des Graphen G einer

in x,, differenzierbaren Funktion f:



Gleichung der Tangente t: y = fi(xg)(x — xg) + f(xq)

Als Normale n in einem Punkt P(x;|f(x,)) des Graphen G bezeichnet man

diejenige Gerade durch P, die auf der Tangente im Punkt P senkrecht steht.
Fiir die Steigung m_ der Normale gilt:

m_ = N mit f'(x,) # 0.

M~ f(x,)

Gleichung der Normale 1. }' = _flll;( ) (x —Xn] +f¢f.3:|-
0

£ x v x2, P(1,5)2,25) Mit f(x) = 2x gilt: £(1,5) = 3.
Gleichung der Tangente: t: y =3 - (x - 1,5) + 2,25 t: y = 3x - 2,25
Gleichung der Normale:

niy=-x-(x-15)+225

n:y= ——%x + 2,75

Schnittwinkel zweier Graphen
Schneiden sich die Graphen Gy und G; zweier Funktionenf und f, an einer

Stelle x,,, so wird der Schnittwinkel (.~ S. 24) der beiden Graphen definiert
als der nichtstumpfe Winkel ¢, den die beiden Tangenten im Schnittpunkt



einschlief}en. Sind m; und m, die zugehdrigen Tangentensteigungen, so gilt
fir ¢:

m,—m,
’E+m1~m;,_

_ Fol =1 )
1+, xg) - f5'(xg)

tan P =

Spezialfall: Schneiden sich die Graphen senkrecht, so gilt: f;" (x,) - f,' (%) =
m1 . mz = —1

Die Graphen der Funktionen f; : x » x* und f, : x » (x — 2)? schneiden sich
an der Stelle xy = 1. Mit m; =f,": (xy) =2xy =2 und m, =f," (xy) = 2x, - 4 =
— 2 ergibt sich

2-(-2)

- it @ ~ 53°
m‘_Bunddamlt(p 53°.

fan @ = ‘
Die Tangenten im Schnittpunkt (1|1) sind ¢;: y =2x - 1 und t,: y = - 2x + 3.

Extremwerte und Extrempunkte
Notwendige Bedingung fiir Extrema (. S. 17)
f sei eine in einem Intervall differenzierbare Funktion. Hat f an der Stelle x,

im Innern des Intervalls einen lokalen Extremwert, so gilt f'(x,) = 0.

1. Diese Bedingung ist nicht hinreichend.



Fiir f: x & flx) = 2 gilt zwar mit f(x) = 3x? fiir x, = 0: f(0) = 0, die Funktion
hat jedoch an der Stelle x;; = 0 kein lokales Extremum.

}-’ih
2} [ y=¥

:‘:“

=2t g o 2

2. Der Satz gilt nur fiir differenzierbare Funktionen.

Zum Beispiel hat die Betragsfunktion (.~ S. 26) f: x » |x| an der Stelle x, = 0
ein Extremum (Minimum), ist dort aber nicht differenzierbar: f(x) ist fiir x;
= 0 nicht definiert.

Hinreichende Bedingung fiir Extrema
1. Ist f in einer Umgebung einer Stelle x, differenzierbar und gilt f'(x,) = 0

und f wechselt bei x, das Vorzeichen, dann besitztf bei x, ein Extremum

bzw. G;einen Extrempunkt, und zwar

ein lokales Maximum bzw. einen ein lokales Minimum bzw. einen
lokalen Hochpunkt, lokalen Tiefpunkt,

wenn das Vorzeichen an der Stelle x, beim Ubergang von kleineren zu
grofieren x-Werten von



+ nach - wechselt. | - nach + wechselt.

j,-'r.ll. J.-'r.ll.

s

A

- T
A

2. Ist fan einer Stelle x, zweimal differenzierbar und gilt:

f(xy) =0und f" (x,) <0, ’ f(xp) =0 und f"(x,) > 0,
dann hat fan der Stelle x ein

lokales Maximum. ’ lokales Minimum.

Diese Bedingung ist nicht notwendig.

Fiir die Funktion f: x » flx) = x* mit f"(x) = 12x? gilt fiir x, = 0: f(0) = 0,
aber die Funktion fbesitzt dort trotzdem ein lokales Minimum.

¥4
41 s
31
51
11
2-T | f 2 %

Weiter ist zu beachten:

1. Ist f auf einem abgeschlossenen Intervall [a; b] definiert, so konnen aufler
an den Nullstellen von f" in ]a; b[ noch an den beiden Randstellen a und b
Extrema auftreten.



2. Gesondert muss auch bei denjenigen Stellen, an denen f nicht
differenzierbar ist, untersucht werden, ob ein Extremum vorliegt.

Besitzt f an der Stelle x; ein lokales Maximum (Minimum), so ist P(x,|f(x)) ein lokaler
Hochpunkt (Tiefpunkt).

Die Vorgehensweise zur Berechnung von Extrema wird an einem Beispiel
(~ S. 85, Punkt 8) dargestellt.

Geometrische Bedeutung der 2. Ableitung

Krimmung des Graphen

Der Graph Gs heifst in einem Intervall
rechtsgekriimmt oder konvex, linksgekriimmt oder konkav,

wenn die Steigung der Tangente in diesem Intervall

streng monoton abnimmt. streng monoton zunimmt.
j'lr L
~ G
4 >
' rechts-
/ | gekrummt
X




links- G; /
gekrammt /

¥

Die Tangente dreht sich bei einer

Rechtskriitmmung nach rechts, d. h. | Linkskrimmung nach links, d. h.
im Uhrzeigersinn. gegen den Uhrzeigersinn.

Kriterium fur das Kriimmungsverhalten

Ist f in einem Intervall / zweimal differenzierbar und gilt:
f'x) <0 f'x)>0

fur alle x €/, dann ist der Graph Gy im Intervall /

rechtsgekrimmt. linksgekrimmt.
Wendepunkt und Wendestelle

Ein Punkt P(xo|(xo)) des Graphen G; einer Funktion f heilSt Wendepunkt, wenn Gy in P seine
Krdmmung andert.

Die Stelle x, heilst Wendestelle. Die Tangente im Wendepunkt heil$st Wendetangente.
Ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente heilst Terrassenpunkt.



P

. |Wendepunkt!
i, I _
LP(x [ fex o))
(e |
!
X x
_:l"lr“
|
Ny,
v ol
fix,) P(xnmxn}u
, | Terassenpunkt
(re |
! .
X X

=)

Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
Hat der Graph G; einer zweimal differenzierbaren Funktion fan der Stelle x;

einen Wendepunkt, so gilt f"(x,) = 0.

Dass die Bedingung nicht hinreichend ist, zeigt die Funktion
£ x o flx) = x* mit f(x) = 12x%. Fiir x, = 0 ist f"(x) = 0, aber der Graph G (
S. 81) besitzt dort keinen Wendepunkt.

Hinreichende Bedingungen fiir einen Wendepunkt
1. Ist fan der Stelle x,, zweimal differenzierbar mit f"(x,) = 0 und wechselt f”

in x, das Vorzeichen, so hat Ggan der Stelle x, einen Wendepunkt.
2. Ist fin x, dreimal differenzierbar mit f"(x;) = 0 und f""(x,) # 0, so hat G¢
an der Stelle x, einen Wendepunkt.

Die Vorgehensweise zur Berechnung von Wendepunkten wird an einem
Beispiel (-~ S. 86, Punkt 10) dargestellt.

2.5

Die Differentialrechnung ist ein machtiges Instrument bei der Untersuchung
von gegebenen Funktionen oder bei der mathematischen Modellierung von



realen Sachverhalten durch Funktionen. Beispielaufgaben zeigen

die Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion,

das Erstellen einer Polynomfunktion zu vorgegebenen Bedingungen (- S.
87),

das Newton-Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen
(- S. 89),

die mathematische Modellierung eines Extremalproblems (.~ S. 91).

Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Bei der ,,Diskussion® einer Funktion werden elementare Eigenschaften vor
allem des Funktionsgraphen aus der Untersuchung der Terme der Funktion
und der Ableitungen ermittelt.

4x+’3' -4x+2 _, 4.2

fx) = =2+ .
X

1. Definitionsbereich D¢

=2-=+
2 L.

flx) = 2x" —;x +2_ 1:((;] . fist an der Nullstelle x = 0 des Nenners v(x) nicht

definiert: Also gilt: Dy = R\{0}.

2. Symmetrieeigenschaften des Graphen G

Es liegt keine ausgezeichnete Symmetrie vor.

3. Nullstellen von f

Fir x € D;gilt:

fX)=0Lu(x)=02x>-4x+2=0%

2-(x-1)P2=0©x=1.

fhat also bei x = 1 eine doppelte Nullstelle (d. h. ohne Vorzeichenwechsel).
4. Schnittpunkt von G; mit der y-Achse

Da f fiir x = 0 nicht definiert ist, existiert kein Schnittpunkt mit der y-Achse.

5. Verhalten von fam Rand von Dy

. . . . f " R
e 7 _= =)
Es gllt .1‘111'_1:1 i {x] = Illl’__}l ||, &y + 3 I| = L.

Die Gerade g: y = 2 ist horizontale Asymptote von Gy.



{l_l.l}] = {ling Jlx) =4 . Die y-Achse ist vertikale Asymptote.
x=0 x=1
Die Defini

tionsliicke x = 0 ist Unendlichkeitsstelle 2. Ordnung, also ohne
Vorzeichenwechsel.

6. Vorzeichenbereiche von f
Vorzeichentabelle fiir f

X x<0 O<x<1 T<x
Vorzeichen von f(x) +
fist nicht negativ, der Graph G; verlduft also im I. und II. Quadranten.

Y1
1 |
|

T

7. Berechnung von f" und f"":

5 dx-4) - x? - (2x? - 4x +2) - 2x »
.f{x}=( ) (;1 _dx—4,
X x°
4x° - (dx - 4) - 3x2  _ 9
frg =B Wx-4)-3_8x+12 f _p Ry,
x X
8. Extrema von f bzw. Extrempunkte von G¢

1. Nullstellen von f" f(x) =0 4x-4=0 S x =1

2. Entscheidung, ob Extremum vorliegt:
f"(1) =4 > 0, somit hat fbei x = 1 ein lokales Minimum.
Mit f(1) = 0 erhdlt man den Tiefpunkt T(1|0).

9. Monotonie von f bzw. Steigen und Fallen von G¢
Eine Vorzeichenbetrachtung von f ergibt:

x<0 = f(x) > 0= G¢steigt streng monoton,

0 < x <= f'(x) < 0 = Gfallt streng monoton,
1

1<x



= f(x) > 0 = G steigt streng monoton.

10. Wendestellen von fbzw. Wendepunkte von G

1. Nullstelle von f"(x) =0 <= -8x+ 12=0= x=1,5
2. Entscheidung, ob Wendepunkt vorliegt:

Da f" bei x = 1,5 das Vorzeichen wechselt, liegt bei

x = 1,5 ein Wendepunkt vor.

Mit £(1,5) = % =~ (0,22 : Wendepunkt Wfl l,5|§':|.

11. Kriimmungsverhalten von G;

Vorzeichenuntersuchung von f"(x) = % ergibt:

x<0 = f"(x) > 0= Gist linksgekriimmit,

0 < x <= f"(x) > 0 = Gyist linksgekriimmt,
1,5

1,5 <x = f"(x) < 0 = Ggist rechtsgekrimmt.

12. Wertemenge W;

Aufgrund des lokalen Minimums, des Verhaltens von f fiir x > teo und x > 0
sowie der Stetigkeit von f gilt:
We=Rj = [0;00[..

13. Zeichnung des Graphen

y=2

M

']._

T T

Polynomfunktionen zu vorgegebenen Bedingungen




Anzahl der Bedingungen und Grad der Polynomfunktion

Sind iber den Verlauf einer Polynomfunktion eine Anzahl von
Bedingungen z. B. iiber Nullstellen, Extremalstellen, Wendestellen
vorgegeben, so ldsst sich damit ein Satz von Gleichungen aufstellen, aus
denen der Term der Polynomfunktion ermittelt werden kann.

Es gilt dabei: Zur Bestimmung der n + 1 Koeffizienten des Terms einer
Polynomfunktion #n-ten Grades (- S. 40)

n-1

fix)=ax"+a, x + ...+ a;x + ay sind n + 1 Bedingungen nétig.

Dabei sind folgende , Ubersetzungsregeln” hilfreich:

Der Punkt P(a|b) liegt auf G; < fla)=b.

Die Steigung bei x = g hat den Wert m < flla)=m.

Bei x = a liegt ein Extremum vor = f'(a) = 0.

Bei x = g ist eine Wendestelle = f"(a) = 0.

Bei x = a ist ein Terrassenpunkt = fla)=0 " f"(a)=0

1. Setze den Funktionsterm mit variablen Koefhizienten an.
Als Koefhizientenvariablen verwendet man dabei aus Griinden der
Vereinfachung a, b, ¢, ... anstellevon a,, a, 1, a, 5, ...
Berechne die Ableitungen.
2. Ubersetze die gegebenen Bedingungen in Gleichungen
3. Lose das entstandene Gleichungssystem (. S. 114 £.).
4. Uberpriife, ob auch alle nicht dquivalent iibersetzten Bedingungen
(Extrema, Wendepunkte) erfiillt sind.
Bestimme den Term f(x) einer Polynomfunktion

3. Grades, fiir die gilt:

Die Funktion hat bei x = 2 eine Nullstelle.

Bei x = - 2 liegt ein Extremum vor.

Der Graph G;hat den Wendepunkt W(0|- 4).

1. Ansatz

f(x) = ax® + bx? + cx + d hat den Grad 3. Weiter gilt dann: f(x) = 3ax? + 2bx
+ cund f"(x) = 6ax + 2b.



2. Aufstellen der Gleichungen
Nullstelle bei 2: ()f (2) =0« 8a+4b+2c+d

Extremum bei-2: (2) f'(-2)= O0<12a-4b+ ¢
Wendestelle bei 0:  (3) f"(0) = 0« 2b =
Wendepunkt (0|-4):(4) f (0) =-4« =

= O O O

3. Losen des Gleichungssystems
Aus (3) folgt b= 0 und (4) zeigtd = - 4.

Werden b = 0 und d = - 4 in den Gleichungen (1) und (2) eingesetzt, erhélt

man das einfachere Gleichungssystem

(1*)8a+2c-4=0
(29 12a+c¢=0

Aus (2%) erhdlt man ¢ = — 124, eingesetzt in (1*) ergibt: (1**) 8a + 2 - (- 12a)

-4=0< -16a=4< a=-0,25. Daraus folgt c = 3.
4. Uberpriifung des Ergebnisses
fix & - 0,25x° + 3x - 4

Fiir fliegt bei x = - 2 ein Minimum vor.
G¢hat den Wendepunkt (0|- 4). Und so sieht der Graph Gy aus:

¥ (0]-4)




Newton-Verfahren — naherungsweise Berechnung von Nullstellen

Die Bestimmung von Nullstellen wird hdufig dann kompliziert, wenn
nichtlineare Gleichungen zu l6sen sind. Bei differenzierbaren (also auch
stetigen) Funktionen liefert das sogenannte Newton-Verfahren in den
meisten Féllen schnell einen Néherungswert fiir die gesuchte Nullstelle.

Die Grundidee bei dieser Methode ist es, die gegebene Funktion in einem
Intervall [a; b], in dem sicher eine Nullstelle liegt, durch ihre Tangente in
einem ,,Startpunkt® P;(x;|f(x;)) (mit a < x; < b) anzunédhern.

J.-"JL

Tangente

Die Nullstelle x, dieser Tangente wird nun als Naherung fiir die Nullstelle
der Funktion angesehen. Der Punkt P,(x,|f(x,)) dient als Ausgangspunkt fiir

den nachsten Iterationsschritt. Das Verfahren wird so lange wiederholt, bis
die Naherungslosungen sich weniger als eine vorgegebene Genauigkeit
unterscheiden.
Fiir die Steigungen m = f'(x,) der n-ten Tangenten im Punkt

o i o flx,)
PJ'I. (xl'.l.l-r {xJI}JI gllt:nf {xl]} = X =X

n n+l

Daraus erhilt man als nachste Naherung der gesuchten Nullstelle:



xn+l =xn & r‘-’(_;] ’f {'xnjII =
Diese Folge der Niherungswerte konvergiert immer dann gegen die
Nullstelle, wenn der Startwert x; geniigend dicht an der gesuchten Nullstelle

liegt.

Berechnung einer Nullstelle von f. x + 0,1x° — x + 2 auf sechs Dezimalen
genau.

Erste Abschiatzungen ergeben, dass eine Nullstelle im Intervall [- 2,5; - 2]
liegen muss.

Ableitung: f(x) = 0,5x* - 1

Wahl des Startwertes x; = - 2

Die Berechnung der Folge der Iterationswerte x,, erfolgt mit

Ftx) 0,1x > -x +2
x 1=I _T R n - n
n+ n 4 n =
fix) 0,5x * - 1
n X
N -2
2 -2,114285714
3 -2,101981329

4 —2,101 818 946

5 —-2,101 818 918

Beim 5. Iterationsschritt ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht: Die
Nullstelle ist x = — 2,101 819.



Extremwertaufgaben

Bei Extremwertaufgaben werden mithilfe der Differentialrechnung
Optimierungsprobleme bearbeitet: Fiir eine Grof3e wird der optimale Wert
gesucht, dies kann je nach Fragestellung der kleinste oder der grofite Wert
sein.

1. Formuliere die Aufgabenstellung ,mathematisch® Ubersetze dazu
alltagssprachliche Begriffe in mathematische Fachtermini. Lege, wenn
moglich, eine beschriftete Skizze an und stelle alle gegebenen Grofien und
die angegebenen Bedingungen, die sogenannten Nebenbedingungen,
zusammen.

2. Bestimme fiir die zu optimierende Grofle eine Funktionsgleichung in
Abhidngigkeit von den anderen Variablen. Reduziere die Anzahl der
Variablen durch Beachtung der Nebenbedingungen.

3. Lege aus den Angaben die Definitionsmenge D fest.

4. Bestimme die lokalen Extrema.



5. Bestimme das globale Extremum. Beriicksichtige dabei die Werte an den
Réandern von D.

Aus einem Stiick Pappe (60 cm x 70 cm) soll eine offene Schachtel
hergestellt werden, deren Linge und Breite gleich ist. Das Volumen der
Schachtel soll maximal sein.

1. Mathematisierung der Aufgabe

Voriiberlegungen: Die Schachtel soll einen quadratischen Boden haben.
Daher kann von dem Stiick Pappe nur ein quadratisches Stiick mit der
Seitenldnge 60 cm verwendet werden. Ausgangspunkt ist also ein Quadrat
mit Seitenlinge a = 60 (cm). Das entstehende Schachtelvolumen V soll
maximal werden. Gesucht: Lange x eines zu entfernenden Quadrats in cm.

F

&
3

2. Funktionsgleichung

Die Schachtel hat nach dem Entfernen der Eckquadrate und dem
Zusammenfalten die Hohe x und eine quadratische Grundfliche mit der
Seitenldnge a — 2x. Damit ergibt sich die Funktionsgleichung fiir V mit a als
Parameter:

V(x) = (a - 2x)? - x = (a® — 4ax + 4x?) - x = 4x> — 4ax® + a?x.

3. Definitionsbereich
x kann alle Werte zwischen 0 (cm) und 30 (cm) annehmen, also gilt D = ]0;
30][.

4. Bestimmung der lokalen Extrema

Aus V(x) = (a - 2x)? - x = 4x° - 4ax® + a*«x folgt:
V'(x) =12x% - 8ax + a®? und V"(x) = 24x - 8a.
Notwendige Bedingung fiir Extrema: V'(x) = 0.
V(x) =0 12x% - 8ax + a% = 0.



Mit der Losungsformel fiir die quadratische Gleichung ergibt

sich:, _8a+V64a2-4-12-a> _8atda,
S > 12 74 bzw
a

- oder X, =

x1=ﬁ

(S TE

X, = ;—I = 30 liegt jedoch nicht mehr im Definitionsbereich

D =05 30[.

Wegen V" f%] =24 % -8a =-4a <0 liegt bei x, =% ein lokales Maximum
von V vor: Mit a = 60 ist x; = 10. Fiir das Volumen ergibt sich: V(10) = 16
000.

5. Bestimmung des globalen Maximums

Am Rand von D gilt: lim V(x) = lim V(x) =0,

Da V(x) in D = ]0; 30[ differenzierbar ist, gibt es in D aufler bei x = 10 (cm)
kein weiteres Maximum.

Fiur x = 10 cm ist das Volumen der offenen Schachtel maximal, namlich
16000 cm? = 16 dm>.



Integralrechnung

3.1

Flachenberechnung mit Obersumme und Untersumme

¥y G

a b X

Die Flichenmafizahl A" der Fliche zwischen dem Graphen Gy einer

Funktion f und der x-Achse iiber einem Intervall [a; b] soll bestimmt
werden. Die Funktion f sei in dem Intervall [a; b] zundchst stetig, nicht
negativ und monoton zunehmend.

Die Flache zwischen dem Graphen G; und der x-Achse tiber dem Intervall

[a; b] kann durch Rechtecksflichen approximiert werden. Dazu werden
dieser Flache n Rechtecke gleicher Breite (b — a) : n ein- bzw. umbeschrieben
(s. Abb. unten).

Die Summe der FlachenmalSzahlen der n einbeschriebener1_|3echtecke heilst Untersumme
i, die der n umbeschriebenen Rechtecke Obersumme An .

Durch eine fortgesetzte Verkleinerung der Rechtecksbreiten (z. B.
Halbierung) erhélt man immer bessere Naherungswerte.
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Fiir alle m, n € N mit m > n lasst sich zeigen:

1LA < A= E, d. h,, die Flichenmaf3zahl AP ist eine obere Grenze fiir die
Folge der Untersummen und eine untere Grenze fiir die Folge der
Obersummen.

2. A, <A, d h, die Folge der Untersummen ist monoton zunehmend. Da
sie in AP auch eine obere Grenze besitzt, hat sie einen Grenzwert
A=limA <A

H3oo 00
3.A_ = A_, dh, die Folge der Obersummen ist monoton abnehmend. Da
sie in AP auch eine untere Grenze besitzt, hat sie einen Grenzwert
A=lim A_2 A}

H—* oo

4. lim (A_- ﬂ| = lim {[f{b} - f(a)] - b-a ] =0, d.h., die Differenzenfolge

H3o b H
der Ober- und Untersummen ist eine Nullfolge.
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Die Intervalle [A ,d’-'l_] bilden eine Intervallschachtelung fur die Flachenmal3zahl Ag. Es gilt:
AS=lim A = jim A

r]—-m_ N— oo

Man berechnet Ab mit den Summengrenzwertformeln:

= lim Ef(aﬂ bnﬁ'] b= —4 bzw.

I".I—"'DD.

As=m2f(a+f-*’;“)f*’;“-
i=1

fx+0,2x° + 1,5, x € R und [a; b] = [0; 2].
Wir berechnen zunéchst allgemein fiir das Intervall [0; b] die Untersumme
A_ und dann den Grenzwert A = Af:

J,-‘Jh
_4__
15 y=0,2x*+1,5
2--/
~ B Aﬁ
0 . :
0 2 ¥



Pn 7T L 7 n " 7
n—11=D 3 n-1 =0
=3 [og(e-2)] -E5 ¥ 158
8 n-1 =0
. n-1)2.n? 4
=02-3, P (L) 15 bo0 2D (BY 5y
bt (n-1)*.n? o, 11
=027 o+ 15 b=02-7(1-5) +15-b.
4 2
AE=A_=J![{1c£ﬂ=r!i_lrilﬂ,2-%-(1—%\] +1,5-b]
b‘d . 112 [ b4
=02-& . lim [(1-3)]+15-b=02-%Z +15-b.
4
Fiir b = 2 folgt: A2=0,2- 2+ 1,5-2 = 3,8,

4

Ist die Funktion fim Intervall [a; b] negativ statt positiv (G, liegt unter der x-

Achse), so erhilt man mit der Summengrenzwertformel das Negative der
Flachenmaf3zahl:

jllrJL
1+ a b
'|\’I 2 3 4 65
b X
-1+ Al
_2--
_3__

: 4 : Bl b -
lim Zj[aJrf- j”a)- 8= AL

Weiter existieren die Grenzwerte der Unter- und Obersummen und
stimmen auch dann {iberein, wenn fiir die Funktion f nur die Stetigkeit im
Intervall [a; b] vorausgesetzt wird.

Wechselt die Funktion f im Intervall [a; b] das Vorzeichen, so gibt der
Summengrenzwert nunmehr eine Bilanz der Flichenmaf3zahlen an.



n-1

: : b=@| B=a _ gc¢ adi Ab
lim Zﬁf \a+i-=——=]- =AJ- AL+ A - Al
1=

M

H—+oo

F

2__

Definition und Eigenschaften

Es sei f eine in einem Intervall [a;b] definierte Funktion, flr die die Grenzwerte der Unter-
und Obersummen existieren und Ubereinstimmen. Dann heilSt

= n-1
[ roodx= fim 3, flarib=alibza

==

n
= lim Y f(aﬂ‘ %] 2=
i=1

das bestimmte Integral der Funktion f im Intervall [a; b]. (Sprechweise: , Integral von a bis
b Uber f von x dx") Die Funktion f heilst dann Integrandenfunktion und [a; b]
Integrationsbereich. f heilst im Intervall [a; b] integrierbar.

Eine in einem Intervall [a; b] definierte Funktion f ist integrierbar, wenn fim Intervall [a; b]
stetig oder monoton ist.

Eigenschaften des bestimmten Integrals
Es seien f und g in einem Intervall [g;b] definierte Funktionen, die im Intervall [g; b]
integrierbar sind, ¢ € [a; b], kK € R.

1. Umkehrung der Integrationsrichtung

a n—1 b
Jf{x]ldx:Jm%f(b+£-9%t—))-£;,—9=—1ﬂx}dx
b i=



4. Add|t|V|tatse|genschaft

jfx}dx Jﬂx d;x+jf{x dx

5. Linearitatseigenschaft
b b b

JiF o0 + goon de = [ 00 dx + [ gx) dx

a

6. Monotonieeigenschaft

b b
Ist fix) < g(x) fur alle x € [a; b], so gilt: If{X} iy = J' g (x) dx

7. Ist m < f(x) < M flr alle x € [a; b], so gilt:
b

m-(b-a)<[f)dx<M - (b-a).

Eine algebraische Summe stetiger Funktionen kann gliedweise integriert werden.

0 0
| (2x-05)*dx = [ (4x2 - 2x +0,25) dx

%

0 0 0
=4 [x2dx-2- [xdx+025- [1dx=3255
_6 _& af

3.2

Definitionen, Beispiele, Satze

Ist die Funktion f im Intervall / integrierbar, so heifst eine in /
F
definierte Funktion F: x+~—F (x) = J flt) dt mit a € I eine

a
Integralfunktion von fin |. f heilSt Integrandenfunktion.

Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle, namlich die untere Integrationsgrenze.



Sind die Funktionen f und F in einem gemeinsamen Bereich D definiert und ist Fin D

differenzierbar, so heif3t die Funktion F Stammfunktion zu f in D, wenn F'(x) = f(x) fur alle x
€ D qilt.

flx) =2x + 4, x € R, ist integrierbar in R.
Fy: x— F,(x Jj r}dr—j{’:’r+4}df—x + 4x
9 9
Fx—F,(x) = [f(t)dt = [(2t + 4) dt = x> + 4x - 12

Die Integralfunktionen F, und F, sind auch Stammfunktionen zu f. Die

Funktion F mit F(x) = (x + 2)? + 2, x € R, ist eine Stammfunktion zu f
jedoch keine Integralfunktion (keine Nullstelle).

Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f ist eine Stammfunktion zu f. Die Differenz
zweier Stammfunktionen einer Funktion f ist auf jedem Intervall des gemeinsamen
Definitionsbereichs eine konstante Funktion.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Jede Integralfunktion einer stetigen Integrandenfunktion ist differenzierbar, ihre Ableitung ist
gleich der Integrandenfunktion.

f stetigin/und a =/ und F{x}:j floydt, xel|=

F'(x) =f(x) fir alle x 1.
(Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

F(x)= [(2t+4)dt, xe R= F'(x) = 2x +4
?

F(x) = J - sin(t - ) df, xe IR = F'(x) =2 - sin(x - 7)

]



Jede Integralfunktion einer stetigen Integrandenfunktion ist also eine
Stammfunktion der Integrandenfunktion.
Hiermit erhalt man eine Berechnungsformel fiir Integrale:

Das bestimmte Integral einer im Intervall / stetigen Funktion f zwischen der unteren Grenze a
und der oberen Grenze b ist gleich der Differenz F(b) — F(a) der Funktionswerte einer
beliebigen Stammfunktion F zu f.

b

I flx) dx = F(b) — F(a) = [F(x)]2 (Integrationsformel)

mxdx—[ cos x]j=-cos - (-cos 0) =2

1 x-2H1] 1 1 1
) ‘l g ‘l‘f]f‘ﬁ‘ril i

9
Das unbestimmte Integral

Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f heil$t unbestimmtes Integral von f.
Man schreibt kurz:

| fx) dx = F(x) + C, wobei C eine Konstante ist.

(Dies ist keine Gleichung im algebraischen Sinn! Mit ihr wird zum
Ausdruck gebracht, dass aufjedem Intervall I des
Differenzierbarkeitsbereiches von F gilt: (F(x) + C)' = f(x).)

Grundintegrale:
+1
.[x"dx—xi F+CneR ne-1
[ % dx=Inx|+C

[Inxdx==x+x-Inx+C

[sinx dx=—cos x +C

Jcosx dx =sin x + C

[eXdx=e*+C

Iaxd:r:l'i+£',a}[},a:t1
na

Weitere haufig bendtigte Integrale:



j——dx In [f(x)] + C

Ismzxdx_ (X —sinx - cosx)+C

1

Icmzxdx:z (X +sinx - cos x) + C
[tan x dx = —In |cos x| + C

3.3

Integration durch Substitution

Durch ,,Umkehrung® der Kettenregel der Differentialrechnung (.~ S. 75)
kann man ,kompliziertere” Funktionen integrieren.

F(x) = sin(1 + x°), x € R. Nach der Kettenregel gilt: F'(x) = cos (1 +
x%) - 3x% = f(x), x €E R.
Damit folgt: [cos (1 + x%) - 3x? dx = sin(1 + x°) + C.
Die Funktion F des Beispiels ldsst sich als Verkettung zweier Funktionen
darstellen (x » t = 1 + x> und
t e sin t = sin(1 + x°) = F(x)) und ist Stammfunktion der ,komplizierteren“
Funktion f mit f(x) = cos (1 + x°) - 3x2,
Verallgemeinerung:
Ist x » g(x) = t (Substitution) und ¢ » F(t) = F(g(x)) und f(t) = F'(¢) =
[F(gx))]' = F(g(x)) - g(x) = fig(x)) - g(x), so gilt
Ifig(x)) - ¢'(x)dx = [f(¢) dt = F(x) + C, mit t = g(x).

Es geniigt dann, eine Stammfunktion von fzu bestimmen.

Bei der Berechnung bestimmter Integrale mit dieser Methode kann man
nach der Anwendung der Formel entweder die Substitution riickgiangig
machen und die gegebenen Integrationsgrenzen verwenden oder die
Substitution beibehalten und die gegebenen Integrationsgrenzen
umrechnen.

1

Jcc-s(l +x3) - 3xd dx

B
1. Weg: Jcos{l+x] 3x? dx = [sin (1 + x%)] }

(Die Stammfunktlon ist bekannt, siehe oben.)



=sin (1+1%) -sin (1 + (- 1)’) =sin2 - sin 0 =sin 2 = 0,91
1 1+1

2. Weg: Jcos{l +x3) - 3xtdx = J cos t df = [sin ]2
o 1+ (-1)

=sin2 -sin 0 =sin 2 = 0,91

1. Fassung der Substitutionsregel:
Lasst sich eine Integrandenfunktion als Verkettung zweier Funktionen in der Form f(g(x)) - g’

(x) darstellen, wobei g eine in dem Intervall [a; b] stetig differenzierbare Funktion und f eine
im Bereich g([a; b]) stetige Funktion ist, so gilt:

b gib)
[£gbo) - g 00 dx = [ F(yat, mit t = g ().
- gla)

Praktisches Vorgehen:

1. Suche einen geeigneten Substitutionsterm g(x), dass g'(x) (ggf. bis auf
einen konstanten Faktor) im Integranden als Faktor vorkommt.

2. Substituiere g(x) durch ¢t und g(x) dx durch dt und die
Integrationsgrenzen a und b durch g(a) und g(b).

3. Berechne das neue Integral.

b b
J*.-'bz -x*.xdx= J'..\@; —iochia IZ—%—] o2y dx
] 0

(Durch die Umformung erhdlt man die Ableitung des Radikanden als
Faktor. Substitution: ¢ = b - x? = g(x).)

B bi-b?
=|'\—%J {H'b g [ D) dx=[—%—_J-J Vi di
b-0?
_|' 1)\ fD'5+l ] B l.|lﬂ1,5 (E'}z}l-‘l_lb?)
BRI S ¥ P A D WA =3




e @ Ine 571

J——= ax=2=-tax=[ Ldr=|5z

L x-Vln x eI a1 VE 2 |
=241 - 2 +/0 = 2 (Substitution: t = In x = g(x).)

Bisher wurden die Integranden in der Form f(g(x)) - g'(x) dargestellt und
nach der Substitution t = g(x) war die Funktion f zu integrieren. Dieser Weg
lasst sich auch umkehren:

Jf(x) dx = [f(g(t)) - g(t) dt, mit x = g(¢).

(Um die Integralformel in der gewohnten Form zu erhalten, wurden die
Integrationsvariablen x und ¢ vertauscht.)

B R P o, G
J{g_x]_ad-"hﬂx} 2-x)
Substitution: t=2 - x=g () = x=2 -t =g(t)

g'(t) = % “1dx=g(H)dt=(-1) dt

e

—t2-t14C=(2-x)2-2-x)1+C

= [ 22+t dt

Bei der Berechnung bestimmter Integrale mit dieser Methode kann man
nach der Anwendung der Formel entweder die Substitution riickgingig
machen und die gegebenen Integrationsgrenzen verwenden oder die
Substitution beibehalten und die gegebenen Integrationsgrenzen
umrechnen.

X dx=[Q2-22-(2-x)=-125

(Die Stammfunktion ist bekannt. Siehe oben)



2-4

4
2W . o = H — =
eg {{z_xjjdx zL 5 (1) de
3

[ 23+ dt=[t2- 3=

2. Fassung der Substitutionsregel:

Ist die Funktion f in dem Intervall [a; b] stetig und existiert auf [a; b] die Umkehrfunktion g~
zur Funktion g, die im Bereich g~ ([a; b)) stetig differenzierbar ist, so gilt:

g'ib)

b
J- () dx = ff(gt}} g’ (t) dt mit x = g (1).

g 'a)

Praktisches Vorgehen:

1. Suche einen geeigneten Substitutionsterm t = g71(x) oder x = g(t), lose
nach der anderen Variablen auf und bestimme g(¢).

2. Substituiere x durch g(#) und dx durch g(¢) dt und die Integrationsgrenzen
aund b durch g"'(a) und g1(b).

3. Berechne das neue Integral.

0,75 yI- D"" 0,5

j (-2 dt=-2[(1-1)d
1"' 1

o —

(Substitution: t =1 - x =g }(x)=> x =1 - 2 = g(f) und dx = - 2t dt.)

= t3 D\S_ II = 0,57} 1Y _ 5
—‘2'[“‘?]1 =-2-1|05-=5) =5
el-1
Je Ve-Tde=| (t+1)-VE- g dt
-1

(Substitution: t=e* -1 =g }(x) > eX=t+1,



—— s e
=x=In(t+1)=g(t) und dx = = dt.)

Partielle Integration

Durch ,,Umkehrung” der Produktregel der Differentialrechnung ( S. 74)
kann man , kompliziertere” Funktionen integrieren. Sind die Funktionen u
und v im Intervall [a; b] differenzierbar, so ist auch die Funktion f=u - v in
[a; b] differenzierbar, und es gilt nach der Produktregel fiir alle x € [a; b]:

f (x) = [u(x) - v(x)]" = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x).

b
If{x dax = Ia v(x) dx+Ju(x ) v'(x) d.x:>

[F(x)15 = [u(x) - III (x) - v(x) dx + Ju (x) - v'(x) dx

Partielle Integration:

Lasst sich eine Integrandenfunktion als Produkt zweier Funktionen u und v’ darstellen, wobei
u eine in dem Intervall [g; b] stetig differenzierbare Funktion und v’ eine in [a; b] stetige
Funktlon ist, so gilt:

Iutx v () dx = [u () - v ()8 Jutx v{x) dx

wobel v eine Stammfunktion von v’ ist und u' die stetige Ableitung von u ist.

I

Jx sin x dx=[x-(-cos x)] Jl (-cos x) dx

0
=[n-1-0-(-1)]-[sinx]; =n-(0-0)=m
(u '[-’C] =x,v'(x)=sinx= u'(x) = 1l und v(x) = - cos x)

Jx edx = [x-e"]} Jl e*dx=(e-0)-[efi=1

(u(x) =x,v'(x) =e*= u'(x) =1 und v(x) =e%)



Integration durch Partialbruchzerlegung

Bei der Integration rationaler Funktionen, bei denen der Grad des
Zéhlerpolynoms kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms, kann die
Methode der Partialbruchzerlegung helfen:

Der Bruchterm wird als Summe von Teilbriichen dargestellt.

oy 2x 408, Ix¥6 . A B
= T e, T

_A(x-1)+B(x+1) (A+B)x+(B-A)
T (x+D(x-1) 0 (x+1)(x-1)

Da die Zahler iibereinstimmen miissen, folgt:

A+B=2undB-A=6&A=-2und B=4.

el g 2x+6 -2 4 -
Also gilt: f(x) = | o und damit:

'[_f(x] dx = j zx—ij—? dx = J x_+21 dx + Jx L_L 1 dx

=-2ln|x+ 1| +41n|x- 1| + C.

Jede rationale Funktion ldsst sich durch Polynomdivision (~ S. 43) so
umformen, dass eine Summe aus einem Polynom und einer echt
gebrochenrationalen Funktion entsteht. Dann kann mithilfe der
Partialbruchzerlegung integriert werden.

~ 3x% _5x2+2x+8 2x+6
=: : =3x2 -2+ 5=
) x2 -1 x xt-1
3x* - 5x24+2x+ 8 2x + 6
j = dx=J{3x2—2}dx+sz_1dx

=x-2x-2Inlx+ 1| +41In |x - 1| + C. (7 letztes Beispiel).

3.4

Integrale mit nicht beschranktem Integrationsbereich



In diesem Abschnitt werden nicht beschrankte Intervalle
Integrationsbereiche betrachtet.

Ist die Funktion f: x b f(x) flr x > a bzw. x < b integrierbar, so

ist, sofern der Grenzwert existiert,

ff{h’ dx—"mjﬂﬁ deZWI fo) dx = lim Jf

Solche Integrale helrien uneigentliche Integrale 1. Art

b—= o h— oo b—

Jx‘l dx = lim I x2dx=lim [-x!]"=lim (-b~1 +1) =1
1

J.l’u
']__
0 6 8 10 «x
1 1
Jfr“ dx= lim Je“dx
— .ﬂ—h—mﬁ
= lim [e¥]; = lim ( (el-e?) =e
yt [
ks
—10 -8 -6 -4 -2 0 X

€ R =-
Fira € R undk>1g11t'r|;x dx 1 &

Fiir die Gauf3sche Integralfunktion (-~ S. 232)

D(x) = _jielitdfxell{gllt feitdf—l
VAN e

—

als



Integrale mit nicht beschranktem Integranden

Es werden Integrale betrachtet, deren Integrandenfunktionen am Rand des

Integrationsbereiches nicht beschrinkt sind.

Ist die Funktion f: x - f(x) im Intervall ]a; b] bzw. [a; b[ integrierbar und bei x = a bzw. x = b

nicht beschrankt, so bedeutet
b b b t
£f{x}dx = E} [f{x} dx bzw. lﬂx}l dx = ;i{é{ﬂx} d,

vorausgesetzt der jeweilige Grenzwert existiert.
Solche Integrale heifsen uneigentliche Integrale 2. Art.

l& 1&
02541 76
~ 0,25 1 ~0,25 _1: _- Rl
a2 de = lim [0 e = limy ~025+1),
0 4 .‘_}D4r ’ ‘::.2;’}0
—lim 2.1g075 _ 4 c075|_ 24
=lim{3-16""-3-137)==
f=0
jlf.ll.
} } } } } } } } } } } } } } } ! =
of "2 4 6 8 10 12 14 16 x

110

o

1
Jlnxdx=—Je"‘dx=—1
. -



_:l"'r“ yﬂy

3.5

Berechnung von Flacheninhalten

Zunichst soll die Flichenmafizahl A einer Flache zwischen dem Graphen G

einer Funktion f und der x-Achse iiber einem Intervall [a; b] bestimmt
werden. Wechselt die Funktion f im Intervall [a; b] das Vorzeichen, so gibt
das Integral von a bis b tiber f nur eine Bilanz der Flichenmafzahlen an.
Deshalb gilt:

¥
2

A= j[f'{x}|dx

Ib::;x

-2 T+

Fiir a < b fallen die dufleren Betragsstriche weg. Ist f(x) > 0 fiir alle x € [a;
b], fallen die inneren Betragsstriche weg.



3
A =I |x% — 2x| dx
-1

Da die Funktion im Integrationsbereich zweimal das Vorzeichen wechselt,
wird zur Beseitigung des Betrags das Integral in drei Teilintegrale
aufgespalten. Die neuen Integrationsgrenzen sind die Nullstellen der
Integrandenfunktion.

0 2 3
M= J(Iz - 2x)dx + I—{xz ~2x)dx + Jl[.vc2 - 2x) dx
|:| 2

-1 2
2 3 3

% _,2 S o b SR,
=73 T 3~ X D+ 3~ X 2—3+3+3—4
Y a
31 y=x*'-2
2..
-2 -1 i 3 X
_']--
2 2
A=J.|x3|dx=2 J.x‘dx
-2 0
412
=2 x_] 2.4=
2 [4[: 2:4=8

Ist der Integrationsbereich symmetrisch bezlglich O und die Integrandenfunktion f gerade
oder ungerade, so gilt:

A =_j|f+:x}| dx=2 - [ |f(x)] dx

mit a = 0.



Nun soll die Flaichenmafizahl A einer Flache zwischen den Graphen G;und
G, zweier Funktionen f und g tiber einem Intervall [a; b] bestimmt werden.
Ist flx) = g(x) = 0 fiir alle x € [a; b], so gilt:

b b b
A= [ f() dx- [g(0) dx = [((x) - g(x)) d.

b

[1Fx) - g - dx‘.

a

Allgemein gilt: A =

Flache zwischen Parabel und Gerade:
f:xl—>—0,5x2+ LxER
gx, 0,565x €ER
Die Schnittpunkte sind S;(- 2|- 1) und S,(1]0,5).



A= [(f(x) - g(x)) dx

1
= [ ((-0,5x* + 1) - 0,5x) dx = 2,25

23

Berechnung von Rauminhalten von Rotationskorpern
Es sei f: x » f(x) eine im Intervall [a; b] definierte und stetige Funktion. Das
von der x-Achse und dem Graphen G¢ in [a; b] begrenzte Flachenstiick

rotiere um die x-Achse. Dabei entsteht ein Rotationskorper mit der
Raummaf3zahl V.

b
Fir dieses Volumen gilt: V = J' T - (f(x))* dx.

XY X Xe |-t
f r* - x* [-157]



Der entstehende Rotationskdrper ist eine Kugel.

1"'J—Kl.lgnel - J T (f{x:]}l dx

Iﬂ-[w'rz—xz]zdx

=1r- J-{r2 - %Y d%

1]

Integrale in der Physik
b
Das Arbeitsintegral yy — I F(x) dx ist die von einer Kraft

F: x » F(x), x € [a; b], in Wegrichtung langs des Weges von a nach b
verrichtete Arbeit W.

Arbeit im Coulombfeld
Eine Ladung g wird der ortsfesten Ladung Q aus grofler Entfernung (dem
Unendlichen) bis auf den Abstand d angenéhert. Dabei ist die erforderliche
Kraft F (x) gegengleich zur Coulombkraft F.(x): F(x) = - F(x).

Mit F_(x) = ﬁ% (Coulombsches Kraftgesetz) gilt:
0



d

d ( ‘fQ ij . 1
=E|;F{.x}dx:ﬁ[—_Fc(x]dI=E[—E€Fdr=_4ﬂ£GJ;rzdr
= lim - 4:rr & [ dr=- _4 ;, - lim l—?]a=4_mi_d

Der zeitliche Mittelwert: Andert sich eine Grofle im Zeitintervall [t;; £,]
nach der Zeit-Groflen-Funktion: G: t » G(t), t € [tl, t],

so gilt fiir den zeitlichen Mittelwert G: G = IG{ t) d

Die mittlere Leistung P eines sinusférmigen Wechselstromes Tist die
Periodendauer, fiir die gilt: w o« T=2 o .
Mit P(t) = U(t) ¢ I(t) = U, » sin wt « I, « sin wt gilt:

T
= | :
P=r {L-(f I(t) df—— J(LQ sinwt - I, - sin wt) dt
U1, ¢ U,-
0 -0 . EI
=T-Jsm3 mtdf=— Jsuﬁq} = dg

(Substitution: ¢ = wt, t=w e g und dt =" d¢ (~ S. 105 £).

U U, I
o J.sm2 dp =——= [2 (¢ — sin ¢ - cos q}}
UO 1, U,- I,

=
l-_}
| = =
b



Lineare Algebra und
Analytische Geometrie

4.1

Homogene und inhomogene Gleichungssysteme

Eine Und-Verknupfung von linearen Gleichungen heifst lineares Gleichungssystem.

Das System

() aqq X1 + aqy X5 +a43 X3 = by

() ayq X1 + dyy X5 + A3 X3 =b,

() azq X4 + a3y X + d33 X3 = b3

mit aqq, ..., dss, by, by, b3 € R heilst lineares Gleichungssystem aus drei Gleichungen
mit drei Variablen. Die reellen Zahlen a4, ..., as3 heillen Koeffizienten.

Ist by = b, = b3 =0, so heildt das Gleichungssystem homogen, sonst inhomogen.

In der vektoriellen Geometrie wird das Gleichungssystem auch so

geschrieben: X+ @ +%,-% +x,-a, = b, wobei

!

(11 412 Lty b,
a, =%, a, =|%|,a; =%, b =|b,|.
1931 |32 | %33 b, |

Im Folgenden werden auch lineare Gleichungssysteme aus zwei
Gleichungen mit zwei Variablen behandelt.

Einsetzungs- und Additionsverfahren

Das Einsetzungsverfahren

Eine der Gleichungen wird nach einer Variablen aufgeldst. Der
ermittelte Term fiir diese Variable wird in die anderen Gleichungen
eingesetzt.

Das Additionsverfahren



Man multipliziert zwei Gleichungen so, dass eine Variable in beiden
entstehenden Gleichungen bis auf das entgegengesetzte Vorzeichen den
gleichen Koeffizienten hat. Dann addiert man die linken und die rechten
Seiten der entstandenen Gleichungen, wobei diese Variable herausfillt, und
setzt die Ergebnisse gleich.

(I) X+ X%+ x, = 1
I 2x, - x, - 3x; =-2 =
(IIT) 3x, +2x, - 2x, =-5

Erst Additionsverfahren: (II) + (I) und (III) + 2 « (I)

(I) x, + X + x; = 1

(IT) + (I) 3x, - 2%, = -1 =
(II) +2-(I) 5x;, + 4x, = -3

2. Zeile nach x3, 3. Zeile nach x, auflosen

(I) X, + X, + x = 1

(1) x;, = L5x;, + 05 &
(I1T*) X, =—1,25x, -0,75

Dann Einsetzungsverfahren: (II*) und (III*) in (I)

(1) x|+ (-1,25x, — 0,75) + (1,5x, + 0,5) = 1

(I1*) x; = 15x% + 05 &
(I1T*) X, =-125x, - 0,75
Ergebnis von (I*) in (II*) und (III*) einsetzen:

(17 1,25x, = 1,25 x,=1

(IT*) %3=15-1+0,5 = X;=2

(ITT*) x,=-125-1-0,75 X, = -2

L={(1] - 2[2)}.

Matrizen

Eine Matrix ist ein System von m - n Zahlen, die in einem rechteckigen
Schema von m Zeilen und n Spalten angeordnet sind.



a

¥ R 4 (RO ;
ist eine 2 - 2-Matrix;
| @21 D)3

[y By5 4]

gy Gyp Qg3

| B3q B35 B33

Matrizen finden z. B. als Koeffizientenschema fiir ein System von m linearen
Gleichungen mit n Variablen Verwendung.

ist eine 3 - 3-Matrix.

(I) all xl + alz xz + 313 X3 = bl
(II) a21 xl + azz xz + a23 X3 = bz

(III) a31 xl + a32 xz + a33 X3 = b3

Koeffizientenmatrix A bzw. erweiterte Koeffizientenmatrix

ayy Gyp Gy;) (@1 8y G43| b,
A=|8y Gy Ay); Ay Gy Ay b,
A31 A3y A3 @3 A3, G35 b,)

Eine n - n-Matix heilst Diagonalmatrix, wenn alle Zahlen (i # j), die nicht in der Diagonale
stehen, 0 sind. Eine n - n-Matix heillt Dreiecksmatrix, wenn alle Zahlen aj (i>)bzw.i<)),
die unterhalb bzw. oberhalb der Diagonale stehen, 0 sind.

1:2 3
Dreiecksmatrix: [0 5 6
009
1 0 0]
Diagonalmatrix: [0 5 'D]
009/

Eine Matrix kann man als System von #n Vektoren ansehen.

Determinanten
., d
D= Plon g, —a,.-a
s T e 21 12

heilSt zweireihige Determinante.



a,, a

D=|dy
a3

12

12
22 az
32 03

ot = 118 G bl itos s d Hig Oy oy
3| T G317 043703705570y~ 0yy7 0y "0y,

o T T

heil3t dreireihige Determinante.

Regel von Sarrus:

Die Elemente lings der einzelnen Pfeile werden miteinander multipliziert.
AnschliefSend addiert man die Produkte mit den angegebenen Vorzeichen.

123 1.5.9+2.6.7+3-4-8
4 5 6l= o . _ =0
789 -7:5-3-8:-6-1-9-4-2

Der Wert einer Determinante andert sich nicht, wenn man die Zeilen mit den Spalten
vertauscht oder die mit dem gleichen Faktor multiplizierten Elemente einer Reihe (d. h. Spalte
oder Zeile) zu den entsprechenden Elementen einer parallelen Reihe addiert.

Eine Determinante andert ihr Vorzeichen, wenn man zwei parallele Reihen vertauscht.

Eine Determinante hat den Wert null, wenn alle Elemente einer Reihe null sind oder zwei
parallele Reihen gleich oder proportional sind.

Das Gauf3-Verfahren

Das zu losende Gleichungssystem  wird durch
Aquivalenzumformungen (vgl. Additionsverfahren) auf Stufenform
gebracht und dann wird schrittweise nach den Variablen x;, x, und x;

aufgelost.
(I) 4x1—x2 + Sx_,i = -1
(I) -x +x,- x, = 1 =

(III) 2x, +x, - 4x;, = -2



(I) 4x1—x2 + 3x3 = -1
(IT) + 0,25 - (I) 0,75x, - 025x, = 075 <=
(III) - 0,5 - (I) 15x, - 55x, = -15
(I) dx, — x, + 3x, = -1
1) 0,75x, - 025x, = 075 <=
(III) -2 - (IT*) -5x = -3

(Die Stufenform ist erreicht. x; wird aus der dritten Gleichung berechnet

und in die beiden anderen Gleichungen eingesetzt.)
4x1—x2+ 3-0,6 = -1

0,75x, - 0,25-0,6 = 0,75 <
X, = 0,6

(Jetzt wird x, aus der zweiten Gleichung berechnet, in die erste Gleichung
eingesetzt und x; berechnet.)

dx, -1,2+3-0,6 = -1
X, 2 1,2 <&

X, = 0,6

X, -04

X, = 12

X = 06

3

Das Zahlentripel (- 0,4]1,2]|0,6) ist die Losung des Gleichungssystems. L =
{(- 0,4]1,2]0,6)}.
Dieses Losungsverfahren ldsst sich auch mit Matrizen durchfiihren:

(Fortsetzung)
Die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix ist:
4 -1 3|-1
-1 1-1]1
2 1 -4]-2|

Die Koefhzientenmatrix (links vom Trennstrich) wird nun auf
Diagonalform gebracht. Dazu wird z. B. zur zweiten Zeile die mit 0,25
multiplizierte erste Zeile addiert und zur dritten Zeile die mit - 0,5
multiplizierte erste Zeile:



4 -1 3|(-1 l-U,ZS -(-0,5)
(—1 1 -1| 1
2 1 -4[-2]

Man erhalt dadurch folgende Matrix, bei der zur dritten Zeile die mit - 2
multiplizierte zweite Zeile addiert wird:

4 -1 3 | -1 14
({} 0,75 0,25/ 0,75 l-{—Z]
0 15 -55|-15

Die Dreiecksform wird nun auf Diagonalform gebracht.

1 0,25 0,75 |-0,25)

0 0,75 -0,25| 0,75 ‘

|ﬂ ﬂ _5 —3 |: {_ 5} : {_ﬂy?n } T G {}325
I1 025 01=0,7

0 0,75 0| 0,9 T : 3|: 0,75

0 0 1] 0,6

1 0 0]-0,4

0 1 0| 1,2| Damit ist das Gleichungssystem gelost.
00 1] 06

Das Zahlentripel (- 0,4]1,2|0,6) ist die Losung des Gleichungssystems. L =
{(_ 0)4|1a2|0>6)}

Die Cramersche Regel

Das lineare Gleichungssystem

() ayq xq + a5 Xy = by mit (aq4]a;,) = (0|0)

(1) ayq X1 + dyy X5 = by Mit (a,4|a,,) # (0]0)

mit den reellen Zahlen a4, a4, d,4, d,,, by und b, besitzt:
genau eine Lésung (x,|x,), wenn

a..a
L S N g T O 2
ﬂz.l GZZ‘ 21 12 l: ]

Fur die Losung (x;]x,) gilt dann:

iy

22



b1 a3
a > Rk SR
- :ﬂ: bz 22 = J'F:’1 a5, bz a3
V' D |0,,0y G4y "0y—0, -4y
Gy A3
ay, Jb1
a S :
- =ﬂ= 21 b, _ 9 b, a,, - b,
2 D |G,,84 Gy Gyp—aytdy,
5105,

keine Lésung, wenn D = 0 und (D, # 0 oder D, # 0).
unendlich viele Lésungen, wenn D =D, =D, =0.
Dann gilt: L = {(x;x5) | X1, x; € R A aqq X1 +adq5 X5 = by}

(I) 4x;+3x,=2

_|43
LS 8 6
Das Gleichungssystem besitzt keine Losung. L = { }.

=4-6-8-3=0;D, =

9 q .
e =j- —_ N
5(1‘ 2:-6-5-320

Das lineare Gleichungssystem
() aq1Xq + Aq2X5 + Aq3X3 = by
(1) ayqxq + A%y + Ay3X3 = by
() az4xq + azyxy + d33x3 = by
mit den reellen Zahlen a4, ..., ds3, by, by, b3 und mit
(@14laq5las3) # (0[010), (a54la,lays) # (0]0[0) und
(a31las,lass) = (0[0[0) besitzt:
genau eine Lésung (x,|x,|x3), wenn

GH G12 {'.'113

D =|0,, @y, dy3] # 0 (Zur Berechnung ~S. 117).
GS‘I G32 533

Fur die Losung (x4|x,|x3) gilt dann:
D D D

= 31 e ﬁz und x, = ﬁs wobei



b1a12a13 a”b1 F a”aub1
D, = bz Gy 9331 D, =], bz d,5| und D, =[5 95 bz-
b, A3, d35 a3 b, ds5 < b,

keine Lésung, wenn D = 0 und
D, # 0 oder D, # 0 oder D3 # 0.

unendlich viele Lé6sungen oder keine Lésung,
WennD=D1 =D2=D3=O.

(I) 4x1—x2+3X3:—2
(III) 3x, + 2x; = 3

4-1 3
D=|-1 1-1|=4-1-2+(-1)-(-1)-3+3-(-1)-0
30 2 -3.1.8-0-1-1)-4-2.- -1
=8+3+0-9-0-2=0
2i-1. B
D=[11-1/=(-2)-1-2+(-1)-(-1)-3+3-1-0
P02 80300~ 2 (<)

=-4+3+0-9-0+2=-8=0
Das Gleichungssystem hat keine Losung. L = { }.

(I) 4x1 - x2 + 3X3 = —1

= A T BT
DT N e - Y 15
=-15%0;

D=|_

bod =t

-1
L
]

e =t

d. h., es gibt genau eine Losung.

-1 -1 3
D1=‘1 1 -1|=(1)-1-(-4) +(-1)- (-1)- (-2) +3-1-1
2 1 -4l (22)1:3-1-(-1) - (-1) - (-4)- 1 (-1)

=6



4 -1 3
D2=‘—1 1 -1|=4:1- (- +(-1):(-1)-2 +3.(-1) - (-2)
2 -2 Al —2.13-(-2)-(-1)-4-(-4)-(-1) - (-1)
=-18
i il o
D3=‘—1 1 i =8y R0 L2101 D)
2. 1 =2l _2.1.-1-1~1-%-{-3)--1)-{-1)
=-9
xl=%=_?L;:—{]}Ll;xz=%=:+§=1,2;x3=%§—__1,;=ﬂ}6

L = {(- 0,4|1,2/0,6)}.

Ubersicht iiber die Anzahl der Lésungen  mit
Deutungsméglichkeiten im R?

Das lineare Gleichungssystem

(I) ay1x; + a1,x, = by mit (ay;]a,,) # (0]0)

(I) ay,x; + ay,x, = b, mit (a,,|a,,) # (0]0)

mit den reellen Zahlen a,;, a5, a,;, a,,, b; und b, besitzt entweder keine
oder genau eine oder unendlich viele Losungen (-~ S. 120). Ist b; = b, = 0
(homogenes Gleichungssystem), so gibt es immer die triviale Losung (0|0).

Deutungsmoglichkeiten:
Schnitt zweier Geraden gund h im R2. (.~ S. 149 ff.)
g a;x; +apx, =b;hay x; +ax, =b,.
L={} g|| hund g # h (gecht parallel zu h).
L ={(s|s,)} © S(s]s,) ist Schnittpunkt von g und h.

L ={(x;|x,) € R?| ayyx; + a;px, = by} € g=h (gund h sind identisch).
Lineare Abhingigkeit zweier Vektoren im R2. (. S. 127)

a"‘ o ||':j11'||; %. _ ||'212'); E... s (Ejl
\ | *3] b, |

— | —
21/
L ={(0[0)} < @, @, sind linear unabhingig.



a,, a, sind linear abhangig. (~ S. 127)

Linearkombination im R2. (. S. 127)
X, 8 +%, 8, = b, wobei
—'c_ Ilfgllllr_'_lla].zlll‘ E_"_ f:}].
a, =\, ,rzﬁ—\a b=
21 22 b,

! 2
LI
Falls {a,a,} linear unabhdngig ist, gibt es genau eine Losung;. Ist {a,,a,}

linear abhingig, gibt es entweder keine Losung, falls b linear unabhdngig
von {a,,a, } ist, oder andernfalls unendlich viele Losungen.

Ubersicht iiber die Anzahl der Lésungen  mit
Deutungsméglichkeiten im r?
Das lineare Gleichungssystem

() ay;x; +a%,+a;3x;3="b;

(II) a,;x; + ayx, + a3x;3 = b,

(II1) a3y x; + asyx, + azsx; = by

mit den reellen Zahlen a,;, ..., a3, by, by, b3 und mit

(ay1]a12]a13) # (0[0]0), (a,1as;]a,3) # (0/0[0) und

(as1|as,|ass) # (0[0]|0) besitzt entweder keine oder genau

eine oder unendlich viele Losungen. (. S. 121)

Ist by = b, = b; = 0 (homogenes Gleichungssystem), so gibt es immer die
triviale Losung (00]0).

Deutungsmoglichkeiten:

Schnitt einer Geraden g mit einer Ebene E (. S. 167 ft.)

gX¥=aT+A - T, AeR,EX=b+uy-V+o-W,po0eR.
Das Gleichsetzungsverfahren ergibt:
T+A-T=b+u-7+0- WA T-pu-V-0-W=b-a
L={}<g|| Eund g Z E (g echt parallel zu E).
L = {(sq]s,|s3)} & S(s1|s,|s3) ist Sclinittpunkt von g und E.
L={(x|x,x)eR}] ¥ =T +1-W,Ae Rl < gCE
(gliegt in der Ebene E).

Lineare Abhingigkeit dreier Vektoren im R® (. S. 127)



a, =\, ), a, =| 8|, a, =[%), b =|b;| =(0].
31 32| | 423 b,/ 10
L ={(0]0]0)} « @, @, und a; sind linear unabhingig.
Linearkombination im R? (. S. 127)
X, 8, + Xy @) +%,- a0, = b Falls {a , a,, a,} linear unabhéngig ist, gibt es

| \ | \ | \ IEJ‘I i1
A P i .1 1 'U']

a | a

genau eine Losung, mit der sich 7 eindeutig als Linearkombination von
a,,a, und a; darstellen ldsst.

4.2

Grundbegriffe

Ordnet man einer Strecke eine Orientierung zu, indem man Anfangs- und Endpunkt
festlegt, so erhalt man einen Pfeil.

Unter einem Vektor (im R? oder im R3) versteht man die Menge aller Pfeile mit gleicher
Lange und Richtung. Pfeile derselben Lange und Richtung nennt man parallelgleich. Jeder
Pfeil eines Vektors heilst Reprdsentant des Vektors.

Die Schreibweise pQy wird fiir Pfeil und Vektor verwendet.

=4

—V ist der Gegenvektor des Vektors ¥ . Der Vektor, dessen Reprasentanten die Lange 0
haben, heilst Nullvektor 0 .
Der Vektor 7 4 J heiSt Summenvektor, der Vektor ' — |y heifSt Differenzvektor.




Yy
1. Je zwei Vektoren @ und b ist eindeutig ein Summenvektor c zugeordnet, sodass gilt:
—
c=a+b.
. . . s = == . - -
2. Fir je drei Vektoren @ ; b und ¢ gilt das Assoziativgesetz:
— T — — T —_—
@+b)+c=a+(b+cC)
— —
3. Fr alle Vektoren @ gilt. @ +0 =0 +a@ =a.
4. Zu jedem Vektor @ gibt es eindeutig ein inverses Element, den Gegenvektor —d , sodass
e By B = I
git @ +a@)=(a)+a=0

S

=
5. Fiir je zwei Vektoren a und b gilt das Kommutativgesetz. @ +b =b +@.

Eine geschlossene Vektorkette ist eine Summe von Vektoren mit dem Summenvektor 0.
d+b+C+d+e=0

55 c
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Die Multiplikation einer reellen Zahl mit einem Vektor nennt man S-Multiplikation.

Der Vektor r - V (r € R) ist r-mal so lang wir der Vektor V.

Fir r>0sind r - ¥ und ¥ gleichgerichtet, fiir r < 0 sind sie entgegengesetzt gerichtet. Es
git1-V=7;-1.7=-V

vV 2,5V -1,5-V

L L +*

Zwei Vektoren T und V heiRen kollinear, wenn ein Vektor ein Vielfaches des anderen
Vektors ist.

FUr die S-Multiplikation gilt:

1. Jeder reellen Zahl r und jedem Vektor V ist eindeutig ein Vektor I" - v zugeordnet.

2. Fiir zwei reelle Zahlen r und s und einen Vektor ¥ gilt das Assoziativgesetz:
r-(s-v)=(@r-s)-v

3. Fir alle Vektoren V gilt: 1 -V = V.

4. Fir zwei reelle Zahlen r und s und einen Vektor V gilt das
1. Distributivgesetz: r+s)- V= (r- V)+ (s - Tf").

5. Fiir eine reelle Zahl r und zwei Vektoren U und ¥’ gilt das



— — — —
2. Distributivgesetz: I' © (U +vV)=0-u)+(r-V)

Eine Menge von Vektoren, in der die Vektoraddition und die S-Multiplikation definiert sind,
heilst Vektorraum.

Sind V;, V5, ..., V,, n Vektoren eines Vektorraumes V und ry, r,, ..., r, n reelle Zahlen, so
heil3t
ry-V, +r, -V, + ... +r, - V_Linearkombination der Vektoren V., V;, ..., V.
. 25D _
= .
il -c
b
—_—
n Vektoren Ff, @, s ﬁ heilSen linear abhdingig, wenn es reelle Zahlenry, ry, ..., 1,
gibt, die nicht alle null sind, sodass gilt: g ﬁ +1, - V_:; Fo T, u_f_n’ — 0. Andernfalls
heifSen die Vektoren u,.r_;, @, o Fr: linear unabhdngig.
n Vektoren ﬁ, ﬁ, iy i.f_: sind genau dann linear abhangig, wenn sich mindestens ein

Vektor als Linearkombination der anderen Vektoren darstellen lasst.

Zwei Vektoren der Ebene (R?) sind genau dann linear abhéngig, wenn sie kollinear sind
S. 126 und ~ S. 140).

Drei Vektoren des Raumes (R>) sind genau dann linear abhangig, wenn sie komplanar
sind, d. h. zu einer Ebene parallel sind. (-~ S. 140).



Eine Menge B linear unabhangiger Vektoren eines Vektorraumes V heilSt Basis des
Vektorraumes, wenn sich jeder Vektor des Vektorraumes als Linearkombination der
Vektoren der Basis darstellen lasst.

Jede Basis eines Vektorraumes hat die gleiche Anzahl von Vektoren. Diese Anzahl dim (V)
heiRt Dimension des Vektorraumes V. dim (R2) = 2, dim (R3) = 3.

Grundlagen des Vektorrechnens

Kartesisches Koordinatensystem des r? bzw. r3

Ein kartesisches Koordinatensystem besteht in der Ebene R? aus zwei, im Raum R3 aus
drei Zahlengeraden, die dieselbe Einheit besitzen und sich rechtwinklig in einem Punkt O,
dem Ursprung, schneiden. Die Zahlengeraden werden x4-, X5~ und x3-Achse genannt. Die
Lage von Punkten der Ebene R? bzw. des Raumes R? lasst sich dann durch zwei bzw. drei
Zahlen, die Koordinaten heilsen, angeben.

Komponenten- und Koordinatendarstellung von Vektoren

Die Vektoren &, und €, der Lange 1 in Die Vektoren €, €, und €, der Lange 1 in
Richtung der x4- und x,-Achse bilden eine Richtung der x4-, x5- und x3-Achse bilden
Basis des R eine Basis des R3.

Jeder Vektor der Ebene bzw. des Raums lasst sich eindeutig als Summe von
Vielfachen der Basisvektoren darstellen.



-5

. . Fo ] b g — —_— —
a=a1e1+azez=[ ‘); d=a,e +a,e; +a,e,

a,
a,a,eR a,
. o g LA, ﬂ " R
Die Zahlen a, und a, heiSen Koordinaten = Y2y 44, A5 A3 E
von &'. s

Die Zahlen a4, a, und a5 heif3en
Koordinaten von g . Die Vektoren a; El"
a, e, und az &; heien Komponenten
von §.

Die Vektoren a; &, und a, &, heien
Komponenten von g .

LTI

P

XE
1 —
E; a
XZ
B F = ] >

Sonderfille:
1. Eine Koordinate eines Vektors ist null:
Dieser Vektor ist im R? parallel zu einer Koordinatenachse und im R’
parallel zu einer Koordinatenebene.
2. Zwei Koordinaten eines Vektors des R* sind null:
Dieser Vektor ist im Raum parallel zu einer Koordinatenachse und damit zu

zwei Koordinatenebenen.
3. Alle Koordinaten eines Vektors sind null:



0
0| heit Nullvektor.
0

Addition, Subtraktion und S-Multiplikation in Komponenten- und
Koordinatendarstellung
Komponentendarstellung im R?:

Komponentendarstellung im R:

— — — e —3 = =
Esseig =a,e,; +a,e, +4a,e,, b=>b 7 +bze?_ +b3€3.



é ks,
@ +b =(a1e1 +a,e; +ase_;)+(b1e_1} +b,&; +bse_;)
=(a,+b,)e; +{a,+by)e, +(a,+b)e;
diebulg o van rae)chavh. e v beh
S 3 S | 22 =3 ) Jimy 2 33
—_— —_— —_
= Ea1 —b1}e1 + az—bz}ez +{aa—b3je3
-ad=r-lg.e +a.e. +a.e.)
r-a=r s P 3™3
— oy iy :
=|:1r'~1:1'1je'1 +(r-a2}e?_ +{r'-a3}e=3 mitr e R.

In Koordinatendarstellung:

(a1] b,| |[a,+b,
ﬂz+bz_ d,+b, @y| +|by|=[a, + b,
93] |bs[ (a5 +by
a,\_[by| _[a:—b, 2} 15, a, - b,
[GE) bz a ﬂz bz ﬂz = b2 = al_bz
93] by a, - b,
a_l r - a1 a1|| o ﬂ.l
f‘ﬂ2=r,az) rrazzr‘ﬁz
a,| \r-a,
Durch Abspalten eines Faktors lassen sich Vektoren oft einfacher
schreiben.
144 12y (3] | 6
84 £ = i
14 ]
Ortsvektoren

Zu jedem Punkt P in der Ebene bzw. im Raum gibt es einen Pfeil, der im Ursprung beginnt
und in P endet. Dieser Pfeil legt eindeutig einen Vektor OP = p fest, der Ortsvektor des

Punktes P heifst.

Oft wird fiir OP auch P geschrieben.

Zum Punkt P(p4|p,) gehort der Ortsvektor Zum Punkt P(p,|p,|p3) gehort der Ortsvektor



Py

pzpz

)

P,
P,
P3

g =

Jeder Vektor kann als Ortsvektor aufgefasst werden.

FUr den Verbindungsvektor zweier Punkte
A(a1|az) und B(b1|b2) gllt

FUr den Verbindungsvektor zweier Punkte
A(a1|02|a3) und B(b1|b2|b3) g||t

AB=h-a AB=Db -4
:[b1 _(01]:[1.‘)1—:;-1 b,| |a,| |b,—a,
b, 19 b,-a, = |b;|—|9z|= b, a,
by = b;-a,
X, 4
A(1,5]-0,5); B(1]1) 1+ B
b
AB=b -7 = %
1\ [ L5\ (-05! ~ 2 X,
[H‘Lmﬂ‘[hﬂ 051 @ A
A(1|2|-1); B(-1]-1]1) X5
AB=b -7 =
(-1} [ 1 -2
(—1 -1 2 =(—3
1/ -1 2 Y,
Der Betrag oder die Lange eines Vektors
Fiir den Betrag (die Linge) des Vektors gilt:
Im R2: Im R3:
d=a,e, +a E_’:[H1)' o
- N H=H1E+Hzg+ﬂ3ﬁ}=ai;
1@ 1= [a? + a2 a,

- =
[@l=a? + a2 + a



A(3]3,5/2,5); 1@ | =32+ 3,52+ 2,52 = 5,2

Xg.lk
GE"\
p i
.
\‘
11 '
[
|
. | w OB
T T f Lai
—2 -1 ~ 1 12 3 X
170] i I // <
~ | /’r
2 ~
=] /
M ¢
L R, e e i T
X, —2

Fur Vektoren 7" und E und reelle Zahlen r gilt:
=3 — ik —

1.1z +bl<171+15]

s lr-@l=r|-1@]

sla@eblzlal bl s 134

Ein Vektor der Lange 1 heil3t Einheitsvektor.

Der Einheitsvektor in Richtung 7 = g ist: @ " = Log

Das Skalarprodukt

Unter dem Skalarprodukt zweier Vektoren g und f versteht man die reelle Zahl
gob =lgl-|Bl- cos @ Wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren g und B ist (mit 0°



< ¢ < 180°).

=}

a

Eigenschaften des Skalarproduktes:

[a1) b, a,| |[b,
as b, ay|o|b,(=a, - b, +a,-b,+a, b,
=a,-b,+a, b, as| b
2 \.(2\_5 g _
[ —U,SJD[Z]_' 24 {-05)+2=3
3| (2
(_3]5(3];% 5%8)+ B-148 =10
1/ \3

Winkel zwischen Vektoren

Fir den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren 7' und 5’ gilt:

dob
cos ¢ = g
i@l Ip]



=
el

Gdob  -16
Cos ¢ = — = ¢ = 104°
izl 13
Y e T2
a = —3,b=[ 0
4 0,5
. o 1 2
aob=(—30 0 |=1-2+(-3)-0+4-(-0,5)=0
4] 1-05
1@ =12+ (-3)2+ 42 =26, | = V22 + 07 + (<0,5)2 = y4,25.
cos ¢ =2 Db_, = ﬂ_=0:>q:=9[}°

Zwei Vektoren g und f heiRen orthogonal, wenn sie einen Winkel von 90° einschlieBen (
aLb

Fﬁrﬁ'#ﬁrundyiﬁbgﬂt:ﬁ‘onU«::-E’J_F-

Vektoren heilsen orthonormiert, wenn sie die Lange 1 haben und paarweise orthogonal
sind.

Das Vektorprodukt

Fur zwei linear unabhangige Vektoren g
und f des R3 ist das Vektorprodukt



b derjenige Vektor, fir den gilt:
xblrauwdgxblb-

2.@, bund g« p bilden ein
Rechtssystem.

3.l@x bl=lal- 5] sin ¢ wobeip der
Winkel zwischen den Vektoren g und j ist
(mit 0° < ¢ < 180°).

a x _01
1. gdxhb

Der Betrag; |7 x b |=|71. |7 |- sin ¢ des Vektorproduktes der Vektoren 7
und }, entspricht der Mafizahl des Flicheninhalts des von den Vektoren 7’
und ,; aufgespannten Parallelogramms (. S. 144).

Eigenschaften des Vektorproduktes:

Fur Vektoren & Ef und " und reelle Zahlen r gilt:
— B sy —
1.b xa =—(a xb )

2.r-l@xb)=lr-@)xb=axlr-b)
3.(@+b)xc=(@x<)+(b x¢)

Koordinatendarstellung des Vektorproduktes:

asl bl e h.—an-h
aylx|bil=1a, -8, ~a -Bh

2
3

o bs a1-b2—az~b1
(5\ (2| (6-4-1-3 21}
6 |%|3|=|1-2-5-4]=|-18
]. Ll'l 5'3_6'2| 3|
Anwendungen

Besondere Punkte

Flr den Mittelpunkt M einer Strecke AR qilt:

iy 1 T
=g (a +b).



Fur den Spatmittelpunkt M eines Spates ABCDEFGH, das von den Vektoren E, AD und
AF aufgespannt wird, gilt: AM =% -(AB +AD +AFE ).
FUr den Schwerpunkt S eines Dreiecks ABC gilt:

— 1 — T —
s=3-(@+b +0)

FUr den Schwerpunkt S eines Tetraeders ABCD qilt:
— — o — T,
1 (a+b+c+d)bzw.

s=7
s, a,+b,+c,+d,
S, =-£11-- a,+b,+c,+d,
33 a,+b,+c,+d,

A(1]-4]-2), B(2|2|1), C(4|0]-4) und D(1|2|1)



5 { [ 1+2+ 4+1) [ 2)
-¢3J=1- 4+2+ 0 +2 =( 0];5{2|U|—1]
|53 2+1+(-4)+1) -1)

Das Teilverhaltnis

Die reelle Zahl z, die fur die drei verschiedenen Punkte A, B und T einer Geraden die
Gleichung AT = 1 - Tg erfullt, heilt Teilverhdltnis des Punktes T bzgl. AR.

£
i
-
w7
A
e =+ 0

Fir 7« AB (innere Teilung) gilt: 7> 0.
Fir T e AB\AB (aufere Teilung) gilt: 7 < 0.

T=-0,5 et T et B T8
M sl T=+3
,-;F”’ﬁ A_Th A

Es seien im Folgenden A, B und T drei verschiedene Punkte auf einer
Geraden des R? oder R> und 7 € R\{- 1; 0}.

Hinweis: Im R? entfillt jeweils die dritte Koordinate.
1. Berechnung des Teilverhiltnisses T

—

7 _7 =1.lp - F)oderin Koordinaten im R:

1
by-ay|=1-|by-1,].

(fl—a' b, -t
(£ — af b, =,




Da T # B ist, gilt fiir mindestens ein i € {1; 2; 3}:

l.—a,
b, - ti;tOunddamit:T:E; f‘.

1 1

2. Berechnung der Koordinaten des Teilpunktes T

T=-—L .7 +-_T % oderin Koordinaten im R>:
l1+7 l+71
f1 1 ) . Ibl
f [ i, .
z T+7 | 2| T+ by
|f3|| |ﬂ_| |E}3

3. Berechnung der Koordinaten des Streckenpunktes B

‘T - % . 7 oder in Koordinaten im R:

T
Ibl f1| ,,qll
b, zlif. t _lr. a,| .
g;.j t a

\ \ 3] B ¥

4. Berechnung der Koordinaten des Streckenpunktes A
Z=(1+71)-F -1" b oder in Koordinaten im R>:

a| (t, 'bl
Al=(1+1)-|L]|-7-]b,]
Ia3| |r3| Ib

Geg.: A(4|6]- 1), B(8|12|-2), T(12|18|-3); Ges.: T

I, —a
s O s O

f;'l—fl 8 -.12

Geg.: A(4]- 1|1), B(6|7|7) und 7 = 3; Ges.: T

Los.: 7=

T+——-b=

Los.:1‘=leT 1+ 71




: T'(5,5]5]5:5)

Untersuchung von Vektoren auf lineare Abhangigkeit

In der Ebene R? gilt fiir zwei Vektoren 7" und H:

g und } sind linear abhangig (-~ S. 127) &

g und H sind kollinear (- S. 126) &

det(g:bh)=0(" 5. 117 &

Einer der Vektoren ist ein Vielfaches des anderen Vektors.

Im Raum R3 gilt fiir drei Vektoren 7, 5’ und £

@, b und € sind linear abhangig ( S. 127) &

a Eund smd komplanar( S.127) &

A-@+p- b +o-T =0 besitzt eine Lésung (2 \p \o) # (0]0]0) & det( ,b;?)( S.
117).

In Koordinaten:

a,\ [b, ¢,
a, |, f?z und | ¢;| sind linear abhangig <
aju ij Ifj
i t
all bl {,1 Du
A ﬂz +:u bE + - -[,'2 =0J
|a3| b_"i {:3! \0

besitzt eine Losung (A|u|o) = (0]0[0) <&

17273 17273 1 3

b.ca —c,ab

alb1‘:1
0=|a, E:? =abc.+bc.a +Lab
ﬂb 35’21 b et 321’(

S.117)

1Y e |2 123
=4,b=[5],F= ,|456|=0(»S.117)

7 8 9/ |789
7, b und T sind linear abhangig (komplanar).




Lineare Unabhangigkeit bei Beweisen
Mithilfe der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren kénnen Sitze

tiber Streckenverhdltnisse bewiesen werden. Man bildet eine geschlossene
Vektorkette, in der die betreffenden Strecken als Vektoren enthalten sind.
Die Vektoren der Kette werden als Linearkombinationen geeigneter linear
unabhéngiger Vektoren dargestellt. Man erhilt so eine Linearkombination
linear unabhingiger Vektoren, die den Nullvektor ergibt. Die Koeffizienten
miissen alle null sein. Hieraus erhdlt man ein Gleichungssystem aus zwei
bzw. drei Gleichungen. Aus den Losungen konnen die Streckenverhiltnisse
gewonnen werden.

Im Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen. Die geschlossene
Vektorkette mit den linear unabhéngigen Vektoren 7 _ sg und j — ap:

2

AM + MB +BA =)A-AC +u-DB +BA
A (b +@)+p-l-b+a)-T

=A+u-1)-a+@A-p-b =0 =

A+u-1=0 1
A-u ) FA=P=G
Also AM =%1AC undmz—jl—-f)ﬁ.

Orthogonale Vektoren

Zwei Vektoren @ und E sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt 7" o E —Qpist(~S.134
f).



E‘oﬁ 5 J '_']_'a 6+9-(=2)=0

@ und 3, sind orthogonal.

Ermittlung eines Normalenvektors
Im R? sei ;7 ein gegebener Vektor. 77 heifit Normalenvektor zu 7, falls
Ao =0dh n-u+n, u,=0.

Da es unendlich viele Normalenvektoren zu einem Vektor 7 gibt,
kann eine der beiden Koordinaten von 7 frei gewdhlt werden, die zweite
Koordinate ist dann festgelegt.

—

— |'l 4 I)’ —I'- — [ 1
mouw=0s>n-4+n,-(-2)=0. Wahle z. B. n; = 1. Dann folgt: 4 - 1 - 2 - n,
Im R> seien die Vektoren 77 und 7 gegeben. Die Berechnung eines

Normalenvektor 3 zu 17 und 3 kann mit dem Vektorprodukt (it = &7 » 7;
S. 136) oder mit dem Skalarprodukt erfolgen: 77 . 77 = gund 77 o 7 = 0

-1 -3 )
#=(-15:v=|3|; 7 =|n,]
2 kil ”3]
Mit dem Vektorprodukt:
o | A T e B e B HEZEE
“15|x[3]=| 2 -(=3)-(-1) - 1]= -
2 [ ‘1] 1) - 3-(-15)-(-3)] \-7,5
3
=-2,5.|2
3

Mit dem Skalarprodukt:



Fnﬁ'=ﬂ (I) -n,-1,5n,+2n, —{J
wev=0 " {II] "511+ "Su + n, =g **

(I) - 2. (I 5n,-7,5n,=0

(I1*) n,=3n, - 3n,

Da fiir die drei Unbekannten nur zwei Gleichungen vorliegen,
kann eine Unbekannte frei gewahlt werde.

e Id

Wihle z. B. n, =2, dann folgt: n;, =3 und n; =3.7% =

Die senkrechte Projektion eines Vektors

b, =(bea? a°= |2|§‘ .
heilst senkrechte Projektion

des Vektors }; auf den Vektor 7.

9

L




boz=(12

o (Zf): ~16und|7|=5. (~ S.132)

= Po@ .16 [-3)
ba =P '”zﬁ'[ﬂ'

Flachen- und Rauminhalte im Rr3
Flacheninhalt eines Dreiecks ABC:

A=%|;ﬁxﬁ|
A=%-|;ﬁ|-|ﬁ|-sinﬂ
gzl oo

A-z a hﬂ

Flacheninhalt eines Parallelogramms ABCD:
A=|AB xAD|
A=|aBl.|1AD! sina

A=b-h,




Volumen eines Spats (Parallelflachs) ABCDEFGH:

vV=|aB o (AD x AFE )|

V=|det(AB,AD, AE )|

V=G-hg

AB

Volumen einer dreiseitigen Pyramide:

Lr:%|ﬁ'c[gxr)|
V:%- |det{ﬁt,§; T:‘|
V:%-G-h,

4.3

Darstellungen



Die folgenden beiden Formen heif3en Parameterformen.
Punkt-Richtungs-Form

Die Lage einer Geraden g im R* oder R® sei durch einen Punkt A mit

Ortsvektor 7" und einen Richtungsvektor 77 .y festgelegt. X mit Ortsvektor

% sei ein beliebiger Punkt von g.

L'Ir'l
UZ
u

gx=a+A-U,leR

2+.]|.' ,AE[R.

3

X a
g_x =4
X a

1
2
| 3

Im R? entfallt die dritte Zeile.

<4

Zwei-Punkte-Form
Die Lage einer Geraden g im R? oder R? sei durch zwei verschiedene Punkte
A und B mit Ortsvektoren 7 und J, festgelegt. X mit Ortsvektor 5 sei ein
beliebiger Punkt von g.
A-(b-3d)1eR.

oy
=da

o
g: X +
=1 b, —a,
g X5 =14, +A- bz—ﬂz,iER.
X =, ba_'js

Im R? entfallt die dritte Zeile.



A a 0

Die folgenden Koordinatenformen sind nur im R? moglich.

Achsenabschnittsform im R?
Schneidet die Gerade g die x;-Achse im Punkt S(s|0) und die x,-Achse im

Punkt T(0|¢), so gilt fiir einen beliebigen Punkt X(x,|x,) auf der Geraden g:

X X
el | 2
g.T+T: 12

Normalenform im R?
7 sei ein Normalenvektor (. S. 142) der Geraden g, die durch den Punkt A
mit Ortvektor 7 verlduft. X mit Ortsvektor ¥ sei ein beliebiger Punkt der
Geraden g.

gnel(X-a)=0
g: Ry 5 Ay d,
LT R Y

g:ny-Xy+ny*x,+ny=0
mitng=-nq-a;—n, * a,

=)




0

Hessesche Normalenform (HNF) im R?
Falls g nicht durch den Ursprung geht, sei 770 der Normaleneinheitsvektor

(7 S. 135) der Geraden g, der auf die Seite von g zeigt, die den Ursprung
nicht enthilt. Falls ¢ durch den Ursprung geht, kann 70 beliebig gewdhlt
werden.

A(a,|a,) mit Ortsvektor 7 sei ein fester Punkt und X(x,|x,) mit Ortsvektor

% sei ein beliebiger Punkt der Geraden g.

HNFvong:Fna{?—ﬁ}:ﬂ{mitﬁuoﬁzﬂ}
0 _

HNF von g: ;o(x‘ a‘\:ﬂ
7 B Bl

S a0, o_ 0_ _ 0, _ 0.
g:ny X, +n; X, +ng=0ny=-ny-a,-n; a,<0.

Lagebeziehungen

Lage von Punkt und Gerade zueinander

Ein Punkt liegt genau dann auf einer Geraden, wenn sein Ortsvektor bzw. seine Koordinaten
die Geradengleichung erftllen.

(%) [ 21 [ 3 11
g|*%|=|-3|+A-|-1,AeRundp =|-2
|x3| |ﬂ,5. |1,5. \ 2 |



Den Ortsvektor p in die Geradengleichung einsetzen.

1 2 1 1=2 % 34 A=l
2l=|-3|+A-|-1|e 2=-3 - 1e A=-1
21 o5 11,5 2=05 +15:24 A= 1

Es gibt also keine reelle Zahl, die alle drei Gleichungen 16st. P liegt also nicht
auf der Geraden g.

Im R%: g: 2x; - 6x, + 4 = 0 und Q(-5|-1)
Die Koordinaten von Q in die Geradengleichung einsetzen. 2 - (- 5) - 6 - (-
1)+4=0<~-10+6+4=0<~0=0
Die Koordinaten von Q erfiillen die Geradengleichung.
Q liegt auf der Geraden g.

Lage einer Geraden im Koordinatensystem

Eine Gerade g ¥ =8 441 » E R, geht durch den Ursprung, wenn dessen
Koordinaten die Geradengleichung erfullen.

X\ (4,5) ., (3)
2. . [*1) _ (4 [
Im R%g: (| =5+ |{AeR
(0} _ (4,5 Y 0=45+31 _ A=-15
\,ﬂ.u' = 1,5.|1 S el Ry TR
d. h., der Ursprung liegt auf g. g ist also eine Ursprungsgerade.

Vereinfache bei Ursprungsgeraden: g: ¥ =11, A € R.



Eine Gerade ist genau dann parallel zur Koordinatenachse x;, wenn bei ihrem Richtungsvektor
nur die i-te Koordinate von O verschieden ist.

Im R3:
|x1 1 ! |{:}
g% =] 3 -I-;]l.-[Z,iEIR
B {2 0

g ist parallel zur x,-Achse.

x1f Tg

Eine Gerade ist genau dann parallel zu einer Koordinatenebene, wenn bei ihrem
Richtungsvektor eine Koordinate O ist.

Im R>:
[ Xy 1 0
g %=3|+A-[2, eR
|'xh |—2 | 3]

g ist parallel zur x2—3c3-Ebene.

X,"%;-Ebene

Thema:
Lage von zwei Geraden



Im R2 oder R3 kdnnen zwei Geraden entweder
identisch sein oder
echt parallel sein oder
genau einen Schnittpunkt haben.

Im R3 konnen sie auRerdem noch windschief sein.

X =p+A- W, eR;hX =G +u-v,ueR
17 Vielfaches von v

P — g ist Vielfaches von o7 P —q ist kein Vielfaches von o7

gllh ga#h

o kein Vielfaches von v

ﬁr?rﬁ_a UrFrﬁ—ff
sind linear abhangig sind linear unabhangig

—3

h g
P

g

F" u

g schneidet h g und h sind windschief

Untersuchung der Lage zweier Geraden



Zwei Geraden sind genau dann parallel, wenn ihre Richtungsvektoren linear abhangig
(kollinear) sind (.~ S. 127).

Zwei Geraden sind genau dann identisch, wenn sie parallel sind und ein Punkt der einen
Geraden auf der anderen Geraden liegt.

Man untersucht deshalb zuerst die Richtungsvektoren auf lineare

Unabhingigkeit.
Im R:
g:?xzﬁ'nhl w,leR,undh: ¥ =b +yu-V,ueR.
X (1) .
g xlg =({3|+A- 2 AeR
(%3] A5 11}
(X (4] -6
h: | % =|3|+u-|-4huelR
21 A R \— 2/

Untersuchung der Richtungsvektoren 77 und 7 auf lineare Abhangigkeit:
\ 6\ 3=-6u u=-05

2l=p-|-4|= 2=-duss p=-0>

1) -2 1=-2u u=-05

d. h., 77 und 7 sind linear abhanglg und g und h sind parallel.

Untersuchung auf Identitét:
Den Ortsvektor 7, in die Geradengleichung von g einsetzen:

4 (1 3y 4=1+32  A=1
3]= 3|]+A-|2|< 3=3+21 < A=0
|1| |5| |1I 1=5+ /1 .A.=—‘r-1-

Es gibt also keine reelle Zahl, die alle drei Gleichungen 16st. B liegt nicht auf
der Geraden g.
gund h sind echt parallel.

Im R3 sind zwei Geraden genau dann windschief, wenn ihre beiden Richtungsvektoren
und ein beliebiger Verbindungsvektor von einem Punkt der einen Geraden zu einem Punkt
der anderen Geraden linear unabhangig sind.

Im R> haben zwei Geraden genau dann genau einen Schnittpunkt, wenn ihre
Richtungsvektoren linear unabhangig sind und beide Richtungsvektoren und ein beliebiger
Verbindungsvektor von einem Punkt der einen Geraden zu einem Punkt der anderen Geraden
linear abhangig sind.



Zwei Geraden sind genau dann zueinander senkrecht (orthogonal), wenn ihre
Richtungsvektoren orthogonal sind.
@ oV =0 ~7S51411)

g:F=E’+A-ﬂ',A€R,undh:E‘ZEJFF.?,yER.
'Il |1 |3
g: xz = 3 +r}h'[2,r}hElR
| X5 5 1/
(%1 (4 (-3
h: (% =|3|+u-|-4,ueR
X4 1/ 2

Uberpriifung der Vektoren 77, ¥ und ; _ 5 auf lineare Unabhingigkeit : (
S. 140)

i, 7 undj _ 7z linear unabhingig < det(77. 7. 5 -7/ =0

e a0 B =3 A1 |3 <3 3
detl@, 7,5 -7)=|2 -4 3-3|=|2 -4 0
1 2 1-5 I 2 =4

= B el () S L B) 0 DA Tl ()3
~2.0-3-(-4)-2:(-3)=48 =0

gund 4 sind also windschief.

Schnitte von Geraden

Zur Schnittpunktsbestimmung wird ein Gleichungssystem aus den beiden
Geradengleichungen gebildet (.~ S. 123).
Besitzt das Gleichungssystem keine Losung, so sind die Geraden echt
parallel oder windschief (nur im R?).
Gibt es genau eine Losung, so liefert sie den Schnittpunkt.
Gibt es unendlich viele Losungen, sind die Geraden identisch.

Zur  Schnittpunktsbestimmung werden die rechten Seiten der
Geradengleichungen gleichgesetzt.

Im R:
X =a+1-u,AE R,undh;}*zy+y.v,‘u€ R.



X -2 3
gl*2|=[7|+A-|2],AeR

1% 2 1

£ W 1
h:| Xy =| 4 +|u-(1,yelR

%3 -1 |2

) 3 -6 1 —2+3A=-6+ u
(?’ +A-|2]=|4|+u|l]|e 7+2)0= 4+ u &
| 2 1 -1 12 2+ A=-1+2u
@M 3A- u=-4 (I-I1) I =21 A=
(I 24 - p=-3< (ID) WN-p=-3 & p=21+3
() A-2u=-3 (II-2-I)-31 =3 =1

<~ A =-1und y = 1. (Gleichungssysteme ~ S. 114 {.)
Man erhilt die Koordinaten des Schnittpunktes S, indem man A = -1 in die
Gleichung fiir g oder p = 1 in die Gleichung fiir / einsetzt.

(5 -2 3 -5 & -6 1 -5
S1=| 7 |+(-1)- 2]= 5 ]oder|%|=|4|+1-|1|=|5
|S?i \ 2 \ 1/ 1 153 -1 2 1!

g und & haben den Schnittpunkt S(-5|5|1).

Schnittwinkel zwischen Geraden

Unter dem Schnittwinkel ¢ zwischen zwei verschiedenen Geraden g und h
versteht man den nicht stumpfen Winkel an der Geradenkreuzung.

h

el

Fir den Schnittwinkel ¢ der Geraden g: X=a+A-U1ERUdA ¥
€ R, qilt:

=E>+,u~F',lJ

|

iy
oV |

— (7 5.135).(~ S.135).
|- V]

COs ¢ =

=



(Beispiel ~ S. 152)

x| (-2 3
g %= 7 -I-,l-(Z,;]LE]R
|x3| {2 11
'xl -6 (1)
h: (%)= 4 +|u~[1],IuEIR
|'xj. |—l| |2|
3} (1
2]0]1
5 1/ 12
cos ¢ =

V32422412 412412422
Be1+2.1+1:2] 7

—

Vid N6 8

p = cos! —i—_ =~ 40°
¥ V84

Thema:
Abstand bei Geraden

Abstand eines Punktes von einer Geraden
Der Abstand d (P; g) eines Punktes P von einer Geraden g ist gleich
dem Betrag des Verbindungsvektors pF vom Punkt P zum
Lotfuflpunkt F des Lotes von P auf g. (- S. 155)

Abstand zweier paralleler Geraden

Der Abstand d (g; h) zweier paralleler Geraden g und h ist gleich dem
Abstand eines beliebigen Punktes der einen Geraden von der anderen
Geraden.

(~ S.155)



d(g:h)= d(A;B)

B

Abstand zweier windschiefer Geraden des R?

Der Abstand d(g; h) zweier windschiefer Geraden g und h ist gleich
dem Abstand eines Punktes der einen Geraden von der zu dieser
Geraden parallelen Ebene, die die andere Gerade enthalt.

(~ S.186)

Abstandsberechnungen bei Geraden
Man erhidlt den Lotfuflpunkt F, indem man das Skalarprodukt aus dem
Richtungsvektor 77 der Geraden und einem Verbindungsvektor des
gegebenen Punktes P und des allgemeinen Geradenpunktes X null setzt. Der
so berechnete Parameter liefert nach dem Einsetzen in die
Geradengleichung die Koordinaten des Lotfufipunktes F.

Im R3:
gX =a+1-u,1 ER,Ppp,|ps)



X -2 3
g% =7 |+A-]|2],Ae R, P(-3|3|-1).
%3 2 1
ToPX =0
3\ [P 31 [-2+31-(-3)]
210X = P2|=0<>|2/0| 74+2A- 3|=0%
1 -xj,_Pg 1/ 2 + ;}s—(—]]
3 310 + 1)
2|0|20 +4| =0
1/ \A+3]

3-BA+1)+2-2A+4)+1-A+3)=0¢
MN+3+41+8+1+3=0141=-141=-1
A = -1 in die Geradengleichung einsetzen:

Al (-2 3 (-5

fil=| 7 |+ (=1)-|2]=]| 5 | F(-5|5|1)ist Lotfufipunkt.
|f3 2 L1 1

d(P;g) =|PF|=

fl Pll '_5_{_3] ) | -
fz‘Pz = > - 3] = ( 2 ] ="!'I'[_2}2+22+22=“\"12
|f’i_P3 1_{:_”1 2

4.4

Festlegung einer Ebene

Eine Ebene im R? lasst sich eindeutig festlegen durch:

einen Punkt und zwei linear unabhangige drei Punkte, die nicht auf einer Geraden

Vektoren. liegen.



[« [ ]

eine Gerade und einen Punkt, der nicht auf einen Punkt und einen Normalenvektor.
dieser Geraden liegt.

[

zwei echt parallele Geraden. zwei sich schneidende Geraden.

— [></

Darstellungen

Die folgenden beiden Formen heif3en Parameterformen.
Punkt-Richtungs-Form

Die Lage einer Ebene E im R’ sei durch einen Punkt A mit Ortsvektor 7

und zwei linear unabhingige Richtungsvektoren ;7 und 7 festgelegt. X sei

ein beliebiger Punkt von E.



Ex=a+A-T+u-v,ALpueR

x,\ (4 u, v,
E:|Xy|=|a,|+A-|Us|+p-|Va|, A, ueR
xs| \a, Uy vy

Drei-Punkte-Form
Die Lage einer Ebene E im R> sei durch drei Punkte A, B und C, die nicht
auf einer Geraden liegen, festgelegt. Die Ortsvektoren i, j; und ¢ sind dann
linear unabhingig. X sei ein beliebiger Punkt von E.

EX=a+A-b-@)+p-€-a)ApueR
Xy d, b,-a, €, —a,
E:|X3|=|aa| +A - |b,—a,|+p-|C2—a3], A, peR
X3 a; bs_ag C3—dy

Es gibt weitere mogliche Ebenengleichungen: z. B.
EX=b+A-(@-D)+u-(T-b)\uERusw



Die Ebene E ist durch die Punkte A (1]3]2), B (- 2[2|- 1) und C (3]1]|5)

gegeben.

X 1 -2-1 3-1
E:|%2|=|3|+A:| 2-3|+p|1-3 A pueR

K3l 12 -1-2 \5 -2

X\ (1 -3 2
E:|%|=|3|+A |-1]|+p-|-2LAueR

%3] 12 -3 3

Die Ebene E ist durch zwei echt parallele Geraden ¢ und h (Beispiel S.
150) gegeben bzw. durch eine Gerade g und einen Punkt B, der nicht auf g
liegt.
g:X=a+A-u,AE R,und};;fzg'JrH.v,yE R.

(X4 1 3

g |*%2|=|3|+A-|2,AeR
\**3 5 1

h:| % =|3|+u-|-4ueR
%3 1 -2

Ein Punkt und ein Richtungsvektor liefern die eine Gerade.
Als zweiten Richtungsvektor nimmt man einen Verbindungsvektor eines
Punktes von g mit einem Punkt von #, z. B. den Vektor 4 3.

Ex=a+A-T+u-(b -7/l ueR

x| (1) 3) 3
E:|%|=|3|+A-|2|+pu-[| 0 [, l,ueR
|x3 IS I]. |_4

—~_ A
5
h
E B

Die Ebene E ist durch zwei sich schneidende Geraden g und h gegeben.
(Beispiel ~ S. 152)




gX=T+A-LAERUNd T =b +p- V-4 ER

(X _2' 3 'xl -6 1
g | %= +A-121,AeR; h: 4 |[+tu-{1jueR
|x?i 12 Il Ix3 -1 |2

Die Ebene ist durch einen Punkt von g oder 4 und deren Richtungsvektoren
7 und 77 festgelegt.
EX=0+A-W+pu-VAu€ER
1 -2 3 1}
Xy | =| 7 2 ,,JL nelkR

s

"3
Die folgenden Formen heiflen Koordinatenformen.

Achsenabschnittsform Schneidet die Ebene E die x;-Achse im Punkt
S(s|0]|0), die x,-Achse im Punkt T(0[t|/0) und die x;-Achse im Punkt
U(0]|0|u), so gilt fiir einen beliebigen Punkt X(x;|x,|x;) auf der Ebene E:

E: +A- +u-

s(s[o[o)

ﬁ
5

XS
E: +F=1;5¢O,I¢D,u;&{}

2
T

Die Ebene E ist durch die Achsenschnittpunkte S(4/0|0), T(0]-2/0)
und U(0|0|3) gegeben.



X X X
] 2 ?i:
JE,—+—_2+—3 1

Im Folgenden wird ein kartesisches Koordinatensystem
(~ S.128) im R vorausgesetzt.

Normalenform
77 sei ein Normalenvektor (. S. 142) der Ebene E, die durch den Punkt A
mit Ortsvektor 7 verlduft. X mit Ortsvektor ¥ sei ein beliebiger Punkt der
Ebene E.

ﬂ.l X1—-G1
E ﬂz o Xz—d'z :'D'J
il X3—4d;

VE & X
Ve

—

a X

0

Die Ebene E ist durch den Punkt A(1]-3]1) und den
Normalenvektor 77 gegeben.

1
=2
2 |
1y [ %o 1
DannistE:(_z o xz—{—i‘-} =)
25 \wy— 1

El-(x;-1)+(-2)-(x,+3)+2-(x3-1)=0
E:xl_l—Z'x2—6+2'x3—2=0



E:xl—z'x2+2‘x3—9=0

Hessesche Normalenform (HNF)
Falls die Ebene E nicht durch den Ursprung geht, sei 7¢ der
Normaleneinheitsvektor (. S. 135) der Ebene E, der auf die Seite von E
zeigt, die den Ursprung nicht enthilt. Falls E durch den Ursprung geht, kann
70 beliebig gewihlt werden. A (a,|a,|a;) mit Ortfvektor 7 sei ein fester

Punkt und X(x,|x,|x;) mit Ortsvektor ¥ sei ein beliebiger Punkt von E.

HNFvon E: 1% o (X — @) = 0, wobei 779 o @ = 0 der Abstand des Ursprungs von der
Ebene Eist (- S. 187).

0

nyl [x,—a,
HNF von E: [n}| o [X; —d,|=0
ng =y

vl 0 0 o _
HNF\:]onE. rb ~x1+n02~x2+n03-x3+nn_0
mitNg=—mnN -a,—-N;-a,— N3 -a,<0

(Beispiel ~ S. 160)
Die Ebene E ist durch den Punkt A(1|-3|1) und den Normalenvektor 7
gegeben.

1 1 (1

w=|2mo="L.7= l _2]:l _2]
2 7l 12422422 |2 3\ 2]
|1I Il— ].I

E:g _2}o|x,-(-3)|=0;
|2| X, — 1

Kontrolliere, dass n < 0.

Umwandeln in andere Darstellungsformen

Die Ebene E ist in Parameterform gegeben. Umwandlung in eine
Normalenform und die Achsenabschnittsform.



EX=a+A-u+u-v,L,uER

X 3 [ -1 -3
B %] =115 +A-[—l,5 +u-| 3 LALUER
*3l | 0| | 2 1
Ansatz:E:mw o (X —-a)=0
Berechnung von 3

Mit dem Vekiorprodukt: 77 = 77 « 7 (~ S. 136).
Mit dem Skalarprodukt: 77 o 77 =0 und 77 o 7 = 0 (/ S. 142).

|3| |3 .xl—?-'
Einsetzen Vonﬁ'z[z ergibt: E:| 2|0 |x,-1.5|=0«
|3 31 (x=0

3'(x1—3)+2(x2—1,5)+3(x3—0)20®
3%x,-9+2x,-34+3x3=0%

Normalenform: E: 3x; + 2x, + 3x; - 12 =0.

Andere Berechnungsmoglichkeit:

Esgit 0 =(@ -X)+A-7 + u-v mit A, p € R. Folglich sind die Vektoren
@ - X, u und ¥ linear abhdngig, d. h. ihre Determinante hat den Wert null.
(~ S. 140).

3-x, -1 -3
O=det(a -x,u,v)=|{1,5-x, -1,5 3

0-x, 2 1
=(3—x1}-{—1,5]-l+{—1}-3-{U—x3}+(—3}-{1,5—x2}-2

-(0-x,)-(-1,5)-(-3)-2-3:-(3-x)-1-(1,5-x,)-(-1)
=-45+1,5x, +3x, -9 +6x, +4,5x, - 18 + 6x, + 1,5 -x
= ?,le 4 sz + ?,5::3 - 30

Zusammenfassung: 7,5x; + 5x, + 7,5x3 - 30 =0 | : 2,5

2

Normalenform: E: 3x; + 2x, + 3x; - 12=0

Berechnung der Achsenabschnittsform:
. e
Achsenabschnittsform: E- Il + f ¥ Ii* =1

Die Ebene E ist in Normalenform gegeben.
Umwandlung in eine Parameterform.



E:6x1—4x2+2x3— 12=0
Wihle x; = A und x, = ¢ und setze in die

Ebenengleichung ein, so folgt:
6-N—dy+2x,-12=0 x3=6 - 31 + 24

%) A
E: xz = H —
|x3. ﬁ—3;{+2|u
X0 (0] 1| 0]
E:|%|= +A- +u-{1),A pueR.
%3/ 6 -3 12

Die Ebene E ist in Normalenform gegeben.
Umwandlung in die Hessesche Normalenform.

HNEvon K R Xp 405 X+ g

(~sgn ng) - N7 +n3 + N3
MitNg=—Ry @, = Ny 8Ny a, =0

Der Faktor \n FE 2 L n3 normiert den Normalenvektor auf Lange 1 und
der Faktor (- sgn n,) stellt sicher, dass nj < 0ist (. S. 161).
Fiir ny = 0 entfallt (- sgn #;) in der Formel.

E:x1—2‘x2+2'x3—9=0

% +(-2)-x,+2-x,+ (-9
HNF von E: — (2) -1 3 q( ]=
(-sgn (=9)) - 12+ (-2)% + 22
ixl—%x2+%x3—3=ﬂ

HNEF von E:

Die Funktion sgn (x) (lies: Signum von x) gibt das Vorzeichen
von x an. Es gilt:
sgn (x) = 1 fiir x > 0; sgn (x) = 0 fiir x = 0;
sgn (x) = -1 fir x < 0.

Lagebeziehungen



Lage im Koordinatensystem
Wir betrachten Ursprungsebenen und Parallelebenen zu den
Koordinatenebenen.

Die Gleichung der Ebene ist in Parameterform gegeben.

DieEbene £: X =a@ +A-T + - V., A u € R, geht durch den Ursprung, wenn die
Koordinaten des Ursprungs die Ebenengleichung erflllen. Dies gilt genau dann, wenn 5" von
U und 7 linear abhangig ist. (-~ S. 140)

) =2 —~1 = )
E: (X =45|+A- [-15|+u-| 3 A, ueR.
Ix'? _ll 2 I ]
0 -2 | -1 -3
(U]= Sl+A-|-15|+pu-| 3 | .
0f -1 2 1 Xg:
(I) 0=-2-1-3u T
(11) 0=45-151+3u < T
(I1T) O0=-1+21+pu E T

() + (I1) 0 = 2,5 - 2,5) i X
(I1) 0=45-150+3u<
(III) O0=-1+2A+y %

[

A=1 " g h,der Ursprung liegt in E.
= -1
g 0 E ist also eine Ursprungsebene.

Eine Ebene E ist parallel zu einer Koordinatenebene, wenn ihre beiden Richtungsvektoren bei
derselben Koordinate den Wert 0 haben.



1% 3 0 | 0
E: | %|=|1L5|+A-|-15]|+u- 3],
Ix_"il ﬂ | 2 I ].
A uelR.
E ist parallel zur x,-x;- Ebene.
E 1Xx,

:{"

P

X,

Die Gleichung der Ebene ist in Normalenenform gegeben.

Die Ebene E geht durch den Ursprung, wenn die Koordinaten des Ursprungs die
Ebenengleichung erflllen (Erkennungsmerkmal ng = 0).

E: x; + 2 - x, — x3 = 0 ist eine Ursprungsebene.

Die Ebene E ist parallel zu einer Koordinatenebene, wenn nur einer der Koeffizienten von null
verschieden ist.

E: x, = -3 ist eine Parallelebene zur x;-x;-Ebene.

Die Koordinatenebenen im R>:
x,-x,-Ebene: x; = 0;
x,-x3-Ebene: x, = 0;
x,-x3-Ebene: x; = 0.



Xa r

X_]-xg-Eben gl Xz‘Xg'Eben e

x1-%x:-Ebene
A1

Lage von Punkt und Ebene zueinander

Ein Punkt liegt genau dann in einer Ebene, wenn sein Ortsvektor bzw. seine Koordinaten die
Ebenengleichung erfullen.

EEX=a +A-W+p-V,A u € Rund P(p,|p,|ps)

%1 3 -1 =3
E|%|=|15|+A-[-15]+u-|3 L ueR
%] Yol {2/ 1
P(5|-33)

Den Ortsvektor p in die Geradengleichung einsetzen.



5 3 [ -1} (-3
—3]=(1,5 +A-|-15|+u-| 3 |

3/ 10| k2 1)

5= 3 - & - 3y

-3=15 -150 + 3y <=

3= 0+ 24 + p

(I) A+3u+ 2 =0

(II) 1,54 -3u-4,5 =0 <

(IIl) -2A- u+ 3 =0

([ +(il} 25} 25=0 A= 1
(I1) 150 -3u-45=0& u=-1
(T11) 20— u+ 3=0 2=0

Es gibt also kein Paar reeller Zahlen, das alle drei Gleichungen 16st. P liegt
also nicht in der Ebene E.
E:ny-x; 4+ n,- %, + 13- x3+ 1y =0 und Q (q;/q,/93)-
E: x| - 2x, + 2x5 - 9 =0 und Q (4/-1|1,5).
Die Koordinaten von Q in die Ebenengleichung einsetzen.
4-2.(-1)+2-15-9=094+2+3-9=0S0=0
Die Koordinaten von Q erfiillen die Ebenengleichung.
Q liegt in der Ebene E.

Thema:
Lage von Gerade und Ebene

Ebenengleichung in Parameterform:



— —— —=

Ug; Vi, h‘g i
linear unabhangig u, Ag

e e

Ug; Vg Uy
linear abhangig, A, Y g
Ug: Ve AcA,

linear unabhangig

A |

— - —

E E‘g

=)

—|-—|--—""

A
Ug Vi A e g
linear abhanglg
v

Ebenengleichung in Normalenform:



g und E haben genau einen Schnittpunkt.

T und 77" sind nicht orthogonal. g

g und E sind echt parallel.

o und 7" sind orthogonal. ’ﬂl' >
A liegt nicht in E. |-/J g
]
|
|
|
E
g liegt in E.

T und i’ sind orthogonal.

A liegtinE. A
u {x._,_',-/ g
/!
El;
E

Untersuchung der Lagebeziehung Gerade/Ebene
Die Gleichung der Ebene ist in Parameterform gegeben.




Eine Gerade und eine Ebene sind genau dann parallel, wenn ihre drei Richtungsvektoren
linear abhangig sind. (. S. 140)

Eine Gerade liegt genau dann in einer Ebene, wenn zusatzlich ein Punkt der Geraden in der
Ebene liegt.

Eine Gerade und eine Ebene haben genau dann genau einen Schnittpunkt, wenn ihre drei
Richtungsvektoren linear unabhangig sind. (- S. 140)

Eine Gerade und eine Ebene sind genau dann zueinander senkrecht (orthogonal), wenn
der Richtungsvektor der Geraden zu beiden Richtungsvektoren der Ebene orthogonal ist.

gX=p+o-u,ceR

)y A 1
g% =[ 3 -6,0e R
|x3| % -3
EX=a+A-V+u-w,LueR
P 3| [ -1 | (-3
E: % |=(1L5[+A-[-1,5{+u|3 [A,ueR
(X3 10 2 | 1

Untersuchung der drei Richtungsvektoren 7,7 und 3 auf lineare
Abhingigkeit (.~ S. 140):

1 -1 -3
det(u,v,w)=|-6 -15 3|=0.
i 2 1

#, v und 3 sind also linear abhédngig. ¢ und E sind parallel. Da P nicht in E
liegt (Beispiel ~ S. 166), sind g und E echt parallel.

Die Gleichung der Ebene ist in Normalenform gegeben.

Eine Gerade und eine Ebene sind genau dann parallel, wenn der Richtungsvektor der
Geraden und der Normalenvektor der Ebene orthogonal sind. (- S. 141 f.)

Eine Gerade liegt genau dann in einer Ebene, wenn zusatzlich ein Punkt der Geraden in der
Ebene liegt.

Eine Gerade und eine Ebene haben genau dann genau einen Schnittpunkt, wenn der
Richtungsvektor der Geraden und der Normalenvektor der Ebene nicht orthogonal sind.

Eine Gerade und eine Ebene sind genau dann zueinander senkrecht (orthogonal), wenn
der Richtungsvektor der Geraden und der Normalenvektor der Ebene linear abhangig sind.



k3 4 f 2
g: -xg = —"—1-,5‘ +x1 | =6 ,11 R
%] | 2 3

E: Tll-x1+n2-x2+n3°x3+n0=0
E.x1—2x2+2x3—9=0
Untersuchung von 7 und 7 auf Orthogonalitét (.~ S. 141 f.):

| 2 ) 1
mon=|ug —2]

|3 2
=214+ (-6)-(-2)
+3:-2=20=0

E& \?/'54

# und 7% sind nicht orthogonal, also haben g und E genau einen
Schnittpunkt.

Thema:
Lage von zwei Ebenen zueinander

Ebenengleichungen in Parameterform



linear unabhangig

Ups Vi U, UNd U5 V3 Vi

linear abhangig,
Ug: Ve Ag Ag und U 7 A A

linear unabhangig

_'.. _'.._"' _‘. _‘. ==
Ug: Ve, i und o Vo v

linear abhangig,
Ug: Vei AgAp und T 7 AL A
linear abhangig

Ebenengleichungen in Normalenform



n und i1] sind nicht kollinear.

ng undFF’ sind kollinear
und A_ liegt nicht in E.

ng und . sind kollinear
und A_ liegt in E.

Untersuchung der Lagebeziehung Ebene/Ebene
m Die Gleichungen beider Ebenen sind in Parameterform gegeben.
Elzf=z+lv?+y~?,l,pelﬂ

EiXx=b+o-w+71-2,0,1eR



Zwei Ebenen £, und £, sind genau dann parallel, wenn die Richtungsvektoren ij’, ¥ und
w und die Richtungsvektoren ij’, ¥ und Z linear abhingig (komplanar) sind. (- S. 127)

Zwei Ebenen E; und E, sind genau dann identisch, wenn zusatzlich ein Punkt der einen
Ebene in der anderen Ebene liegt.

Zwei Ebenen E; und E, haben genau dann eine Schnittgerade, wenn die
Richtungsvektoren 7', ¥ und {37 oder die Richtungsvektoren 7', ¥ und 7 linear unabhangig
sind.

BT 3 -1
E:|%|=|3|+A-[2|+pu-|-2)AueR

| X3 5 1 1

*1| (4 -4 2
Ej|*2[=|3|+0-|-4|+7-|0f,0,TeR

Xy 1 0 2

Unter-suchung der drei Richtungsvektoren 7', 7', w und %/, ¥, Z" auf lineare
Abhangigkeit (.~ S. 140):

3 -1 -4
det(@, vV, w)=[2 -2 -4|=0

1 1 0

-
det(w,v,z)=12 -2 0| =0

I 12

—_

w,v,wund i, V, 7z sind linear abhéngig und somit sind E; und E, parallel.
Uberpriifung, ob A € E,:

1 4 —4 (2 l1=4-40+ 21 1.=8
3|=(3|+0-|-4|+T1T-|0] = 3=3-40+01r & 0=0
51 0 12 5=1+00+27 T=2

Es gibt kein Paar reeller Zahlen, das alle drei Gleichungén erfillt. D. h. A
liegt nicht in E,, also sind E; und E, echt parallel.

Die Gleichungen beider Ebenen sind in Normalenform gegeben.

Zwei Ebenen sind genau dann parallel, wenn ihre Normalenvektoren linear abhangig
(kollinear) sind. (~ S. 126)



Die Ebenen sind genau dann identisch, wenn sich eine Ebenengleichung durch
Multiplikation mit einer reellen Zahl in die andere Gleichung umformen lasst.

Zwei Ebenen haben genau dann eine Schnittgerade, wenn ihre Normalenvektoren linear
unabhangig sind.

Zwei Ebenen sind genau dann zueinander senkrecht (orthogonal), wenn ihre
Normalenvektoren orthogonal sind.

Ei:ng-x;+n,-x,+n3-x3+n,=0

Eyxmy-x;+my-xy+my-x3+my=0

Ei:x;-%+x3+1=0;E;:x; +2%x, - x3-5=0

Untersuchung der Normalenvektoren auf lineare Abhéngigkeit:
1| (1) 1= A A= 1

(—1 =;]I.‘[ 2 ]@ -1=21 & A=-05

| 11 =1 1=-A A= -1

d. h., die Normalenvektoren sind linear unabhingig.

E, und E, besitzen also eine Schnittgerade.

Untersuchung von 777 und 77 auf Orthogonalitét: (.~ S. 141 f.)
i l 1 |

[ -1 2
<l -1

E, und E, sind nicht zueinander senkrecht.

o

=1-14(-1)-2+1-(-1)=-220

Eine Gleichung der beiden Ebenen ist in Koordinatenform, die andere
in Parameterform gegeben.

Die Ebenen sind genau dann parallel, wenn der Normalenvektor der einen Ebene
orthogonal zu beiden Richtungsvektoren der anderen Ebene ist. (- S. 134 f.)

Die Ebenen sind genau dann identisch, wenn zusatzlich ein Punkt der einen Ebene in der
anderen Ebene liegt.

Zwei Ebenen haben genau dann eine Schnittgerade, wenn der Normalenvektor der einen
Ebene nicht orthogonal zu einem Richtungsvektor der anderen Ebene ist.

Zwei Ebenen sind genau dann zueinander senkrecht (orthogonal), wenn der
Normalenvektor der einen Ebene und die Richtungsvektoren der anderen Ebene linear
abhangig (komplanar) sind. (- S. 127)



El: Ay X, T Hy Xy + 1y Xy 110=ﬂ
Ez: :x_* :E. + .I'}i . H‘ + I.I'I t TL'T} r’}ly |£I E IR.:,

1%\ 3 [ -1 | [—3)
E;|%|=[15]+21-|-15 +|u-[ 3],,1,,;;-511{.
Ix_"il 0 I 2 i \ l
Untersuchung von 77 und 77 bzw. 7 und 7 auf Orthogonalitat: (.~ S. 141 f.)
[ -1} (3 (=3 (3]
won=|-15|0|2|=0,Vor =|3]0[2]=0
| 2 3 1 \3

Sowohl 7 und 77" als auch 7 und 7 sind orthogonal.

E, und E, sind also parallel.

Untersuchung auf Identitit (Liegt A(3|1,5|0) in E;?):
3:3+2-1,5+3-0-2=0< 10 = 0; falsche Aussage, d. h., A liegt nicht in
E,.

E, und E, sind echt parallel.

Schnitte mit Ebenen

Schnitte von Gerade und Ebene
Zur Schnittpunktsbestimmung wird ein Gleichungssystem gelost, das aus
den beiden Gleichungen gebildet wird.

Besitzt das Gleichungssystem keine Losung, so sind Gerade und Ebene
echt parallel.

Gibt es genau eine Losung, so liefert sie den Schnittpunkt.

Gibt es unendlich viele Losungen, so liegt die Gerade in der Ebene.

Die Gleichung der Ebene ist in Parameterform gegeben.

Zur Schnittpunktsbestimmung werden der allgemeine
Geradenpunkt und der allgemeine Ebenenpunkt gleichgesetzt.



gxX=ad+A-w, eR,und
E:F=F+IH-F+(T'W,:H}GEIR
B3 3 4
g% =({]' +A-|-1,AeR
|x3I 11 2
e 2 1} -3
E:|%|=|1|+4-|-1|+to-|1 |,u.oeR
X, -1 -1 4
3 4 2 1 -3
gNE:|0|+A- —1]=(1 t+u-|-1|+o-|1 |
1 2 -1 -1 4
4 1 -3 2 3
A-(—l —ue-1]-a-[1]=[1 —[{} =
2 -1 | 4 -1 |1

40 - pu+30 =-1 A=-04
A+ u- o0 =1 & u=1,2 (Beispiel . S.118)
20 + p-4do =-2 o=0,6

Man erhilt die Koordinaten des Schnittpunktes S, indem man
entweder A = - 0,4 in die Gleichung fiir g oder 4 = 1,2 und o = 0,6 in die
Gleichung fiir E einsetzt.

IHI 3 4 ]-34

S21=( 0]+ (-04) - —1]= 0,4| oder

s, 11 2 0,2

I51 2 1 -3 1>4|
S1=11)+1,2-]1-1]+0,6-]1|=|0,4
§ -1 =] | 4 0,2

3
g und E haben den Schnittpunkt $(1,4|0,4/0,2).

Ist bekannt, dass ¢ und E einen Schnittpunkt haben, geniigt es,
den Parameter A der Geradengleichung zu bestimmen.

Die Gleichung der Ebene ist in Normalenform gegeben.
Durch das Einsetzen der Koordinaten der Geradengleichung in die
Normalenform der Ebenengleichung erhélt man eine Gleichung, deren
Losung bestimmt wird.



g:f=ﬁ+ﬂ-ﬁ,;¥eﬂ

.?Cl' i 4 ! |2|
g: 'xg :[—4,5 +,f]|.' -6 ,J]I.E[R
|x3 \ 2 | | 3

E: R X+ M, Xyt Ny X, + ﬂ[:,:[}

E:Jnc1 —2-x2+2-x3—9={}
gNE(4+21) -2+ (-45-61)+2-(2+31)-9=0<>

4+21+9+12 +4+61-9=0<=20l=-8<= 1=-04

Setzt man A = -0,4 in die Geradengleichung ein, erhdlt man die Koordinaten
des Schnittpunktes S:

[$1) [ 4 ) fay 133
(~“‘z]=(—4,5 +(-04)-|-6 =[—2,1 ; $(3,2-2,10,8)
5 2 | | 3 | 0,8

3

Schnitte von Ebenen
Zur Schnittpunktsbestimmung wird ein Gleichungssystem geldst, das aus
den beiden Gleichungen gebildet wird.

Besitzt das Gleichungssystem keine Losung, so sind die Ebenen echt
parallel.

Gibt es unendlich viele Losungen, so gibt es entweder eine Schnittgerade
oder die Ebenen sind identisch. (~ S. 174 1.)

Die Gleichungen der beiden Ebenen sind in Parameterform gegeben.

Durch das Verkniipfen der beiden Gleichungen erhidlt man ein
Gleichungssystem (3 Gleichungen mit 4 Variablen). Existiert eine
Schnittgerade, so liefert das Losen des Gleichungssystems eine Beziehung
zwischen den Parametern der einen Ebenengleichung. Das Einsetzen dieser
Beziehung in die zugehorige Ebenengleichung liefert eine Gleichung der
Schnittgeraden.



EIZE=E+;1'H+#'F,;1,FE[R
Exx=b+o-wW+tr-Z,0,TeR
% 1 0 4
E;:|%|=(0 +A |1 +p- (2 hpueR
Xs) 1 0 2
1l (2 1 1
Ez: Xl=|1]+0-|1]|+T-|0,0TeR
X, 1 1 1
041
det(z,v,w)=|12 1|= -220.(75.140u.S5.169)
021

Die Richtungsvektoren 77, 7 und 37 sind linear unabhingig. Also haben E,
und E, eine Schnittgerade.
Bestimmung der Schnittgeraden

1 0 4\ (2 1 1
ENE:|0|+A-|1[+u-|2|=|1|to-|1]|+T- {}]
1 0 2 1 1 1

Nach den drei linear unabhingigen Richtungsvektoren 7, 7 und 3
auflosen:

(0 4 1 2 1 1
A-]+y-2—::r]=]]—ﬂ+:r-ﬂ]

0 2 1 1 1 1
(1) dp-o=1+1 (1) — (IIT) 2 =1
(II) A+2u-o0=1 = (II) A+ 2p-o0=1 <
(IIT) 2u-o=1 (III) 2u-o=r1
u=0,5
A-o=0
l-o=r1

Das Einsetzen von p = 0,5 in die Gleichung von E; bzw. von 1 - 0 = 7 in die
Gleichung von E, liefert eine Gleichung der Schnittgeraden g:



1 1 0 4
g% =['[]' +A-|1]+0,5-[2,AeR
X0 11 0 2
Edl 3 0
g2:|*2 =(l +A-[1,AeR
x| 12 0
bzw.
50 2 1 1
gl *%|=|1|+0o-|1|+(1-0)-|0],0e R
x| \1 1 1
%1} (3 0
g Xl=|1|+o0-|1],0eR
x| |2 0

Die Gleichung der einen Ebene ist in Parameterform gegeben, die der
anderen Ebene in Normalenform.

Man setzt die Koordinaten der Ebenengleichung in
Parameterform in die Normalenform der anderen Ebenengleichung ein.
Existiert eine Schnittgerade, so erhdlt man eine Beziehung zwischen den
Parametern. Das Einsetzen dieser Beziehung in die zugehorige
Ebenengleichung liefert eine Gleichung der Schnittgeraden.

El:f=ﬁ+;1-ﬁ+y-?,;l,gieﬂ

% 1 0] 4
E: Xl=10[+A-|1]+p- 2],&,;;*&]1{
Xy 1 0 \2

Eyxn -x, +0, - x,+n,-x,+n,=0

Eyxx,+2-%,-x,-5=0
ENE;(1+0A+4u)+2-(0+1A+2u)-(1+0A+24)-5=0

S 2U+6u-5=0=A1=-3u+25

Setzt man A = -3y + 2,5 in die Gleichung von E; ein, so erhdlt man eine
Gleichung der Schnittgeraden g:



e (IR 0 4
g: 1% =[E} +(-3u+2,5)-|1|+u-|2],ueR
2l A 0 2
.3 1 I 4
gl *2|=|25|+u-|-1,ueR
=S 2

Die Gleichungen der beiden Ebenen sind in Normalenform gegeben.
Ei:ng-x;+n,-x,+n3-x3+n;=0
Eyymy-x;+my-xy+my-x3+my=0
Eiix;—x+x3+1=0;E,:x; +2x,-x3-5=0
E, und E, besitzen eine Schnittgerade. (Beispiel ~ S. 174)
Bilde aus den beiden Ebenengleichungen und z. B. x; = A ein
Gleichungssystem, setze in beiden Gleichungen x; = A und 16se dann nach
X1, X, und x5 auf:

(I x,=A (I) x,=A

() x,-x,+x,+1=0 < (D)+(0) 2-A+x,-4=0%
(I) x, +2-x,-x,-5=0 (1) X,=A+2x,-5

X =A %1 [0 1

x,=4-2-4 ENE=g|%|=(4|+A-|-2,AeR.

gy=3 =3l *3 13 \-3

Oder: Ein Richtungsvektor der Schnittgeraden ist das Vektorprodukt (. S.
136) der beiden Normalenvektoren der Ebenen. Einen Punkt der
Schnittgeraden erhdlt man z. B. durch den Schnitt entsprechender

Spurgeraden (- S. 182) beider Ebenen. Ansatz: ¢: ¥ =@ +1- 7,1 € R.

1 1 [=1+[=1)=1+2Y (=1
w=nmxm=|-1|x|2]|=|1-1-1-(-1) |=]| 2
1/ \-1/ {1-2-(-1)-1] |3

Spurgeraden von E; bzw. E, in der x1-x3-Ebene, d. h. x, = 0: g1 x; + x5 + 1 =
0bzw. g: x; —x3-5=0

o D +{AD 2, -4=0 _ x,= 2

(D - () 2x,+6=0  x,=-3

M x+x,+1=

0
(II) x -x,-5=0



Der Schnittpunkt ist A (2|0[-3).

&

| X

[
ﬂ ,J]I.E[R

A[

X

1
2
3l
Thema:

Spurpunkte und Spurgeraden

Ein Schnittpunkt einer Geraden mit einer Koordinatenebene heilst Spurpunkt.

X

1 1 1
g% =[1]|+A- -1, L ER
x,| \4 5

Bestimmung des Spurpunktes S, in der x,-x;-Ebene (x; = 0):

Einsetzen von x; = 1 + A in die Ebenengleichung x; = 0.

1 +A=0<%A=-1.Den Punkt der Geraden g fiir den Parameter A = -1
bestimmen: Spurpunkt S,(0/2|6).

Bestimmung des Spurpunktes S, in der x;-x;-Ebene (x, = 0):

1 -1 =0<% A= 1.Spurpunkt S,(2[0[2).

Bestimmung des Spurpunktes Spurpunkt S; in der x;-x,-Ebene (x5 =
0):

4 - 2)1 =0 <> A = 2. Spurpunkt S; (3|- 1|0).



[
L

537/ x3=0
i
X

1

Eine Schnittgerade einer Ebene mit einer Koordinatenebene heilst Spurgerade.

Xy 3 2 -3
E: | %|=|15[+A-| 3 |+p-|3 AhpueR
X, 0 -4 1

Bestimmung der Spurgeraden g;, in der x;-x,-Ebene (x; = 0):

— A+ =0 u=4) (~ S.181)

Das Einsetzen von y = 41 in die Gleichung von E ergibt die Spurgerade
812}

) 31 2 -3
g %2 = 1,5 +A-|3|+4A-| 3 ,AeR;
Xy 0 | -4 1
s 3 -10
gt | %] =15 +2-[ 15 A eR.
X5 0 0

Bestimmung der Spurgeraden g,5 in der x,-x;-Ebene (x; = 0): 3 + 21 -

3u=0& A =-1,5+ 1,5
A =-1,5+ 1,5 in die Gleichung von E einsetzen:



T O [ 0
813 |2 =(—3 +u-|7.5LuelR
X, 6 -5
Genauso:
X\ 9
83| %2[=|0|+p-
X5 2

Schnittwinkel bei Ebenen

Fir die Berechnung der Schnittwinkel miissen die
Ebenengleichungen in Normalenform vorliegen. Andernfalls miissen sie

vorher umgewandelt werden (.~ S. 162 f.).

Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene
X =a+A- U, A€RUdE (X -a)=0

Unter dem Schnittwinkel ¢ zwischen einer Geraden g und einer Ebenen E versteht man
den nicht stumpfen Winkel zwischen der Geraden und ihrer senkrechten Projektion gg in der

Ebene (-~ S. 143).

Ist w der Winkel zwischen dem Richtungsvektor i der Geraden und dem Normalenvektor 77
der Ebene, so gilt fir den Schnittwinkel ¢: ¢ = 90° — y,

T o7
7] 1n']

Sy
1T o Rl

mit cOs Y = a1
1T |- 17|

und sin ¢ =



s |
b /e
_.-f gE
E r,f’
(X -2 3
gl %= 7 |+A-|2 ,J.EIR;E:ZII—EiJcE-I-ij-I-LI:U
X5 2 11
(3 s
2l01-6
) 1 3 i
sin ¢ = =—
V324224124224 (-6)*+ 32 V14-49
_ 3 o
=sin”! —— =~ 6,6°
! 7.V14

Schnittwinkel zwischen Ebenen
El: o r:] E]'
n, o(x - b)=

Unter dem Schnittwinkel ¢ zwischen zwei verschiedenen Ebenen E; und E, versteht man
den nicht stumpfen Winkel zwischen ihren Normalenvektoren W und ﬁ;.

Flr den Schnittwinkel ¢ der Ebenen E; und E; gilt:
|”1 ° ”z

Cos ¢ =



E;:2x,-6x,+3x,+4=0 und

Ez: 1,5x1—x2+3x3— =1 )
B 1,5
—-6]o)-1
cos @ = 3/ 13 = 1%:,

V224 (=6)2 +32.41,52 + (-1)2 + 32 7~

A1 -1 ].8 i o
P ERDE e ~ 43

Thema:
Abstand von Ebenen

Abstand eines Punktes von einer Ebene

Der Abstand d(P; E) eines Punktes P von
einer Ebene E ist gleich dem Betrag des F
Verbindungsvektors pg vom Punkt P
zum LotfuBpunkt F des Lotes von P auf
E.

d(P; E) = |PF| x

Abstand einer Geraden von einer parallelen Ebene

Der Abstand d(g; E) einer Geraden g



von einer parallelen Ebene E ist gleich P
dem Abstand eines beliebigen Punktes P xy g
der Geraden von der Ebene.

d(g; E) =d(P; E)

L

Abstand zweier paralleler Ebenen

/E
Der Abstand d(E; E,) zweier paralleler
Ebenen E; und E; ist gleich dem % P?.:
Abstand eines beliebigen Punktes P der 5
einen Ebene £, von der anderen Ebene 1 ]
/

Es.
qE . E5)

e

d(E1,' Ez) =d(P; Ez)

Abstandsberechnungen bei Punkt und Ebene

Die Gleichung der Ebene ist in Parameterform gegeben.
Man erhilt den Lotfuf3punkt F, indem man die Lotgerade h zu E
durch P mit der Ebene E zum Schnitt bringt. Ein Richtungsvektor 7 fiir die

Lotgerade ist das Vektorprodukt (.~ S. 136) aus den Richtungsvektoren 7
und 7 der Ebene.
hx=p +A. (W xV)AER.

Ein Richtungsvektor 77 kann auch mit dem Skalarprodukt bestimmt werden:
Fom=0undioy =0("S.1421).

Einfacher ist es meist, die Ebenengleichung in Hessesche Normalenform
umzuwandeln (~ S. 161 f.) und damit den Abstand zu bestimmen.

Die Gleichung der Ebene ist in Hessescher Normalenform gegeben.



HNF von E:77%0 (¥ - @) =0 (mit %0 @ = 0); P(p{|p,|p3)-

d,=n% (p -ad)= n” - P, +n% p, + N3 - p5 + nj mit
Ng == n? - d, n?_ a, =Nz d, heifst gerlchteter Abstand des Punktes P von

Istd,> liegen P und der Ursprung auf verschiedenen Seiten von E.

0,

Istd, = liegt P in der Ebene E.

0,

Ist d, < liegen P und der Ursprung auf derselben Seite von E.

0,

1 2 2%
HNF von E: 3%~ 3%t 3%, - 3 = 0; P(6|3]-3).
- 2 oy =y =0 0 0 0 _

dy=00(p -a@)=n]-p +ny-p,+ny-p,+ng=
,15 6—% 3+— (-3)-3=2-2-2-3=-5d(BE) =|d,|=5.

P und der Ursprung liegen auf derselben Seite der Ebene E.

Thema:
Spiegelungen

Spiegelung eines Punktes P an einer Ebene E
Die Normale durch P zur Ebene E schneidet E im Lotfuflpunkt F. Fiir
den Sp1egelpunkt P’ gilt dann:

p p+’?PFoderp p—zd D( . 186 £)



Spiegelung einer Gerade g an einer Ebene E

Die gespiegelte Gerade erhdlt man durch Spiegelung zweier Punkte der
Geraden g an der Ebene E.

Ist die Gerade g parallel zur Ebene E, geniigt es einen Punkt der
Geraden zu spiegeln, da die Richtung der gespiegelten Gerade gleich
der Richtung von g ist.

4.5

Kreis- und Kugelgleichungen



Eine Gleichung des Kreises k(M; r) um den Mittelpunkt M(m,|m,) mit dem Radius r € R*
lautet:
in Vektorform: (E' - n_",l}}z =rs
in Koordinatenform: (x; —m;)? + (x, — m,)? = r?;
X,=m,+r-cost
in Parameterform:

0=t < 2nm).
x;_,:m2+r-5|nt

Kreis um den Mittelpunkt M(4|-3) mit dem Radius 5.

1 4 \\2 4
In Vektorform (f - (_3)] = 5%,

In Koordinatenform: (x, - 4)* + (x, + 3)* = 5%

xl:4+5+c051‘

In Parameterform: (0<t<2m).

X,==3+5-8int

i



Eine Gleichung der Kugel k(M; r) um den Mittelpunkt M(m,|m,|m3) mit dem Radius r € R*
lautet:

in Vektorform: X -m)2=r?
in Koordinatenform: (x, — m.l}2 + (X, — mz]l2 + (6 — m3)2 =r?
X, =M, +r-COSU - COoSV

; : _n < U< n
in Parameterform: { x,=m,+r-cosu-sinv | 2~ 2
Xg=my+r-sinu s v i
Kugel um den Mittelpunkt M(2|-1|3) mit dem Radius 4.
2 2
In Vektorform: x -|-1]| =4~
=
In Koordinatenform: (x, - 2)% + (x, + 1)* + (x, - 3)* = 4%
X, = 2+4-.-COSU-COSV
3 1 . _ E < U= E
In Parameterform: {x,=-1+4-cosu-sinv |~ 3 =%=73]|
X;= 3+4-sinu. 0=v<2n



Thema:
Polar- und Kugelkoordinaten

Statt durch kartesische Koordinaten kann die Lage eines Punktes im
Koordinatensystem auch durch den Abstand vom Ursprung und durch
die Winkel, die sein Ortsvektor mit den Koordinatenachsen bildet,
angegeben werden.

Im R? heiRen r und ¢ Polarkoordinaten des Punktes P. P(rlp), r € R*, und ¢ € [0°;
360°].

Fiir die kartesischen Koordinaten p, und p, des Punktes P gilt:

pp=r-cos¢

py=r-sin ¢
Xz“‘
e e | P(r|¢)
|
e
|
|
|
r ! .
0 ’61 X

Im R3 heiRen r, ¢ und 8 Kugelkoordinaten des Punktes P. P(rlp|9), r € R*, ¢ € [0°;
360°[ und 8 € [-90°; 90°].

Fiir die kartesischen Koordinaten p,, p,, p; des Punktes P gilt:
py=r-cosd-cos @

py=r-cosV-sin ¢

p3=r-sind



JI.X
Py |73
b
b
%
n P(rlo]9)
|
25 1 1 s
ey : f..-'l };
e I s P2 2
~
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P _____
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Thema:
Lagebeziehungen von Kreis und Kugel

Ein Punkt P kann beziiglich eines Kreises im R? bzw. einer Kugel im R> mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r

auBerhalb von k(M; 1) liegen (< (p"—m ) -r2> 0),
auf k(M;r) liegen e (p-m)*-r2=0),
innerhalb von k(M; 1) liegen (< (p —m )*-r?<0).

Eine Gerade, die einen Kreis im RZ bzw. eine Kugel im R3
« in genau zwei Punkten schneidet, heilst Sekante.

« in genau einem Punkt beruhrt, heilst Tangente.

« in keinem Punkt schneidet, heilSt Passante.



X_ & 2
2 ‘-I‘:‘“
@ &
.- B ¥/ g
x=b e “ I%‘_'
X . b
b-m a
,.--""f
X B" M
m
0 X,

Gleichungen der Tangente im Punkt B(b,|b,) an den Kreis k(M; r) um den Mittelpunkt
M(m4|m,) mit dem Radius r sind: (E} i n_-f} o {? _ H} — () oder

—

(b-m)o(X -m)=r?

<b1 - m1)(X1 - b1) + (bz - mz)(Xz - bz) = O Oder (b1 - m1)(X1 - m1) + (bz - mz)(Xz - mz)

=r.

Eine Ebene E kann eine Kugel k(M; r) im R3

in keinem Punkt schneiden (d(M; E) > r),
in genau einem Punkt beruhren (d(M; E) =), die Ebene heist dann Tangentialebene an

die Kugel,
in genau einer Kreislinie schneiden (d(M; E) <r).
Der Mittelpunkt M’ des Schnittkreises ist der LotfulSpunkt des Lotes von M auf E, und fir den

Radius r’ des Schnittkreises gilt: p' — J_rz = d(M;E‘,E.




Gleichungen der Tangentialebene im Punkt B(b,|b,|bs) an die Kugel k(M; r) um den
Mittelpunkt M(m,|m,|m3) mit dem Radius r sind in Vektouform:

(B-77) o (¥-B) =0 oder (b- ) o (¥ - ) = 2
bzw.
(b1 _m1) (X1 _b1)+(b2_m2) (Xz_b2)+(b3_m3) (X3_b3)=0

(b1 _m1) (X1 _m1) ar (b2 _mz) (Xz _mz) ar (b3 _m3) (X3_m3) =r2.

4.6 Matrizen

Rechnen mit Matrizen



a a a a

11 12 { JE £ e 1n

_ _ a,, a, a, ..a
Eine (m, n)-Matrix A TR T 2 | hesteht

am’i amz amB Gmn

(@11 Gy G4z -~ Ay,
aus m Zeilenvektoren (Ay, Gyp Gyy - Gy

{ami amz ama RS amn}

iﬂ',” GIZ ('J"n

a a a
bzw. n Spaltenvektoren| 2'|,| 2| ...,| .2

Al [Tm2 o

Die Vektoren des R? bzw. R3 sind Spaltenvektoren und koénnen als (2, 1)-
bzw. (3, 1)-Matrizen aufgefasst werden.

Man addiert bzw. subtrahiert zwei (m, n)-Matrizen, indem man die Elemente mit gleichen
Indizes addiert bzw. subtrahiert.
b b

d,y ... 4y, b

11 y frle s 1n
Ay Gy o+ Gon | |Par Popeee Dy |
Il:'IH t bH 012 T b'IZ Gm A b1n
021 X b21 022 o bEE Gzn hx bzn
am1 na IE“']'rr?‘l am?_ = me I[ﬁrﬂn + bmn

Fir die Matrizenaddition gelten das Kommutativgesetz und das
Assoziativgesetz.

Man multipliziert eine (m, n)-Matrix mit einer reellen Zahl r, indem man jedes Element mit der
reellen Zahl multipliziert.



ra,, ra,, ... rda,,

1n
i Ay, Gy --- 4y - s o e e B
A G-+ A0 ra . Fa. o ...bd..

Fir die Multiplikation einer Matix mit einer reellen Zahl gilt das
Distributivgesetz.

Man multipliziert eine (m, n)-Matrix von m Zeilen und n Spalten mit einer (n, p)-Matrix von n
Zeilen und p Spalten, indem man jeden Zeilenvektor der ersten Matrix mit jedem
Spaltenvektor der zweiten Matrix skalar multipliziert. Man erhalt als Ergebnis eine (m, p)-

Matrix.

=1
b b il -
R P
Ay Gy Gy ... Ay b b Z%;b_ﬂ“*zﬂz;b;p
y, G55 Gyy ... azn 21 g _ i=1 j=1
; a . a: b31 bgp
m1 m2 m2 - mn . . .

5 1 ll.l b. jJ H
1] ﬂp PR ]
E A brl E gbp

-_..
1]
it
s
1]
[—

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ.

5.4 (1)~ }] (14

3 i | B}
| -0,5-5+1-(-4)] |-6,5)

\-05 1/ \-4/"
Eine (n, n)-Matrix kann potenziert werden.

rf=l) & 1) 1] _(4 -3)
-1)+1-1 /°

(7 Wi B f o SO _[ 2+ (-1)-0 2
J l 0-2+1-0 0-

Thema:
Abbildungsmatrizen



Affine Abbildungen (Verschiebungen,
Streckungen

zentrische

und  Scherungen)

Drehungen, Spiegelungen,
sind durch eine

Abbildungsgleichung gekennzeichnet, die einem Punkt X mit dem
Ortsvektor ¥ einen Bildpunkt X' mit dem Ortsvektor ¥* zuordnet:

X'=A-X+7

ac e
it (b ,-_-_.'J heilt Abbildungsmatrix und V = [fJ heilt Verschiebungsvektor.

Abbildung

Spiegelung an
der Geraden mit
der Gleichung
¥y=m -x mit

m = tan ¢.

Drehung um den
Ursprung mit
Drehwinkel ¢.

Zentrische Stre-
ckung mit dem
Ursprung als Zen-

trum und dem
Faktor k(k = 0).

Scherung mit
dem Scherungs-
winkel ¢ und der
x-Achse als Sche-
rungsachse.

Thema:
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Ubergangsmatrizen

Matrix

cos 2¢
sin 2¢

sin 2¢
—cos 2¢

€os ¢ —sin @
sing €O5¢Q

_|k O
A=(§ 2

1 tan-;:-]
A*(n 1



Die Menge von Grof3en, die sich gegenseitig beeinflussen, heilst System. Die
momentane Situation eines Systems wird mit einem Zustandsvektor beschrieben.

Jahrliche Bevolkerungsentwicklung eines Landes aufgespaltet nach
Kindern (unter 18 Jahren), Frauen und Miannern.

| Kk i
Der Zustandsvektor T-r; = | F, | gibt die Anzahl der Kinder,
M,
Frauen und Minner im k-ten Jahr an. Die Veranderungen (Uberginge)
im Zeitraum eines Jahres (Kinder werden erwachsen, Frauen
bekommen Kinder, Sterbefille treten auf) koénnen in einem
Pfeildiagramm veranschaulicht werden:

0,94

KF; K.fr+1
02
Fi S
0,03
M » M.,

0,87

Lasst sich die gegenseitige Beeinflussung der Groflen eines Systems
durch ein lineares Gleichungssystem beschreiben, so konnen die
gegenseitigen ~ Abhingigkeiten  in  einer = Ubergangsmatrix
zusammengefasst werden.

(Fortsetzung)
094K +0,2F + OM =K

002K, +09F + OM,=F,,
003K, + OF,+087M,=M,

Unter Verwendung der Matrixschreibweise:



(K.} (09402 0 | K]
Fe.1=10.0209 o ||F
M,/ 10,03 0 087/ |M,
094 0,2 0 ]
A=|0,02 09 0 |istdann die Ubergangsmatrix.
0,03 0 0,87

Ein System heilSt geschlossen, wenn keine aufSeren Einflisse auftreten, andernfalls
heifst es offen.

Konstante duflere Einfliisse werden durch die Addition eines festen
Vektors berticksichtigt.
(Fortsetzung)

Nimmt man an, dass die jahrliche Zuwanderung unabhéngig von den
systemimmanenten Groflen ist, kann sie durch einen konstanten
Vektor erfasst werden. Die jahrliche Abwanderung ist abhéngig von der
Bevolkerungszahl und kann deshalb (wie die Sterbefille) in der
Ubergangsmatrix beriicksichtigt werden.

(K, .| (093 0,19 0 | (K.} /0,05
M, .| 10,02 0 083 M| 10,08

Sind Zustandsvektor i._f;, Ubergangsmatrix A und konstanter Vektor & gegeben, so gilt
. -— —— —  —
fir den neuen Zustandsvektor v iV, ,=A -V + C.



Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik

5.1

Merkmale und Skalen

Es ist Aufgabe der beschreibenden Statistik, gewonnene Daten
aufzubereiten. Bei statistischen Erhebungen werden an einer Auswahl
(Stichprobe ~ S. 235) von Merkmalstrdgern aus einer Grundgesamtheit die
interessierenden Merkmale in bestimmten Merkmalsausprigungen
gewonnen. Aus den Daten der Erhebung wird dann auf die
Merkmalsauspragungen in der Grundgesamtheit geschlossen.

Merkmalstrager Merkmal Merkmalsauspragungen
Menschen Familienstand led., verh., verw., gesch.
Menschen Geburtsmonat Jan., Feb., ..., Dez.
Menschen Korpergrofie Korpergrofde in cm

Muinze Seite Zahl, Kopf

Woiirfel Augenzahl 1,2,3,4,5,6

Die Menge der Merkmalsauspriagungen wird mit S bezeichnet, ihre
Elemente werden mit ay, a,, ..., g, bezeichnet.

S={apay ..o kEN

Die Merkmalsauspragungen werden mit verschiedenen Skalen gemessen:
Nominalskala: Die Merkmalsauspragungen dienen nur der Klassifizierung.



Familienstand (led., verh., verw., gesch.)
Geschlecht (w, m)
Ordinalskala oder Rangskala: Die Merkmalsausprigungen bringen
zusitzlich eine Rangfolge zum Ausdruck.
Einlauf bei Rennen (1. Sieger, 2. Sieger, ...)
Intervallskala: Zusitzlich haben aufeinanderfolgende Skalenwerte gleiche
Abstande.

Intelligenzquotient

Noten (bei Gleichverteilung der Punkte)
Verhdiiltnisskala  oder  absolute Skala: Zusitzlich stehen  die
Merkmalsauspriagungen in Bezug zum Skalennullpunkt.

Koérpergrofie (in cm)
Gewicht (in kg)

Aufbereitung von Stichprobenwerten

Werden die Daten (Stichprobenwerte x,, ... x;,) so notiert, wie sie sich bei der
statistischen Erhebung nacheinander ergeben, so nennt man das Ergebnis eine Urliste.

Alter der Schiiler eines Kurses:
Urliste: 17,17, 19, 18, 17, 18, 19, 18, 18, 17,

20, 18,17,19,17, 16, 19, 18, 18, 18.
Menge der Merkmalsauspragungen: S = {16, 17, 18, 19, 20}.
Die 20 Stichprobenwerte haben 5 Merkmalsauspragungen.

Die einfachste Aufbereitung der durch die Urliste gegebenen
Stichprobenwerte ist die Strichliste.

Kommt eine Merkmalsauspragung g; in der Urliste mit n Stichprobenwerten ni-mal vor, so
heil3t n; die absolute Hdufigkeit und h(a,) = n, : n relative Hdufigkeit von a; in der

Urliste.
Bei Merkmalsauspragungen ay, ..., g, die mit mindestens einer Ordinalskala gemessen

werden, heifst die Summe der Haufigkeiten n; bzw. h(a) Summenhdufigkeit oder
kumulative Hdufigkeit.



In  Hdufigkeitstabellen ~werden den Merkmalsauspriagungen ihre
Héufigkeiten zugeordnet.
Altersverteilung des Kurses:

a; Strichliste n; h(a;) Summenhaufigkeiten
16 | 1 5% 125%

17 il 6 30% 7 235%

18 Il 8 40% 152 75%

19 [ 4 20% 19 = 95%

20 | 1 5% 20 = 100%

Werden in der Urliste verschiedene Merkmalsauspragungen zu einer Auspragung
zusammengefasst, so spricht man von einer Kategorisierung der Stichprobenwerte. (. S.
207)

Altersverteilung des Kurses

Kategorie Haufigkeit relative Haufigkeit
nicht volljahrig 7 35 %
volljahrig 13 65 %

Die Zuordnung von Notenpunkten (0, ..., 15) zu Schulnoten (1, ..., 6) ist
auch eine Kategorisierung.

Grafische Darstellungen

Eine Zuordnung, die jeder Merkmalsauspragung die (absolute oder relative) Haufigkeit
zuordnet, heiSt Hdufigkeitsverteilung des Merkmals.



Zur grafischen Darstellung von Haufigkeitsverteilungen verwendet man
Stab-, Saulen- oder Kreisdiagramme.

Eine Darstellung mit der Zahlengeraden als Achse, bei der die Haufigkeit als Flacheninhalt
eines Rechtecks veranschaulicht wird, heifst Histogramm.

Altersverteilung des Kurses
Verbindet man die Mitten benachbarter oberer Rechtecksseiten
geradlinig, so entsteht ein Hdufigkeitspolygon.

=
*

h{ai} f
0,41

021

=

16 17 18 19 20 q, 16 17 18 19 20 a,

a

Die Summenhiufigkeiten lassen sich durch die Summenkurve
veranschaulichen (- S. 225).

Lage- und Streuungsmafle



Wihrend Tabellen und grafische Darstellungen iiber die gesamte Verteilung
eines Merkmals informieren, haben die statistischen Mafizahlen die
Funktion, tiber Lage und Streuung der Stichprobenwerte Auskunft zu geben.

Bei Stichprobenwerten einer Rangskala kann als Lagemal$ der Zentralwert (Median) 5
(lies: ,x Schlange”) verwendet werden. Zu seiner Bestimmung werden die Stichprobenwerte
der Urliste ihrer Rangfolge nach geordnet. Der Stichprobenwert in der Mitte ist der Median.

Noten eines Kurses
Urliste:  3,4,1,6,2,4,2,3,1,5,2,4,3,3,4,2,4,1, 6, 4.
Geordnet: 1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5, 6, 6.
Da die Anzahl der Stichprobenwerte gerade ist, gibt es zwei Werte in der
Mitte: % = 3

Im Folgenden wird Intervallskalenniveau vorausgesetzt.

Das arithmetische Mittel (Durchschnitt oder Mittelwert) der Stichprobenwerte x4, ...,
X, ist die Zahl
n

X :‘;T ;Xi == 06, + ... +x ). (lies: ,x quer”)

=T

Kommen unter den Stichprobenwerten x;, ..., x, die Merkmalsauspragungen ay, ..., a, mit
den absoluten Haufigkeiten ny, ..., n, und relativen Haufigkeit h(a,), ..., h(a,) vor, so ist
k
- _1 ol
X=x ;ai-ni_ﬁ{:;r‘ ‘N, + ... +a - n)bzw.
=]
k
X = _‘;ai ~h(a)=(a,-hla)+...+a_ - hia).
=

Sind x; ..., x,, Stichprobenwerte mit dem arithmetischen Mittel X, so heil3t die Zahl
n

s2=1 % o -%2= 1[0, -2+ .+ (x, - X))
=1
Varianz oder Streuung von x; ..., X, (- S. 226 und ~ S. 236).

Die Quadratwurzel der Varianz heif’t Standardabweichung s.



Kommen unter den Stichprobenwerten x;, ..., x, die Merkmalsauspragungen ay, ..., a, mit

den absoluten Haufigkeiten ny, ..., n, und relativen Haufigkeit h(a,), ..., h(a,) vor, so ist
k

s? 2{0 x)2 n_n[{a1—x]2 n+ ...+ (@, -x)?-ny

Ic'
s2=3 (@-X? -hla)=(a,-X? h@)+... + (@, -%?*ha).

=1

Notenverteilung des Beispiels von ~ S. 203

Fi Lﬂ (3-1+4-2+4-3+6-4+1-5+2-6) =32
52_% [(1-3,2)2-3+(2-3,2)2-4+(3-3,2)2-4

+(4-32)2.6+(5-32)2-1+(6-32)%-2]=2,16

s=NS =216 =15

ﬂi 4

6 4

57 X

_;_-'I_ 4

3 4

2 % B

"'| 4 B

1 2 3 4 5 6 ]
5 5

5.2
Zufallsexperimente

Vorgange, die unter stets gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar sind und deren
Ergebnisse nicht voraussagbar sind, heilsen Zufallsexperimente. Die einmalige Ausfiihrung
eines Zufallsexperiments nennt man einen Versuch. Jedem Versuchsausgang lasst sich ein
Ergebnis «» (Merkmalsauspragung -~ S. 199) zuordnen.



Die Menge aller Ergebnisse Q = {wq w,, ..., o}, n € IN, heildt Ergebnisraum eines
Zufallsexperiments. |Q| ist die Anzahl der Elemente von Q.

Werfen eines Wiirfels und Feststellung der Augenzahl: Q, = {1, 2, 3, 4, 5,
6}; || = 6.

Werfen eines Wiirfels und Feststellung, ob 6 oder ,,Nicht-6“ vorliegt:
Q,.={6, 6}; |Q,| = 2..
(Die Negation wird durch Uberstreichen gekennzeichnet.)
0, =11, 2, 3,4,5, 6} ist eine Verfeinerung von Q, = {6, 6}, und umgekehrt
ist O, eine Vergroberung von Q.

Werfen zweier Wiirfel und Ermitteln der Augensumme:
Q=1{2,3,4,...,125 |Q| = 11.

Roulett (~ S.209 £): Q; = {0, 1, 2, ..., 36}; |Q,] = 37,
Q, = {gerade, ungerade, 0}; |Q,| = 3,
Q5 = {rot, schwarz, 0}; |Q5| = 3,

{0, 1,2, ..., 36, gerade, ungerade} ist kein Ergebnisraum.

Setzt sich ein Zufallsexperiment aus mehreren einfachen Zufallsexperimenten zusammen,
die in einer bestimmten Reihenfolge ablaufen, so heilst es mehrstufiges
Zufallsexperiment.

Zur Darstellung verwendet man haufig Baumdiagramme. Der Weg vom Start bis zu einem
Endpunkt im Baumdiagramm heifst Pfad.

Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen
Aus einer Urne mit 8 Kugeln, die sich nur in der Farbe unterscheiden (1
blaue, 3 rote, 4 schwarze), werden nacheinander zwei Kugeln gezogen. Jede
Kugel wird nach dem Ziehen und Notieren der Farbe (b, r, s) als Teilergebnis
in die Urne zuriickgelegt und unter die anderen Kugeln gemischt. Damit ist
der Inhalt der Urne bei jeder Ziehung gleich.



Baumdiagramm: Ergebnis:

____—b bb
hoe— r br

e

e g 55
Ergebnisraum Q, = {bb, br, bs, tb, rr, s, sb, sr, ss}.

Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge erhélt man als
Vergroberung von (Q; Q, = {bb, br, bs, rr, rs, ss}.

Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen
Aus einer Urne mit 8 Kugeln, die sich nur in der Farbe unterscheiden (1
blaue, 3 rote, 4 schwarze), werden nacheinander zwei Kugeln gezogen und
die Farbe (b, r, s) wird notiert
(Baumdiagramm ~ S. 217).
Ergebnisraum Q, = {br, bs, rb, rr, rs, sb, sr, ss}.

Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge oder beim
gleichzeitigen Ziehen erhélt man als Vergroberung von Q,: Q, = {br, bs, rr,

rs, ss}.

Bei einem n-stufigen Zufallsexperiment stellt jedes Ergebnis genau einen Pfad durch das
Baumdiagramm vom Start bis zu einem Endpunkt dar und besteht aus den n
Einzelergebnissen der n Teilexperimente. Man schreibt deshalb die Ergebnisse eines n-
stufigen Zufallsexperiments als n-Tupel (a4; a,; ...; a,) oder kurz a,a, ... a,, wobei a; (i € {1,
2, ..., n}) ein Ergebnis des i-ten Teilexperiments ist. Der Ergebnisraum Q ist dann die Menge
aller dieser n-Tupel.

Dreimaliges Werfen einer Miinze (. S. 224): Q, = {KKK, KKZ,
KZK, ZKK, KZZ, ZKZ, ZZK, ZZZ}.



Ereignisse

Beim Roulett (~ S. 209 f.) werden die Gewinnmoglichkeiten fiir die
verschiedenen Setzmdglichkeiten durch Teilmengen des Ergebnisraums Q2 =
{0, 1, 2, ... 35, 36} dargestellt, z. B. durch

A = ,Eine Zahl aus dem 2. Dutzend® = {13, 14, ..., 23, 24}.

Liegt das Spielergebnis w in der Menge A, so sagt man, das Ereignis A ist
eingetreten.

Jede Teilmenge A des Ergebnisraums Q eines Zufallsexperiments heil3t Ereignis
(Kategorisierung, -~ S. 201). Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn ein Versuchsergebnis
o auftritt, das in A enthalten ist. Die Menge aller Ereignisse heilst Ereignisraum [*(Q).

Der Ereignisraum P((2) besteht aus 2" Elementen, wenn der Ergebnisraum
Q n Elemente besitzt: |Q| = n = |P(Q)|= 2"

Die leere Menge {} heist unmédgliches Ereignis, eine ein-elementige Menge {w} nennt
man Elementarereignis und der ganze Ergebnisraum Q heilSt sicheres Ereignis.

A heiflt Gegenereignis zum Ereignis A.

Werfen einer Miinze: Q = {K, Z}; |Q| =2
P(Q) ={{}, {K}, {2}, Q}; |'P(Q)]| =22 =4
Werfen eines Wiirfels: Q = {1, 2, 3,4, 5, 6}; |Q| =6

A = ,,Sechs” A ={6}

A =, Nicht-6 A ={1,2,3,4,5}
B = ,Gerade Augenzahl® B =1{2,4,6}

C = ,Augenzahl 4 C={4}

|'P (Q)| = 2% = 64 (Deshalb wird () nicht ausgeschrieben.)

Verkniipfung von Ereignissen



Sprechweisen

Nicht das Ereignis A,

Gegenereignis zu A

Ereignis A oder
Ereignis B, mindes-
tens eines der beij-
den Ereignisse

Ereignis A und
Ereignis B, beide
Ereignisse

Weder A noch B,
keines der beiden
Ereignisse

Nicht beide Ereig-
nisse, hichstens
eines der beiden
Ereignisse

Entweder A oder B,
genau eines von
beiden Ereignissen

Rechengesetze: Fiir A, B, C € P(Q) gilt:

|

AUB

010 [ 0\@L

ANB=BNA;AUB=BUA; Kommutativgesetze
(ANBNC=ANnBNC;AUBUC=AUBUC);

Assoziativgesetze

AnBUCO=ANBUMANC);
AU(BNC)=(AUB)N(AUC); Distributivgesetze
AU{}=A4A; AN Q= A;Gesetze der neutralen Elemente

ANn{}=1{}kAUQ=10; Gesetze der dominanten Elemente
AUA=Q,ANA ={}; A = A; Gesetze fiir das komplementire Element

AUA=A; ANA = A;Idempotenzgesetze
AU(ANB)=A; AN (AUB) =A; Absorptionsgesetze
AUB=ANB;ANB=24UB Gesetze von de Morgan.



Zwei Ereignisse A und B eines Ereignisraums 7[(Q) heillen unvereinbar oder disjunkt,
wenn A () B ={}, andernfalls heil3en sie vereinbar.

Jedes Ereignis ldsst sich als Vereinigung von Elementarereignissen

schreiben: A = U {w}.

weEA

Eine Menge {A; A,, ..., A} aus paarweise unvereinbaren Ereignissen mit A; UA, U ... U
A, = Q heildt Zerlegung von Q.

Ein Spieler setzt beim Roulett (* Abb. S. 210) je einen Chip auf Rot
und auf gerade (Pair).
A = ,Eine rote Zahl gewinnt.“ = {1, 3,5, 7,9, 12, 14, 16, 18, 19, 21, 23, 25, 27,
30, 32, 34, 36};
B = ,Eine gerade Zahl gewinnt.“ = {2, 4, 6, ..., 34, 36}.
C = ,Keiner der beiden Chips gewinnt.“
C=AnB=AUB=1{0,11,13,15,17,29, 31, 33, 35}

= |1 |23
4|58
7]8]09
10[11]12
1314[15
16/17]18
1920021
22(23)24
25[26[27
28(29/30
31[32[33

2P o—|34|3536] —TF12
%rlgn D1 Tl—

\
W |w |k [D

355ed

led

Impair |Manque/

Haufigkeiten von Ereignissen

Tritt ein Ereignis A bei einer Folge von »n Versuchen desselben
Zufallsexperimentes genau k-mal ein, so heifdt k die absolute Hdiufigkeit von
A und h (A) = _i} die relative Hdufigkeit von A bei dieser Versuchsfolge (
S.201).



Gesetz der grofSen Zahlen: Die relative Haufigkeit h,(A) eines Ereignisses A

stabilisiert sich mit zunehmender Versuchszahl n um einen festen Wert.

Die Axiome von Kolmogorow
Es sei Q = {w;, w;, ... w,} ein Ergebnisraum, P(Q2) der zugehorige

Ereignisraum.

Eine reellwertige Funktion P, die jedem Ereignis A aus dem Ereignisraum J(Q) eine reelle
Zahl zuordnet, heilst Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die folgenden drei Axiome
von Kolmogorow gelten:

1. P (A) = 0 (Nichtnegativitat)

2. P(Q) =1 (Normierung)

3.A,BEPQ ANANB={}) = PAUB) =PA) + PB)

(Additivitat)

P(A) nennt man Wahrscheinlichkeit von A und (Q, P) heilst Wahrscheinlichkeitsraum.

Durch Q und P ist ein Zufallsexperiment eindeutig beschrieben.
Zufallsexperimente mit gleichem Q und P sind gleich.

Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-Experimenten

Sind bei einem Zufallsexperiment alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich, so nennt
man es Laplace-Experiment.

Fir die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A eines Laplace-Experiments gilt:

Anzahl der fur A glnstigen Ergebnisse |4
Anzahl aller moglichen Ergebnisse 142

PA) =

Ein Ergebnis w; €  ist fiir ein Ereignis A giinstig, falls w; € A.

5.3

Der Ergebnisraum eines mehrstufigen Zufallsexperiments kann sehr
umfangreich sein. Durch die Zerlegung in die Teilexperimente ldsst er sich
leichter tiberblicken.



Wie viele vierstellige Zahlen mit lauter verschiedenen Ziffern gibt
es?
An der 1. Stelle steht eine der Ziffern 1 bis 9: 9 Moglichkeiten.
An der 2. Stelle steht eine der Ziffern 0 bis 9, jedoch nicht die Ziffer der 1.
Stelle: 9 Moglichkeiten.
An der 3. Stelle steht eine der Ziffern 0 bis 9, jedoch nicht die Ziffern der 1.
und 2. Stelle: 8 Moglichkeiten.
An der 4. Stelle steht eine der Ziffern 0 bis 9, jedoch nicht die Ziffern der 1.,
2. und 3. Stelle: 7 Moglichkeiten.
Q sei die Menge aller vierstelligen Zahlen mit lauter verschiedenen Ziffern. |
Q|=9-9-8-7=4536

Zdbhlprinzip (Produktregel):
Gibt es bei einem n-Tupel fur die Besetzung der i-ten Stelle ( € {1, 2, ..., n}) k;

Maoglichkeiten, dann gibt es insgesamt k; - k5 --... - k,, verschiedene n-Tupel.

Tippmoglichkeiten beim Toto (11 Fuf3ballspiele tippen:
0 = unentschieden, 1 = Heimsieg oder 2 = Auswirtssieg.)
) sei die Menge aller Tippmoglichkeiten beim Toto.
Q| =31 =177 147
Tippmoglichkeiten bei der Dreierwette 3 aus 20
(Die ersten drei Sieger beim Pferderennen tippen.)
Q sei die Menge aller Tippmaoglichkeiten bei der Dreierwette. |Q| = 20 - 19 -
18 = 6840

Im Folgenden geht es um die Anwendung des Zahlprinzips auf die Auswahl
von k Elementen aus n verschiedenen Elementen (Stichprobe vom Umfang
k). (~ S.235)

Dabei verwendet man Fakultiten und Binomialkoeffizienten.

Unter n! (sprich: ,n Fakultdt”) versteht man das Produkt der ersten n naturlichen Zahlen. n!
=1-2-...-n,ne<MN\{1}.
Ferner definiert man 1!'=1 und 0! = 1.

. ni_ n! . . .
Die Symbole (kJ NI furn, k € Iho, k < n, heilSen



Binomialkoeffizienten. (lies: ,,n Uber k” oder ,k aus n”)

Fakultaten und Binomialkoeffizienten werden Tabellen entnommen oder
mit dem Taschenrechner berechnet.

Variationen (geordnete Stichproben) vom Umfang k bertcksichtigen die Reihenfolge der
ausgewahlten k Elemente. Sind Wiederholungen der Elemente zulassig, erhalt man k-Tupel,
ohne Wiederholungen k-Permutationen.

Anzahl der Variationen zu je k Elementen aus n verschiedenen Elementen mit Wiederholung
der Elemente (Anzahl der k-Tupel): V (k) = nk; n, ke IN.

Anzahl der Einstellmoglichkeiten eines Zahlenschlosses eines
Aktenkoffers (3 Einstellungen von je 0 bis 9):
(n=10,k=23)
Vw(1053) = 10% = 1000.

Anzahl der Variationen zu je k Elementen aus n verschiedenen Elementen ohne
Wiederholung der Elemente (Anzahl der k-Permutationen):

V(N k) = {_nf_lﬁ =kl - (E) nkelN ksn.

Anzahl der dreistelligen Zahlen aus ungeraden, verschiedenen

Ziffern: (n =5, k= 3)
A T - |
Vow(5:3) = 52557 = 37 =60.

Kombinationen (ungeordnete Stichproben) vom Umfang k berticksichtigen die
Reihenfolge der ausgewahlten k Elemente nicht. Sind Wiederholungen der Elemente
zulassig, erhalt man k-Kombinationen, ohne Wiederholung k-Teilmengen.

Anzahl der k-Kombinationen zu je k Elementen aus n verschiedenen Elementen mit
Wiederholung der Elemente:



_(+k-1)

o _[n+k-1 L
K (1K) = ]_H1m_”rmkew.

k

In einem Sack befinden sich viele Bausteine in den vier Farben Blau,
Gelb, Rot und Weif. Fiinf Steine werden gleichzeitig gezogen. Anzahl der
moglichen Farbkombinationen:

=4, k=5)K

o _[4+5-1)_(8
111%\’(4;‘ } = ||. ; ] = 5

Anzahl der Kombinationen zu je k Elementen aus n verschiedenen Elementen ohne
Wiederholung der Elemente (Anzahl der k-Teilmengen):

. n n! .
Kow{n‘kj:(k)z m, ”,k = IN, k=<n.

Anzahl der Tippmoglichkeiten beim Lotto (6 aus 49): (n =49, k = 6)
 oe A9 (49} _11ocaare
Rh“J49,ﬁ}—fﬂ_{4g__6”-—h6 J—-L59858]ﬁ.

Treten in einem k-Tupel teilweise ununterscheidbare Elemente auf, so folgt aus dem
Zahlprinzip:
Besteht ein k-Tupel aus n verschiedenen Elementen, die jeweils k¢-, k5-, ..., k,-mal

k!

vorkommen (kq + k; + ... + k, = k), so gibt es El-El. .. ki verschiedene k-Tupel.
Rh e e

Anzahl der Moglichkeiten, um 5 blaue, 3 gelbe und 4 rote
Glithlampen in einer Lichterkette anzuordnen:

E b o2 b o 12! -
(IT=3,:IC= 12, kl=3,k2=$,k3=4jgwm= 27 720,

Thema:
Kombinatorik im Uberblick

Auswahl von k Elementen aus einer Menge mit n Elementen



unter Beachtung der Reihenfolge ohne Beachtung der Reihenfolge

Variationen Kombinationen
mit Wiederholung ohne Wiederholung mit Wiederholung ohne Wiederholung
kelN k=n kelN k=n
k-Tupel k-Permutationen k-Kombinationen k-Teilmengen
Beispiel firk=2 undn=4 Beispiel firk=2 undn=4 Beispiel firk=2undn=4 Beispiel firk=2 undn=4
(1:1,(1:2),(1:3) .(1;4) (1:2),(1;3), (1;4) (1:1).,(1;2),(1;3) . (1;4) {1:2}, {1;3}, (1;:4}
(2;1),(2:2),(2:3).(2;4) 2;1), (2:3),(2;4) (2:2),(2;3),(2:4) 2;3}, 2: 4}
(3:1),3:2),(33).3:4 35 1530 2)5 (3:4) (3:3),(3:4) {3; 4}
4:1),(4:2),(4:3).(4:4) 4:1).(4:2),(4:3) (4;4)
TR | | e ML gy (n+k=1 M NI
Vi (1:K)= 1 Vownik) = 2=k (1) K (k= (74K 1) Ko 034 = (7)
_(n+k=-1)! sl
T kl-(n=-M1 Tkl (n-k)!
5.4

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

Aus den Axiomen von Kolmogorow (. S. 210) ergeben sich folgende
Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten:

1.A CQ =P (A); insbesondere P({}) =0

2.A CB CQ=P(A) <P (B); (Monotoniegesetz)

3.A C Q= 0<P(A) < 1; insbesondere: 0 < P({w;}) <1

4. A, BCQ=P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB);

(Additionssatz)

5.A5, A, ..., A C Q paarweise disjunkt =

P(A{UA,U ... UAY = P(A)+P(A,) + ... + P(A})

k
= P( A.) (Summenregel)

i=1
6.Ist {A}, A,, ..., A} eine Zerlegung von (2, so gilt:
PA)+PA)+...+P(A)=1.

Werfen eines Wiirfels:
A = keine 6% B = ,gerade Augenzahl®



2k 1y 1. .5
P(A)=1-P({6}) =1 —E—E(nach 1.)

P(B) = P({2}) + P({4}) + P(i6}) = —l(naChS)

1 1.4

{1 6 6
Beim Roulett (.~ S. 209 £.) setzt ein Spieler auf Rot und Pair.

A =, Rot gewinnt.“ ={1,3,5,7,9, 12, 14, 16, 18, 19, 21, 23, 25, 27, 30, 32,

34, 36};

B = ,Eine gerade Zahl gewinnt.“ = {2, 4, 6, ..., 34, 36}.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass er gewinnt, gilt (nach 4.):

P(AUB)=P(A) + P(B)-P(ANB) = ,lﬁ +%-%=§—§

Wahrscheinlichkeiten mehrstufiger Zufallsexperimente

(7 S.206)
Zweimaliges Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen. Aus einer Urne mit 8
Kugeln, die sich nur in der Farbe unterscheiden (1 blaue, 3 rote, 4 schwarze),
werden nacheinander zwei Kugeln gezogen und die Farbe (b, r s) wird
notiert.

Baumdiagramm: Ergebnis:
(0Ob|3r|4s % —_r br
| / 4
3 b v s bs
(1b]3r|4s) (1bJ2r|4 T —=b b
3 / 2
% — 5 rs

(1b|3r|3s)

sr

AN

| VSR [T | [
'-1



Im Baumdiagramm sind der jeweilige Urneninhalt und an den Asten die
bedingten Wahrscheinlichkeiten (.~ S. 222 f.) fir das Ergebnis des
jeweiligen Teilexperiments angegeben. Beim Ziehen mit Zuriicklegen
andern sich die Wahrscheinlichkeiten auf den einzelnen Stufen nicht, da der
Urneninhalt gleich bleibt.

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf den Asten, die von
einem Verzweigungspunkt ausgehen, ist immer 1.

Fiir den 1. Verzweigungspunkt im vorigen Beispiel

gilt: P({b})+ P ({rh)+ P ({s}) :E} 5 ; P 331 s,

1. Pfadregel

Die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses in einem mehrstufigen Zufallsexperiment
ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten auf dem Pfad, der zu diesem
Elementarereignis fuhrt.

Fiir das beschriebene Urnenexperiment gilt:

=1 3 Fonmpeaee 3 Do 3
P(brh =1 2= 2 Py =2 2= 2
Dreimaliges Werfen eines Wiirfels
i i “=2,3,3_125 rgy
P (,,Dreimal keine Sechs®) = S 58 %

2. Pfadregel:
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der
Pfade, die dieses Ereignis bilden.

Im beschriebenen Urnenexperiment gilt fiir das Ereignis A = ,Zwei

gleichfarbige Kugeln werden gezogen.”:

P(4) =P({rrh) + P(issh) =3 -2+ 4.2



Dreimaliges Werfen eines Wiirfels

P (,Genau eine Sechs) = P({656})+ P({868))+ P({566)) =
1284215555 175 cany,
6 6 6 6 6 6 6 6 216

Berechnungen bei Laplace-Experimenten
Bei Laplace-Experimenten (. S. 211) gilt:

Anzahl der fur A glnstigen Ergebnisse |4
Anzahl aller moglichen Ergebnisse 42|

PA) =

|A| und |Q| werden mit kombinatorischen Hilfsmitteln bestimmt. (~ S. 211
ff.)

A = ,Genau fiinf Richtige im Lotto"
Die Lotto-Ergebnisse (ohne Zusatzzahl) sind Kombinationen von 6 Zahlen
ohne Wiederholung aus den 49 Zahlen 1 bis 49.

0] = K, (49:6) = () = — =13 983 816

6/ 6!-(49 -6)!

Es wurden fiinf Zahlen der sechs gezogenen Zahlen richtig getippt und eine
Zahl aus den 43 nicht gezogenen Zahlen.

6'| 49 ﬁ| |f:‘r

al=(8)- (£ 72)=(8)- (%) =6-43=258

A 258
0] ~ 13983816

P(A) = = 0,0018 %
B =, Ein bestimmter Spieler bekommt vier Asse bei einem Kartenspiel mit
32 Karten und vier Spielern.”
Es werden jeweils 8 Karten auf 4 Spieler verteilt.
( 32 \ (24} ]ﬁ ' Yoo B2L.
21=(%)- (%) () (8)= (81

Der bestimmte Spieler erhélt die 4 Asse und 4 andere Karten.



(4| [28)  [24) 28!
|B|=.,4,:|'l_ 1) \'8 | | J lSJ 41 - (81)3
Bl 28!-(8)¢  5.6.7.8

= _ 3 y
Q]  4!-(81)3-32! 29-30-31-32 0,195 %

P(B) =

Urnenmodelle

Viele Zufallsexperimente entsprechen dem Ziehen aus einer Urne mit oder
ohne Zuriicklegen, wenn die Wahrscheinlichkeiten des Zufallsexperiments
durch die Anzahl der Kugeln gleicher Merkmale wiedergegeben werden
(Urnenmodell).

Eine Urne enthalte N gleichartige Kugeln, die je nach Problemstellung mit
verschiedenen Merkmalen (Farbe, Nummer usw.) versehen sind. Das
Zufallsexperiment besteht darin, der Reihe nach n Kugel zu ziehen und
deren Merkmale zu notieren. Ziehen ohne Zuriicklegen und Ziehen mit
Zuriicklegen der gezogenen Kugel sind zu unterscheiden.

Ziehen ohne Zuriicklegen (. S. 206)

Eine Urne enthélt 5 schwarze und 3 weifle gleichartige Kugeln. Es
werden 6 Kugeln gezogen. (2 besteht aus allen 6-Teilmengen aus der Menge
der acht Kugeln.

= vighes (Bl Bl g
A=Ky B =\~ g~ 2

A = ,Es werden 4 schwarze und zwei weifle Kugeln gezogen.”

Zieht man aus einer Urne, die N gleichartige Kugeln enthalt, S schwarze und N-S weil3e, n
Kugeln ohne Zurucklegen, so gilt fur die Anzahl X der gezogenen schwarzen Kugeln:

) =2)

firO=<s<=n.
()
n

PX=s)=



Ziehen mit Zuriicklegen (.~ S. 206 und ~ S. 228).

Eine Urne enthilt 5 schwarze und 3 weife gleichartige Kugeln. Es
werden 6 Kugeln nacheinander gezogen. Jede gezogene Kugel wird nach
dem Notieren der Farbe in die Urne zuriickgelegt.

A = ,Es werden 4 schwarze und zwei weifle Kugeln gezogen.” Bei jeder der 6
Ziehungen gilt:
P (,,Die gezogene Kugel ist schwarz.’ )

Oﬁlql

P (,,Die gezogene Kugel ist weif$.“) =
4 der 6 Ziehungen liefern eine schwarze Kugel.

el | 342
Also gilt: P(A) =| /|- |"’| | ~ 32,2 %.

Zieht man aus einer Urne, die N gleichartige Kugeln enthalt, S schwarze und N — S weil3e, n
Kugeln nacheinander mit Zurticklegen, so gilt fir die Anzahl X der gezogenen schwarzen
Kugeln:

PEX:SJ:(?)~(%]S : (%)H fir0<s<n.

fiir das Urnenmodell:
Bei einer Losbude soll jedes 10. Los gewinnen. Ein Priifer nimmt 10 Lose.
Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens ein Gewinnlos
dabei ist?
Urnenmodell: 10 schwarze und 90 weife Kugeln, 10 Kugeln werden ohne
Zuriicklegen gezogen. X ist die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln
(Gewinnlose).

(919

P(X21)=1-P(X=0)=1-"gmt = 67%

ln 10 .'l

Bedingte Wahrscheinlichkeit

In einer Klasse sind 18 Jungen und 12 Madchen. 9 Jungen und 3 Méidchen
sind Auswartige. Betrachte die Ereignisse A = ,,Schiiler(in) ist auswartig., B
= ,Schiiler(in) ist Junge.*

18

h(A) = 12 =0.4;h(B) =13

—0,6; h(ANB) = %—0’;



Die relative Haufigkeit der Jungen unter den Auswértigen:

5 = 0,75. Dabei gilt: b, (B) = R{ANE)

iy (B) =13 ThA)

hA(B) heildt durch A bedingte relative Hdufigkeit von B. Sind A und B Ereignisse aus
einem Ereignisraum (Q) und P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf () mit P(A) = O,

dann heit P, (B) = % durch A bedingte relative Wahrscheinlichkeit von B.

Somit erhalten die Pfadregeln (.~ S. 218) folgende Form:

1. Allgemeiner Multiplikationssatz: P(A (1 B) =P (A) - P, (B)
2. Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Ist {Aq, A,, ..., AJ eine Zerlegung von Q mit
P(A) = O fur alle j, so gilt fir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B:

n

=Y P@A)-P,®)
i=1 :

(7~ S. 217): Zweimaliges Ziehen ohne Zuriicklegen. Aus einer Urne
mit 8 Kugeln (4 schwarze, 3 rote, 1 blaue, Unterschied nur in der Farbe)
werden nacheinander 2 Kugeln gezogen. A = ,Blau beim 1. Ziehen®, B =
»Rot beim 2. Ziehen".

P(4) =1 P, (B)=2,P(ANB)=P(4)-P,(B)=1 3=
P(B) = P({b}) - Py, ({r}) + P({r}) - P, ({r}) + P({s)) - P, ({r}) =
[@./38 kR 5 8.8 3
VAR AL B At TRV ik

Weitere Berechnungsformeln:

Sind A und B Ereignisse mit P(A) # 0, P(A) = 0 und P(B) # 0, so gilt:
1P, =24 b g,

P(B) P{AJ
2. P - P_(B).
o () = P(A) - P, (B)+P(A) - P-(B) A ®)
Ist{Aq, ..., A} eine Zerlegung von Q mlt P(A;) # O fur alle i und B ein Ereignis mit P(B) # 0, so

gilt fir jedes A;:



P(A) P, (B)
P (A)= ! (Satz von Bayes).

B¥ 'Y m
;mi) P, (B)

Unabhangigkeit

Zwei Ereignisse A und B heilSen unabhdingig, wenn gilt: P(A (N B) = P(A) - P(B). Andernfalls
heilSen A und B abhdingig.

Sind die Ereignisse A und B unabhingig, so sind auch die folgenden
Ereignisse unabhingig: A und B, A und B, A und B. Fiir zwei Ereignisse A
und B mit P(A), P(B) > 0 gilt:

A und B unabhingig = A und B vereinbar;

A und B unvereinbar = A und B abhingig.

Zweimaliges Werfen eines Wiirfels. | Q| = 36.
A = ,Gerade Augensumme®, B = ,,1. Augenzahl gerade”.
P(A) =0,5, P(B) = 0,5, P(AN B) = 0,25 = P(A) - P(B).
A und B sind also unabhingig.
Dreimaliges Werfen einer Miinze. |Q| = 8.
A = ,Mindestens einmal Kopf®, B = ,Hochstens einmal Zahl®

P(A)= —'g s P(B) = 5 PANB) = %1 =P(A)- P(B).

A und B sind also abhéngig.

5.5

Grundbegriffe

Die Grundbegriffe werden an einem Beispiel eingefiihrt.

Ein Spieler wihlt eine der Ziffern 1 bis 6 (z. B. 1) und wirft dann 3
Wiirfel. Fiir jeden Wiirfel, der seine gewéhlte Zahl zeigt, erhélt er 1 Euro als
Gewinn, fillt die gewdhlte Zahl nicht, verliert er 1 Euro.
Den Spieler interessieren nicht so sehr die Versuchsausginge selbst, als
vielmehr die zugeordneten Gewinne und deren Wahrscheinlichkeiten.



Ausgang Keine 1 Einmal 1 Zweimal 1 Dreimal 1

Gewinn/Verlust in

Euro -1 2 3
T - 125 75 15 1
Wahrscheinlichkeit 216 516 516 516

Eine Abbildung X: @ — R, die jedem Ergebnis eine reelle Zahl zuordnet, heilst Zufallsgréf3e
oder Zufallsvariable.

Ist auf dem Ergebnisraum (Q mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung P eine
Zufallsgrofie X definiert, die die Werte x,, ..., x, annimmt, so schreibt man
fur die Ereignisse {w|X(w) = x;} kurz: X = x;. Die Abbildung W: x; » P(X =
x;) heif3t dann Wahrscheinlichkeitsverteilung
(Wahrscheinlichkeitsfunktion) der Zufallsgrofie X.

Die Abbildung F: x » P (X < x) mit x € R heifit Verteilungsfunktion der
Zufallsgrofie X (~ S. 225).

Eine Miinze wird dreimal geworfen. (. S. 207). Die Zufallsgroie X
gibt an, wie oft Zahl fillt.

_mxzm=éJ%X=n=§J%X=m=§J%X=m=%

X ]-o0; O[ [0; 1[ [1; 2[ [2; 3[ [3; ool
FO)=PX | il a % 1
< X) 8 8 8

Grafische Darstellung:
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion F:

1. Fla) = ZP(X:Xij mit x € R und x; Werte von X

X=X
2.PX>a)=1-Fla mita € R
3. Pla<X<b)=Fb)-Fa mita, b € R

Zwei ZufallsgroRen X und Y, die die Werte x4, ..., X, bzw. y4, ...., y,, annehmen, heil3en
unabhdngig, wenn fur alle Paare (x;;y)) gilt: P (X = X N Y=y)=PX=x) P(Y=y)

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

Ist X eine Zufallsgréle, die die Werte x;, ..., X, annimmt, so heilt die reelle Zahl
n
EX)= z X, - P(X = x,) Erwartungswert der ZufallsgroRe X. (- S. 235). Statt £(X)
i=1

schreibt man oft p.

Werfen eines Wiirfels. X sei die geworfene Augenzahl.

i,
6

=35

2 seppibgearilpgal s dopendisgs
u=E(X)=1 6+2 6+3 6+4 1> ﬁr.+ﬁ



Dreimaliges Werfen einer Miinze. (. S. 207 u. / 224 £.) X sei die Zahl der
Miinzen, die Zahl zeigen.

i —0.-141.342.343.1_15
p=EX)=0-3+1-3+2-3+3-4=15

Ist X eine Zufallsgréle, die die Werte x; ...
Zahl

Var(X) = E((X — u)?) Z{x—,u - P(X = x)

Varianz von X oder mlttlere quadratische Abweichung. (x) = \[Var(x) heiBt
Standardabweichung von X oder Streuung von X (.~ S. 204).

, Xp annimmt, und p = E (X), dann heifst die reelle

X, Y sind ZufallsgroBen, a € R

X = a = konstant = E(X) = a, Var (X)
EX+Y)=EX) +E(Y)

E(X + a) = EX) + a, Var (X + a) = Var (X)
Ea-X)=a-EX), Var (@ - X) = a? - Var (X)

X, Y unabhangig = E(X - Y) = E(X) - E(Y), Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y)

=0

PX =X) 4 P(X:X:I 4 P{X=X:I 4
2] 2] 2]
6 6 6
1] LWl i)
6 6 6
123456 x 123456 X 123456x
ao=1,7 T o 2,2

5.6

In diesem Kapitel wird die Binomialverteilung als Beispiel einer diskreten
Verteilung und die Normalverteilung als Beispiel einer stetigen Verteilung



behandelt.

Bernoulli-Kette

Ein Zufallsexperiment mit genau zwei Ergebnissen, Treffer (1) oder Niete (0), heilst
Bernoulli-Experiment.

Q ={0, 1}, P{1}) = p heildt Trefferwahrscheinlichkeit oder Parameter des Bernoulli-
Experimentes, P{0}) =g =1 - p.

Experiment Treffer Niete
Werfen eines Wiirfels Sechs Nicht Sechs
Qualitatsprufung Gut Schlecht

Eine Folge von n unabhangigen Bernoulli-Experimenten mit jeweils gleicher
Trefferwahrscheinlichkeit p heiSst Bernoulli-Kette der Lange n.

Der Ergebnisraum Q einer Bernoulli-Kette ist die Menge aller n-Tupel aus
der Menge {0, 1}. Q = {0, 1}", |Q| = 2".

Sechsmaliges Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne, die 5
schwarze und drei weifle Kugeln enthalt (.~ S. 221).

Treffer ,,schwarz“ und Niete ,weil“ |Q| =26 =64, p = g

Eine Bernoulli-Kette kann im Urnenmodell (.~ S. 220 f.) dargestellt werden,
wenn das Verhidltnis von schwarzen zu weilen Kugeln so ist, dass das
Ziehen mit Zuriicklegen bei einer schwarzen Kugel mit Wahrscheinlichkeit
p erfolgt.

Liefert die ZufallsgroRe X die Anzahl der Treffer bei einer Bernoulli-Kette der Lange n mit
Trefferwahrscheinlichkeit p, so gilt fir die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer zu erzielen:

PX=k = (E) pE-(1-p)" =8 (mito<k=n.



(Formel von Bernoulli) (Binomialkoeffizient .~ S. 212)

Dle Werte fiir B, (k) und die Werte der Summenwahrscheinlichkeiten

Z B, findet man in Tabellen.

Thema:
Standardaufgaben zu Bernoulli-Ketten

X sei die Anzahl der Treffer (Sechser). Fiinfmaliges Werfen
eines Wiirfels: (n =5, p = %)

,Genau einmal 6%

POX=1)=B5u ()= (7)- (3] (3] ~40%

»Mindestens zweimal 6%
1
P(X22)=1-P(X<1)=1- Y. B.1(k)~1-0,80=20%
k=0 &
»Mindestens zweimal und hochstens viermal 6“: P (2 < X <4) =P (X
<4)-P(X< 1) =

4
Z Bs1 (K) - Z B., (k) ~0,99987 - 0,80376 ~ 19,6 %
I k—g B

Der folgende Aufgabentyp heifSt Drei-Mindestens-Aufgabe.
Wie oft muss ein Wiirfel mindestens geworfen werden, damit die
Wabhrscheinlichkeit, dass mindestens einmal eine Sechs fillt,

mindestens 95 % ist?

Es liegt eine Bernoulli-Kette der Linge n mit p = %vor.

P (,,Bei n Wiirfen mindestens einmal 6%) > 95 % <
1 — P(,,Bei n Wiirfen keine 6) > 0,95 <

P (,,Bei n Wiirfen keine 6“) < 0,05 <

(1-p)"<005e (2) <005

*:hlt.n



Ig 0,05
(3]

)" <1g 0,05 & n-1g(2) <12 0,05 < n >
| =lg glg|=l8

| un

lg |

@n=2164... = n;, =17.

Man muss mindestens 17-mal werfen.

Binomialverteilung

Eine ZufallsgrofRe X mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung Bie o k> PX=k)= e p(k) = (E) .

PX- (1 =p)" K mitn € N, p € [0; 1] und k € {0; 1; ....; n} heilt binomialverteilt nach
B.o- Bn:p heilst Binomialverteilung (mit den Parametern n und p). (Binomialkoeffizient = S.
212)

Ist eine Zufallsgrofse X binomialverteilt nach By, so gilt:

EX)=p=n-p;Var(X)=c*’=n-p-q,0=/n-p-qund
X

F:x— PX<x)= Egn:pmj mitx € R (-~ S. 224f).



lnP(X:
0,241 Bl p=02 n=16
0,17 -4—('."—-54—!.’-"'—*
' 8 PR S O N
1 H 5 10 15 X
4 PIX = X)
0,2 e p=06 n=16
01 |
e PR, P
1 5 110 15 X
4 PIX = X)
0,17
1 5 m # 15 20 X

Ungleichungen von Tschebyschew

Ist X eine ZufallsgroRe mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung P, so gelten fir alle a € R* die
Abschatzungen:

PIK-E001>0) <8 P-E0|<a)z 1-Z82

at ’

Pik-£0012a)< T8 p(x-E00|<a)>1- T

Man erhalt nur fir a > (X) verniinftige Abschatzungen.

X ist die Abmessung eines Lineals in mm. Es gilt: E(X) = 100 und
0(X) = 0,2. Die Wahrscheinlichkeit, mit der X um mehr als a = 0,4 von 100
abweicht, lasst sich mit der Ungleichung von Tschebyschew abschitzen.
71
P(|X - 100] > 0,4) <%= 25%

¥



Fir den Erwartungswert und die Varianz der relativen Haufigkeit % fUr , Treffer” bei n
Versuchen folgt (.~ S. 233):

E(X,] EX)==-n-p=pund

Var [XJ Varq’X}_ 7p q_M
Somit gilt fur alle ¢ € R*:
( p‘}s) :: ; P(E—p‘{s)z _rj?:;:
(‘X ‘}E)*_i:?:;} P(‘%—p‘gs)}i—i';.
Ist p unbekannt, verwendet man die Abschatzung p - %

Gesetz der grofSen Zahlen: Ist h, (A) die relative Haufigkeit eines Ereignisses

A mit der Wahrscheinlichkeit P(A) = p in einer Bernoulli-Kette der Lange n,
so gilt fiir jedes e € R™
lim P(|h,(A) -p|<e)=1

Normalverteilung

1.
Die Funktion ¢: X — - e 2 x], x € R, heilst Gauf3-Funktion, ihr glockenférmiger

J2n

Graph heilst Gauf3-Kurve.
X

X

- - 1 2
Die Funktion : x — | @ (f)di = S ez Bdt x ER,
_qu V2n -j.x.
heilst GaufSsche Integralfunktion (-~ S. 108).

Die Werte der Funktionen ¢ und @ findet man fiir verschiedene Werte von
x in Tabellen. Es gilt fiir alle x € R:

¢ (=x) = ¢ (x);

O (—x)=1-D(x).



Eine stetige ZufallsgroRe X mit dem Erwartungswert u und der Varianz o2 heift
normalverteilt nach N gt WENN

[ X~ ..
Nh.a: X NF:U{)(} =PX=<x)= rI}( 'u] far alle x € R.

o
_______ 1 __Nf:i{{J____________________
0,8
= =3
a="1 Tg=2
0,6 T
0,4+
0,24 p=3
ag=0,5

~3 =217 0 1 2 3 4 5 B 7 8 X

Fir die Binomialverteilung By,., gilt:

k- #] S B

a g-N2n
mity=n-pundo=.N-p-q.
(Lokale Ndherungsformel von de Moivre-Laplace)
Fiir 6 =n - p - g > 9 erhalt man brauchbare Werte.

@

=

1
Brpykl=5 -9

n=100,p=05k=60.0>=n-p-q=25>9% u=n-p=>50und
o=\n-p-q=125=5.



1 (&b - 501
1 _e_i'll [ _.l

B(100; 0,5; 60) z%-¢|:60§5ﬂ:?= 5 N2

~ 0,010 80. Der Tabellenwert: B (100; 0,5; 60) = 0,010 84.

Fir eine B, -verteilte ZufallsgrofSe X gilt fiir grofses n:

: ( k+05-n-p
PX<k)=> B = dt = e : :
Fah= 3 5y 0 | pbti=Binss prpey

k

Z

Pl,<X<k)=3 B, ()= |opdt=0(,)-dk,),

i=k,
k1—D,5—n-p_x =k2+0,5—n-p_
Ilnpqr Lol n-p-q

(Globale Ndherungsformel von de Moivre-Laplace)
Bei sehr grofem n kann bei x; bzw. x, auf — 0,5 bzw. + 0,5 im Zahler verzichtet werden.

wobai X, =

n = 1000, p = 0,88, k; = 860, k, = 900.
u=n-p=880undo=.n-p-q=+1056 = 10,28

+ = 360 -0,5 - 880 900 + 0,5 - 880
! \105,6

900 4 105,6
2 B, 00055 (K) = @(1,99) - ©(-1,99) =2 - ©(1,99) - 1

k=260

=2-097670-1=954%

~-1,99; x, =

=~ 1,99,

Eine binomialverteilte Zufallsgrofle ist fir grofles
nidherungsweise normalverteilt.



PX=x) 4

0,571

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 x

Zentraler Grenzwertsatz: Ist eine Zufallsvariable X Summe von n unabhangigen
Zufallsvariablen X, X5, ..., X, mit Erwartungswerten y; und Varianzen Var (X)), so gilt fur

hinreichend grofSe Werte von n:

X ist annahernd normalverteilt, d. h. P(X < x) = (ﬁ‘x =

n
o ,wobeip:E(X}: Zpi und
i=1

o® =Var{( = zvar{;\’i}.
i=1

5.7

In der beurteilenden Statistik wird von einer gegebenen Stichprobe auf die
zugrundeliegende Grundgesamtheit geschlossen.

Unter einer Stichprobe vom Umfang n aus der zu X gehérigen Grundgesamtheit versteht
man jedes Wertetupel (x4, X, ..., X,) von n unabhangigen Zufallsgréf3en X, X, ..., X,, die

alle die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung wie die ZufallsgroRe haben (.~ S. 224 f.). Die
ZufallsgréBRen X4, X5, ..., X,, nennt man Stichprobenvariable zu X.

Parameterschatzung
Bei der Parameterschitzung werden Schitzwerte fiir die unbekannten

Parameter (Erwartungswert 4 und Varianz %) der Verteilungsfunktion einer

Zufallsgrofle X aus einer Stichprobe (mit x und s?) gewonnen. Eine
Abbildung, die jeder Stichprobe vom Umfang n aus einer Grundgesamtheit



einen Schatzwert fiir einen bestimmten Parameter der Grundgesamtheit
zuordnet, heiflt Schétzfunktion fiir diesen Parameter.

Schatzen eines unbekannten Erwartungswertes p
Sind die Zufallsgroflen X, X,, ..., X,, Stichprobenvariable zu X, so gilt: E(X)

=E(X,)=...=E(X,) = E(X) =pund 6 (X)) = > (X;) = ... = *(X,) = *(X)

= o2

Also hat das Stichprobenmittel 37 — % (X, ... +X)

den Erwartungswert E(X) = 4 und die Varianz 42 (X) = = o

Fur X gilt die Ungleichung von Tschebyschew (. S. 231):

P(|[X -EX)|>a)< Oagf} < P(|X - u|> a)«::‘;f—i;, a>0.
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel X Werte annimmt, die
um mehr als eine vorgegebene, positive Zahl a von y abweichen, geht also

mit wachsendem 7 gegen null. Deshalb eignet sich in einer Stichprobe vom
Umfang n der Mittelwert (~ S. 203) ¥ =% Zl % =% (x, +...x) als

Schitzwert fiir p.

X sei eine normalverteilte, standardisierte Zufallsgrofle (4 =0, 0 = 1) und n
=4.Danngiltfir X: E(X) =u =0,
0 (X)=%0*=0.25,

oglX)=50=0,5.

[ | =t



0,81

0.6

0,21 X

-2 -1 1 2

(Das Stichprobenmittel X streut also weniger als X.)

Schatzen einer unbekannten Varianz ¢°
Als Schitzwert fiir die Varianz o einer Zufallsgrofie X nimmt man aus einer
Stichprobe vom Umfang n den Wert

M

3. 1 —2
f—ﬂ_l-Z(xl—x}?.

i=1

1 1
vgm statt (- S.204).

Bei 10 Bremstests erhélt man folgende Bremswege in m: 45,3; 46,6;
48,1; 44,9; 45,6, 47,7; 46,8; 47,2; 45,3; 46,5.

i=X =1—10- (45,3 + 46,6 + 48,1 + ... + 47,2 + 45,3 + 46,5) = 46,4

-

1l =%- [(45,3 — 46,4) + ... + (46,5 - 46,4)%] ~ 1,2
Alternativtest
Beim Testen hat man Vermutungen (Hypothesen) tber die
Grundgesamtheit und schlief3t aufgrund der gewonnenen Daten aus einer
statistischen Erhebung unter Verwendung einer Entscheidungsregel, welche
Hypothesen man verwirft.

Eine Firma fertigt an zwei Maschinen. Bei der ersten Maschine
halten erfahrungsgemidfl 10 % der produzierten Stiicke die geforderten
Toleranzen nicht ein (Ausschussstiicke), bei der zweiten Maschine 30 %.



Grofle Stiickzahlen werden hinter jeder Maschine in Schachteln verpackt,
die mit Aufklebern ,,1. Wahl” bzw. ,,2. Wahl“ bei Maschine 1 bzw. 2 versehen
werden. Bei einigen Schachteln ist der Aufkleber verlorengegangen. Es soll
moglichst rasch entschieden werden, ob es sich um 1. oder 2. Wahl handelt.
Dazu werden aus jeder Schachtel n Stiicke rein zufdllig entnommen und
gepriift (Stichprobe vom Umfang n).

Die Anzahl X (Testgrofe) der Ausschussstiicke in der Stichprobe hingt vom
Umfang n der Stichprobe, vom Anteil p der Ausschussstiicke in der
Schachtel und vom Zufall ab.

Vor dem Ziehen der Stichprobe wird eine Entscheidungsregel festgelegt. Es
stehen zwei alternative Hypothesen zur Wahl, weshalb man diesen Test
Alternativtest nennt:

Hypothesen: H;: Es liegt 1. Wahl vor. p1=10%
H,: Es liegt 2. Wahl vor. Py =30%

Der Stichprobenumfang sei n = 10.

Wenn von den 10 gepriiften Stiicken hochstens zwei Ausschussstiicke sind,
entscheiden wir uns dafiir, der Schachtel den Aufkleber ,, 1. Wahl“ zu geben,
andernfalls entscheiden wir uns fiir ,,2. Wahl®

Entscheidungsregel: X < 2, dann Entscheidung fiir H;.
X > 2, dann Entscheidung fiir H,.

A={0,1,2} ist der Annahmebereich fir H,
und der Ablehnungsbereich fiir H,.

A=1{3,4,...,10}  ist der Ablehnungsbereich fiir H,

und der Annahmebereich fiir H,.

Es sind nun 4 Fille moglich:

Testergebnis/Realitat X < 2 Entscheidung flr H, X > 2 Entscheidung flr H,
1. Wahl liegt vor. Sicherheit 1. Art Fehler 1. Art
H, ist wahr. Richtige irrtdmliche

P, =10 % Entscheidung Ablehnung von H,



2. Wahl liegt vor. Fehler 2. Art Sicherheit 2. Art
H, ist wahr. irrtimliche Richtige
p,=30% Annahme von H, Entscheidung

Man nennt die Fehler 1. und 2. Art auch a- bzw. -Fehler.

Die Wahrscheinlichkeiten p; = 10 % bzw. p, = 30 % werden beim Ziehen der
Stichprobe als konstant betrachtet, also X als binomialverteilt angenommen.
Mit P,.,, (X = k) = By, (k) gilt:

2

Sicherheit 1. Art: B Z 0og () =93,0%

|."\.

Fehler 1. Art: a = PIO;CI,I {X > 2} =1- 10-\[)\1 {X 5 2] =7,0%

1 Pm;mtX:k}
04+
03+
0,2+ |
0,1t
Piog1X=>2)
012/34567 8910




Fehler 2. Art: B=P,, (. (X<2) =D B, ,,()) =383%
i=0

Sicherheit 2. Art: P (X>2)=1~P (X<2)=61,7%

10:0,3 10:0,3
0.4 " Pm:a.z:':Xz‘r“'.J
03+ lF:'HZI;liljlf/\(i-2}
_'_
0.2+

0,17

G123456?891D|

Andert man die Entscheidungsregel bei gleichem
Stichprobenumfang, so geht mit der Verringerung der einen
Fehlerwahrscheinlichkeit eine Vergrofierung der anderen
Fehlerwahrscheinlichkeit einher.

Eine Standardaufgabe ist das Auffinden der Entscheidungsregel zu einem
vorgegebenen Stichprobenumfang und einer vorgegebenen
Fehlerwahrscheinlichkeit.

Es sei nun im vorherigen Beispiel n = 20. Die Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler 1. Art soll hochstens 5 % sein.
(¢ =5%).
Hypothesen: Hy: Es liegt 1. Wahl vor. p; =10 %

H,: Es liegt 2. Wahl vor. p, =30 %
Entscheidungsregel: X < c, dann Entscheidung fiir H,.
X > ¢, dann Entscheidung fiir H,.

Die gesuchte Grenze ¢ muss hier mit der Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler 1. Art bestimmt werden:
Pyo o1 (X>0) 5% € Py, (X<) 295 % &



Z By, (1) 2 95% = ¢ = 4 (aus dem Tafelwerk)

i=0
Damit der Fehler 2. Art moglichst gering ist, wahlt man ¢ = 4 und erhalt
damit folgende Entscheidungsregel:

Entscheidungsregel: X < 4, dann Entscheidung fiir H,.
X > 4, dann Entscheidung fiir H,.

Ist der gesuchte Wert fiir die Binomialverteilung nicht tabelliert, so
verwendet man die globale Ndherungsformel von de Moivre-Laplace (-~ S.
233). Mit ihrer Hilfe werden im folgenden Beispiel der Stichprobenumfang
und die Entscheidungsregel zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten fiir die
Fehler 1. und 2. Art bestimmt.

In  unserem  Beispiel sollen nun die beiden
Fehlerwahrscheinlichkeiten hochstens 0,5 % betragen. n und ¢ sind gesucht.

Hypothesen: Hi: Es liegt 1. Wahl vor. pp = 10
%

H,: Es liegt 2. Wahl vor. p, = 30
%

Entscheidungsregel: X < c, dann Entscheidung fiir H,.
X > ¢, dann Entscheidung fiir H,.

Fiir den a- und -Fehler soll gelten:
DaP,y, (X>c)<0,5%S P, (X<c)=99,5%,

folgt mit der globalen Ndherungsformel (.~ S. 233):

P oy (X<o)= (302101} 0,995 und

it | Yn-0,1-0,9 |
| - — = \
P o;(X<o)=0l 405102 | < 0,005.
it | "-.III 1n - ﬂ,j . U,? |

Aus einer Tabelle entnimmt man: (Beachte ggtf. ~ S. 232!)



P = —_— - = '- — -
c+0,5-n-0,1 >2.58 und c+ 0,5 - H '[1,3
yn-0,1-09 yn-0,3-0,7

c+052258-4yn-0,1-0,9 +n-0,1 und
c+05<-2,58-4n-0,3-0,7 +n-0,3. Hieraus folgt:
-2,58.4n-0,3.0,7 +1- 0,3 = 2,58 +4n-0,1-09 +n-0,1
n-0,222,58-+m-(y0,1-0,9 ++0,3-0,7)

Vi1 29,78 1 >95,6;d. h.n =96

Mit n = 96 erhéltman aus einer der obigen Ungleichungen:
c+0,522,58-v96-01-0,9+96-0,1;c=167d. h.c=17
Ergebnis: Geeigneter Stichprobenumfang n = 96

<-2,58

Entscheidungsregel: X < 17, dann Entscheidung fiir H,.
X > 17, dann Entscheidung fiir H,.

Signifikanztest

Ziel eines Signifikanztests ist es, festzustellen, ob eine Hypothese, die
Nullhypothese, mit gutem Grund abgelehnt werden kann. Dies ist der Fall,
wenn iiberzufillige Abweichungen, sogenannte signifikante Abweichungen,
im Stichprobenergebnis auftreten. (Deshalb der Name Signifikanztest.)

Ein Wiirfel zeigt beim Werfen auffillig oft eine Sechs. Es soll gepriift
werden, ob er trotzdem ein Laplace- Wiirfel ist.

Nullhypothese: H: Es ist ein Laplace-Wiirfel. p = {l

:
H, heif’t einfache Hypothese, da ihr genau ein Wert fiir die

Wahrscheinlichkeit zugeordnet ist.

Es wird 20-mal gewtirfelt. X sei die Anzahl der gewiirfelten Sechsen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art soll unter einer vorgegebenen
Schranke (z. B. 5 %), dem sogenannten Signifikanzniveau, liegen.

Ansatz fiir die Entscheidungsregel:

X < ¢; Hy kann nicht abgelehnt werden.

X > ¢; Hy wird abgelehnt.
(Da die Sechs auffillig haufig fillt, prifen wir nur auf zu hiufiges Auftreten

der Sechs, d. h. Abweichungen nach nur einer Seite. Der Test heif$t deshalb
einseitiger Test.)



Py (X>¢) 5% < Py, I{X_LPQ}G@‘ZB (i) 2 0,95

Aus der Tabelle fiir Blnomlalverteﬂungen entmmmt man ¢ = 6. Man wihlt ¢
= 6, um den Fehler 2. Art klein zu halten. Die Nullhypothese, dass ein
Laplace-Wiirfel vorliegt, kann also bei 20 Wiirfen fiir X > 6 auf dem
Signifikanzniveau von 5 % abgelehnt werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir
den Fehler 1. Art liegt dabei sogar noch merklich unter dem
Signifikanzniveau.

@=Py1(X>6)=1-Py1 (X<6)=1-0963=37%

Vorgehensweise beim Signifikanztest:

1. Formulierung der Nullhypothese H,.

2. Festlegung des Stichprobenumfangs n, der TestgrofSe X und des Signifikanzniveaus.
3. Bestimmung der Entscheidungsregel.
4. Testdurchfuhrung und Entscheidung.

Im folgenden zweiseitigen Test werden Abweichungen nach beiden Seiten
beriicksichtigt.

Beim Roulett gewinnt bei der Null meistens die Bank. Es soll mit
1000 Versuchen auf dem Signifikanzniveau von 1% gepriift werden, ob die
Null eine vom Sollwert abweichende Wahrscheinlichkeit besitzt.

Nullhypothese: H : p, = 3_1" (Keine Abweichung!)

n=1000, « < 1 %, X ist die Anzahl der Ergebnisse ,,Null".
Ansatz fiir die Entscheidungsregel mit ¢, < ¢,:

c;<X<c;  Hjykann nicht abgelehnt werden.

X < ¢V X > ¢y; Hy wird abgelehnt.

@ =Py, 1 (X <,V X> ) £0,01

Beim zweiseitigen Test ist es iiblich, das Risiko gleichmif3ig
auf beide Seiten aufzuteilen. Wegen des grofien Stichprobenumfangs
verwenden wir die globale Naherungsformel von de Moivre-Laplace (. S.
233):



P1aou;31?'[X <¢)= PIDGO;-EI? X=¢-1)=

(¢, - 1+05-1000- -
D , 2 50,0ﬂ5=§und
11000. L .36
\ 5757
Pmnu-,jl,{X}‘*z} I_Pmm:}_?{x—‘*z}:
¢, +0,5-1000 -
1-&|— = < 0,005 =5
| 1 36 :
y1000-35-37

Aus einer Tabelle fiir Normalverteilungen entnimmt man:

¢,-1+0,5-1000- 5 ¢, +0,5- 1000 - o
, —— <258, — —=>7 >2,58
' R | s g
\1000-37-37 10003737

Daraus folgt: ¢; < 14,3; ¢, = 39,8. Also ¢; = 14 und ¢, = 40. Kommt die Null

bei 1000 Versuchen weniger als 14-mal oder mehr als 40-mal vor, so kann
die Nullhypothese, dass die Null keine vom Sollwert abweichende
Wahrscheinlichkeit besitzt, auf dem Signifikanzniveau von 1% abgelehnt
werden.

In der Praxis testet man hdufiger Hypothesen iiber den Erwartungswert u.
Es sei X eine Zufallsgrofie, die in der Grundgesamtheit normalverteilt ist,
X, X,, ..., X, seien Stichprobenvariable zu X und X sei das

n
Stichprobenmittel (. S. 235). Der Wert der Stichprobenvarianz s sei ein
hinreichend genauer Schitzwert fiir die Varianz ¢ von X (- S. 236). Uber

den Erwartungswert y der Zufallsgrofle X liegt eine Hypothese Hy: y =

VOr.
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Ist die Hypothese richtig, so ist das Stichprobenmittel X normalverteilt mit

dem Erwartungswert E(X) = y und der Varianz ¢2 (X) = Tlx . g% und es gilt mit
der zu X standardisierten Zufallsgrof3e fiir den Fehler 1. Art:
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1-[0P()-D(-0)]=1-[D(c)-(1-D(c))]=2-2-D(c).

Vorgehen beim zweiseitigen Test:

1. Wabhle ein Signifikanzniveau a.
2. Bestimme die Zahl ¢ aus der Gleichung: a. -2 — 2 - &(c).
3. Berechne x und s aus einer Stichprobe vom Umfang n.

4. Hy wird auf dem Signifikanzniveau a abgelehnt, wenn |)? —]Jﬂ| mo

i



Arbeitsauftrage in den
Abiturprufungen

Durch die in den Abituraufgaben verwendeten Arbeitsauftrige und
Handlungsanweisungen — oder auch ,Operatoren® genannt - wie z. B.
~begriinden’, ,herleiten” oder ,,skizzieren” wird von Thnen eine jeweils ganz
bestimmte Tatigkeit bei der Bearbeitung einer Priifungsaufgabe erwartet.

Zu einer guten fachlichen Vorbereitung auf die Abiturpriifung gehort daher
fiir Sie auch das Wissen, welche Aktivititen bei der Bearbeitung verlangt
werden und wie die Darstellung der Losung erfolgen soll, damit Sie
Fehlinterpretationen der Aufgabenstellung vermeiden kdnnen.

In der folgenden Tabelle werden die fiir Mathematik bedeutsamen
sSOperatoren® zusammengestellt. Bei jedem Operator ist jeweils die
Definition angegeben, wie sie von den Schulbehdrden der Bundesldndern
formuliert und veroffentlicht wurde.

Operator Definition
angeben, Objekte, Sachverhalte, Begriffe, Daten ohne nahere Erlduterungen und
nennen Begrundungen, ohne Darstellung von Losungsansatzen und ohne

Losungsweg aufzahlen.

anwenden, Einen bekannten Sachverhalt, eine bekannte Methode auf eine neue
ubertragen Problemstellung beziehen.
auswerten Daten, Einzelergebnisse oder sonstige Sachverhalte zu einer

abschlieSenden Gesamtaussage zusammenfuhren.

begriinden Einen angegebenen Sachverhalt auf GesetzmalSigkeiten bzw. kausale
Zusammenhange zurlckfuhren. Hierbei sind Regeln und
mathematische Beziehungen zu nutzen und mit kommentierendem
Text anzugeben.

berechnen Ergebnisse von einem Ansatz ausgehend durch Rechenoperationen
gewinnen (mit oder ohne grafikfahigen Taschenrechner/Computer-



beschreiben
(vergleiche:
Lerldutern”)

bestimmen,
ermitteln

beurteilen,
Folgerungen
ziehen

beweisen,
widerlegen

dokumentieren

einordnen,
zuordnen

entscheiden

entwickeln,
aufstellen

erklaren

erlautern

vergleiche:
~beschreiben”

erstellen,
darstellen

Algebra-System (CAS)).

Sachverhalt oder Verfahren in Textform unter Verwendung der
Fachsprache in vollstandigen Satzen darstellen.

(Hier sind auch Einschrankungen maoglich: ,Beschreiben Sie in
Stichworten”.)

Einen Lésungsweg darstellen und das Ergebnis formulieren (die Wahl
der Mittel kann unter Umstanden eingeschrankt sein).

Zu einem Sachverhalt ein selbststandiges Urteil unter Verwendung von
Fachwissen und Fachmethoden formulieren und begriinden.

Beweisflihrung im mathematischen Sinne unter Verwendung von
bekannten mathematischen Satzen, logischen Schlussen und
Aquivalenzumformungen, ggf. unter Verwendung von
Gegenbeispielen.

Alle notwendigen Erklarungen, Herleitungen und Skizzen darstellen.

Mit erlauternden Hinweisen in einen genannten Zusammenhang
einfugen/stellen.

Bei Alternativen sich begriindet und eindeutig — aufgrund von
Vergleichen — auf eine Moglichkeit festlegen.

Sachverhalte und Methoden zielgerichtet in einen Zusammenhang
bringen, also eine Hypothese, eine Skizze oder ein Modell
weiterfiihren und ausbauen.

Methode, Verfahren, Vorgehensweise oder Zusammenhang in
Textform unter Verwendung der Fachsprache auf fachliche
Grundprinzipien zuruckfuhren.

Sachverhalte mithilfe eigener Kenntnisse verstandlich und
nachvollziehbar machen und in Zusammenhange einordnen.

Einen Sachverhalt oder ein Verfahren in angemessener Textform
darstellen und durch zusatzliche Informationen oder
Darstellungsformen verstandlich machen.

Im Unterschied zur Beschreibung erfordert eine Erlduterung die
Darstellung inhaltlicher Beztige.

Sachverhalte, Zusammenhange, Methoden in Ubersichtlicher, meist
fachlich Ublicher oder vorgegebener Form darstellen.



herleiten

(re-)interpre-
tieren, deuten

klassifizieren

skizzieren

Uberprufen,
bestatigen,
widerlegen

untersuchen,
prifen

veranschaulichen

vergleichen,

gegenuberstellen

zeichnen,
grafisch
darstellen

zeigen,
nachweisen

Die Entstehung oder Ableitung eines gegebenen oder beschriebenen
Sachverhalts oder einer Gleichung aus anderen oder aus allgemeineren
Sachverhalten darstellen.

Phanomene, Strukturen oder Ergebnisse auf Erklarungsmoglichkeiten
untersuchen und diese gegeneinander abwagen und auf das
ursprungliche Problem beziehen.

Die Ergebnisse einer mathematischen Uberlegung rickiibersetzen auf
das ursprungliche Problem. Umdeuten in eine andere Sichtweise.

Eine Menge von Objekten nach vorgegebenen oder sinnvoll
selbststandig zu wahlenden Kriterien in Klassen einteilen.

Die wesentlichen Eigenschaften eines Objektes angemessen grafisch
per Hand darstellen (auch Freihandskizze moglich).

Die Gultigkeit einer Aussage, z. B. einer Hypothese oder einer
Modellvorstellung, verifizieren, falsifizieren.

Sachverhalte nach bestimmten, fachlich Gblichen bzw. sinnvollen
Kriterien bearbeiten.

Eigenschaften von oder Beziehungen zwischen Objekten herausfinden
und darlegen.

Je nach Sachverhalt kann ein Strukturieren, Ordnen oder Klassifizieren
notwendig sein.

Mathematische Sachverhalte oder berechnete Werte z. B. durch
Schraffuren, Baumdiagramme o. A. anschaulich darstellen.

Nach vorgegebenen oder selbst gewahlten Gesichtspunkten
Gemeinsamkeiten, Ahnlichkeiten und Unterschiede ermitteln und
darstellen.

Eine hinreichend exakte grafische Darstellung auf der Basis der
genauen Wiedergabe wesentlicher Punkte anfertigen.

Bei Einsatz von Computer-Algebra-Systemen am PC sind auch
Ausdrucke von elektronischen Zeichnungen zugelassen.

Eine Aussage, einen Sachverhalt nach gultigen Schlussregeln,
Berechnungen, Herleitungen oder logischen Begriindungen
bestatigen.

Die Quellen fiir die genannten Operatoren sind die Bildungsserver diverser

Bundeslander.



Stichwortverzeichnis

bbildungsmatrizen 196
abhingig 223
Ablehnungsbereich 237
Ableitung 70, 74, 77, 82
Ableitungsfunktion 72 f.
absolute Haufigkeit 201, 210
absolute Skala 200
Abstand 113, 154, 186
Abszisse 11
Achse 128
Achsenabschnittsform 145, 159, 162
achsensymmetrisch 14, 19 f,, 40, 51 f.
Additionssatz 216
Additionsverfahren 115
Allgemeiner Multiplikationssatz 222
allgemeine Symmetrie 14
a-Fehler 238
Alternativtest 237
Annahmebereich 237
Arbeitsintegral 112
Argument 11, 31 ff.
arithmetische Reihe 57
arithmetisches Mittel 54
arithmetische Zahlenfolge 54 £.
Assoziativgesetz 125 f.
Asymptote 45 f.
aufSere Funktion 22, 75
Axiome von Kolmogorow 210, 216

asis 128
Baumdiagramm 205 ft., 217
Bayes 223
bedingte relative Haufigkeit 222
bedingte relative Wahrscheinlichkeit 222
Bernoulli-Experiment 227 £.
Bernoulli-Kette 228 f.
beschrankt 16
Beschranktheit 16, 68
bestimmt divergent 62
bestimmtes Integral 94, 97 f., 100
B-Fehler 238, 240
Betrag 26, 33
Betrag eines Vektors 132



Betragsfunktion 26
Binomialkoeffizient 212, 228
Binomialverteilung 227, 230, 233

ramersche Regel 120

efinitionsbereich (Definitionsmenge) 11, 84
Determinante 117
Determinantensatze 117
Differentialquotient 70
Differenzenquotient 70
differenzierbar 70 ff.
Differenzierbarkeitsbereich (Differenzierbarkeitsmenge) 72, 101
Dimension 128
disjunkt 209, 216
Diskriminante 27
Distributivgesetz 126
divergent 60, 61, 62
Drei-Mindestens-Aufgabe 229
Drei-Punkte-Form 157
dreireihige Determinante 117
Durchschnitt 203

indeutig 10
eineindeutig 10 £., 18
einfache Hypothese 241
Einheitsvektor 133
Einschriankung 12, 30
einseitiger Grenzwert 59, 66
einseitiger Test 241
einseitige Stetigkeit 66 f.
Einsetzungsverfahren 114 f.
Elementarereignis 207, 209, 211, 218
endliche arithmetische Reihe 57
endliche geometrische Reihe 57
endliche Reihe 56, 60
Entscheidungsregel 237, 239 ff.
e-Umgebung 60
Ereignis 207 ff., 218, 223
Ereignisraum 207, 209 £., 222
Ergebnis 206, 211, 217, 219, 224
Ergebnisraum 206 £., 210 £., 224
Erwartungswert 226 £., 231 f,, 235, 243 {.
explizite Definition einer Zahlenfolge 53
explizite Form der Geradengleichung 24
Exponentialfunktion 48 ff., 65
Extremwert (Extremum) 17, 79 fI., 85
Extremwertaufgabe 91



Extremwertsatz 68

akultat 65, 212
Fehler 1. Art (2. Art) 238, 240 ff., 244
Flacheninhalt (Flichenmafizahl) 110, 136, 144, 202
Formel von Bernoulli 228
Fortsetzung 12, 66 ft.
Funktion 10 ff.
Funktionsgleichung 11 f.
Funktionsterm 11 f.
Funktionswert 11 f,, 14, 17

anzrationale Funktion 40
Gauf3-Funktion 232
Gauf3-Kurve 232
Gauf$sche Intergralfunktion 108, 232
Gauf3-Verfahren 118
gebrochenrationale Funktion 44, 46 ff., 84 ff.
Gegenereignis 207 f.
Gegenvektor 125
geometrische Reihe 57
geometrische Zahlenfolge 55 f.
geordnete Stichprobe 213
gerade Funktion 13, 34, 40, 52
gerichteter Abstand 187
geschlossene Vektorkette 126, 141
Gesetz der grofien Zahlen 210, 231
Gesetze von de Morgan 209
Gleichheit 12
Gleich setzungsverfahren 124
Gleichungssystem 114
globales Maximum/Minimum 17, 30, 34
Grad 40, 42 f,, 65, 87, 107
Graph 10 ff.
Grenzwert 45, 58 ff., 60
Grenzwertsitze 63, 234
Grundgesamtheit 199, 235, 237, 243
Grundintegrale 101

dufigkeitspolygon 202
Héufigkeitstabellen 201
Haufigkeitsverteilung 202
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 100
Hessesche Normalenform (HNF) 146, 161, 163, 187
Histogramm 202
Hochpunkt 17, 81 £.
homogenes Gleichungssystem 114, 123
Hyperbel n-ter Ordnung 35



Hypothese 237, 239 ff., 243 £.

dentisch 32, 150, 152, 173 f.

implizite Form der Geradengleichung 24
Infimum 16, 26

inhomogenes Gleichungssystem 114
innere Funktion 22, 75
Intergralfunktion 99 £, 108
Integrandenfunktion 97, 99 f., 103, 106, 109 ff.
Integrationsbereich 97, 108 ft.
Integrationsformel 100

integrierbar 97 ft., 108 f.

Intervallskala 200

artesisches Koordinatensystem 128, 160
Kategorisierung 201, 207
Kettenregel 75, 102
Koefhizienten 29, 40, 87, 114 ff.
kollinear 126 £, 140, 172, 174
Kolmogorow 210, 216
Kombinationen 213 ff.
Kombinatorik 211, 215
Kommutativgesetz 125, 194, 209
komplanar 127, 140, 173, 175
Komponenten 18, 128 ff.
konkav 82
konvergent 60 ft.
konvex 82
Koordinaten 11, 128 {.
Koordinatenebenen 129, 164 f.
Koordinatenform 145, 159, 175, 189 f.
Kosinuskurve 51 f.
k-Permutationen 213, 215
Kreis 189, 192
Kriimmung 82 f.
Kriimmungsverhalten 82, 86
k-Teilmengen 213 ff.
k-Tupel 213 ff.

Kugel 189 f,, 192
kumulative Haufigkeit 201

ange eines Vektors 132
Laplace-Experiment 211, 219
Laplace-Wahrscheinlichkeit 211, 219
linear abhéngig 127
lineare Funktion 23 ff.
lineares Gleichungssystem 114 ff.
Linearkombination 127



linear unabhéngig 127

linksgekriimmt 82, 86

linksseitiger (rechtsseitiger) Grenzwert 59, 72
Logarithmusfunktion 48 ff., 65

lokaler Hochpunkt (Tiefpunkt) 81

lokales Extremum (Maximum, Minimum) 17, 80 f., 93

atrizen 116 f,, 194 .
Maximum 17, 54, 68, 81, 93
Median 203
mehrdeutig 10 f.
mehrstufiges Zufallsexperiment 205, 211, 217 f.
Merkmal 199, 202 £., 220
Merkmalauspragung 199 ft.
Merkmalstrager 199
Minimum 17, 54, 68, 80 £., 88
Mittelpunkt 137, 189 £, 192 £.
Mittelwert 113, 203, 236
mittlere quadratische Abweichung 226
Moivre-Laplace 233, 240, 242
monoton (ab-)zunehmend 14 £, 34 ff., 50 ff.
Monotonie 14 £, 29, 34 ff., 77, 86, 98, 216.
Monotonieregel 39
Morgan 209
Multiplikationssatz 222

achdifferenzieren 75
nach unten (oben) beschrankt 16, 26, 41, 56
Naherungsformel von de Moivre-Laplace 233, 240, 242
Nebenbedingungen 91
Neigungswinkel 23 £., 70 f.
n-mal differenzierbar 73
Nominalskala 200
Normale 78
Normaleneinheitsvektor 146, 161
Normalenform 146, 160 ff., 168, 170, 172
Normalenvektor 142, 146, 156, 160 ff., 170, 174 f., 181, 185
normalverteilt 232, 234, 236, 243 f.
Normalverteilung 227, 232, 243
normiert 227
n-te Ableitung 73
Nullfolge 60, 95
Nullhypothese 241 ff.
Nullstelle 12 £, 23, 26 ff.,, 42, 44 ft.
Nullstellensatz 68
Nullvektor 125, 129, 141

bere Schranke 16



Obersumme 94 ff.

Ordinalskala 200 f.

Ordinate 11

orthogonal 135, 141, 151, 169 f,, 174 {.
orthonormiert 135 f£.

Ortsvektor 131, 145, 147, 166, 196

aarmenge 10, 12, 18
Parabel n-ter Ordnung 34
parallel 150, 154, 164, 167 ff.
parallelgleich 125
Parameter 23, 25
Parameterform 145, 157, 162 ff., 171, 189 f.
Parameterschitzung 235
Partialbruchzerlegung 107
partielle Integration 106
Passante 192
Periode 17, 51
periodisch 17, 51 f.
Pfad 205, 207, 218, 222
Pfadregel 218
Pfeil 125, 131
Pfeilgraph 10
Polarkoordinaten 191
Polstelle 44 ff.
Polynom 40
Polynomdivision 42 ft., 47, 107
Polynomfunktion 40 ft., 87
Potenzfunktion 34 ft., 65
Produktregel 74 f., 106, 212
punktierte Umgebung 58 f.
Punkt-Richtungs-Form 145, 157
punktsymmetrisch 13 f,, 34 f,, 40, 51 ff.

uadratische Ergdnzung 29
quadratische Funktion 27 ff.
Quotientenregel 74 f.

angskala 200, 203
rationale Funktion 44 ff., 107
Rauminhalt (Raummafizahl) 112, 144
rechtsgekriimmt 82, 86
Regel von Sarrus 117
rekursive Definition einer Zahlenfolge 54
relative Haufigkeit 201 ff., 210, 222, 231
Reprasentant 125
Richtungsvektor 145, 148, 150 f,, 157 ff., 164, 169 £.
Rotationskorper 112



arrus 117
Satz von Bayes 223
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit 222
Schitzfunktion 235
Scheitel 28, 30
Scheitelform 29
Schnittgerade 173 ft.
Schnittpunkt 85, 151 £, 169 ., 176
Schnittwinkel 24, 79, 153, 184 f.
Schranke 16 £, 59, 62, 241
Schrankenfunktion 64
Schwerpunkt 137
Sekante 70, 192
senkrecht 151, 169 £., 174 £.
senkrechte Projektion 143
sicheres Ereignis 207
Sicherheit 1. Art (2. Art) 238 £.
signifikante Abweichungen 241
Signifikanzniveau 241 ft.
Sinusfunktion 51
Sinuskurve 51
Skala 200
Skalarprodukt 134, 141
S-Multiplikation 126, 130
Spatmittelpunkt 137
Spiegelung 32, 188, 196
Spurgerade 182 f.
Spurpunkt 182
Stammfunktion 72, 99 ff.
Standardabweichung 204, 226
standardisiert 227, 236, 244
statistische Erhebung 199 £.
Steigung 23 ff., 71
Steigungsdreieck 23
stetig 66 ff.
stetige Fortsetzung 66 f.
stetig fortsetzbar 66
stetig hebbare Definitionsliicke 44, 46, 66
Stichprobe 199, 212 f,, 235 ff,, 244
Stichprobenmittel 235 £., 243 £.
Stichprobenvariable 235, 243
Stichprobenvarianz 243
Stichprobenwerte 200 ff.
streng monoton (ab-) zunehmend 15, 19 ff,, 30, 34 ff., 77
streng monoton fallend (steigend) 77, 86
Strichliste 200
Substitutionsregel 103, 105



Summengrenzwertformel 95 f.
Summenhéufigkeit 201, 203
Summenkurve 203
Summenregel 74 £., 216
Summenvektor 125 f.
Supremum 16

Symmetrie 14, 40

angensfunktion 52
Tangenskurve 52
Tangente 70 f., 78, 82 ., 192
Tangentialebene 193
Teilverhiltnis 138
Terrassenpunkt 83, 87
Testgrofle 237, 242
Tiefpunkt 17, 80 £., 85
totale Wahrscheinlichkeit 222
Trefferwahrscheinlichkeit 227 £.
Tschebyschew 231, 235

bergangsmatrizen 197
Umgebung 17, 58, 66, 70, 80
umkehrbar 18,20f,29f,36f., 76
Umkehrfunktion 18, 20 f,, 29 f,, 36 ff,, 50, 76, 105
unabhéngig 223, 225
unbestimmtes Integral 101
uneigentlicher Grenzwert 48, 50, 61
uneigentliches Intergral 108 f.
unendliche Reihe 60 f.
Unendlichkeitsstelle 44, 53, 61, 85
ungeordnete Stichproben 213
ungerade Funktion 13,34 f,40f., 51 f.
Ungleichungen von Tschebyschew 231
unmdogliches Ereignis 207
unstetig 66
untere Schranke 16, 26, 41
Untersumme 94 ff.
unvereinbar 209, 223
Urliste 200 ff.
Urnenmodell 220 f., 228
Ursprung 128
Ursprungsebene 164
Ursprungsgerade 23, 148

arianz 204, 226 f., 231 f., 234 ff., 243
Variationen 213, 215
Vektor 125 ff.
Vektoraddition 126



Vektorprodukt 136, 142, 162, 181, 187
Vektorraum 126 ff.

vereinbar 209, 223
Verfeinerung 205
Vergroberung 205 f.
Verhiltnisskala 200
Verkettung 22, 69, 75, 102 f.
Verschiebungsvektor 196
Versuch 205, 210, 231, 242 f.
Verteilungsfunktion 224 f,, 235
Vorzeichenbereiche 85

ahrscheinlichkeit 205, 210 f., 216 ff., 228 ff., 236, 238 ff.
Wahrscheinlichkeitsfunktion 224
Wabhrscheinlichkeitsraum 210
Wahrscheinlichkeitsverteilung 210, 222, 224, 227, 230 £., 235
Wendepunkt 83, 86 ft.
Wendestelle 83, 86 ff.
Wendetangente 83
Wert
- der endlichen arithmetischen Reihe 57
— der endlichen geometrischen Reihe 57
Wertebereich (Wertemenge) 11 £, 18, 20, 22 f,, 26 f,, 34 ff,, 86
Wertetabelle 10, 47
windschief 149, 151 £, 154
Winkel 134 ff., 153, 184
Waurzelfunktion 29 f., 36

-Abschnitt 23, 25

ahlenfolge 53 ff., 60
Zahlprinzip 212, 214
zentraler Grenzwertsatz 234
Zentralwert 203
Zerlegung 209, 211, 216, 222 1.
Ziehen
- mit Zuriicklegen 206, 217, 221, 228
- ohne Zuriicklegen 206, 217, 220, 222
Zufallsexperimente 205, 210 f., 220
Zufallsgrofle 224 ., 232 ff,, 243 f.
Zufallsvariable 224, 234
Zuordnung 10f£, 18, 21, 201 £.
Zuordnungsvorschrift 10
Zustandsvektor 197
Zwei-Punkte-Form 145
zweireihige Determinante 117
zweiseitiger Test 242, 244
zweite Ableitung 73



Zwischenwertsatz 67



u Mundliches Prifungsfach:

- langfristige Vorbereitung und
Zeitplan erstellen

ODER

m Das Bestehen des Abis ist nur durch
gute mindliche Prifung mdglich:
- voller Lerneinsatz

ODER

u Reine Notenverbesserung:
- Aufwand und Erfolgs-

aussichten abwagen

Prﬁfungsumfeld sondieren

= Sind Hilfsmittel (Wérterbuch,
Formelsammiung) erlaubt?

= Stellen Sie sich auf den Prifer
ein, 2. B. auf seine Fragetypen.

= Nehmen Sie (sofern maglich)

als Hospitant an einer Prifung

teil.

= Informieren Sie sich genau Uber
Verlauf und Gewichtung der
einzelnen Prifungsteile.

© Sprechen Sie mit dem Prifer
Prifungsschwerpunkte ab.

= Bereiten Sie sich auch auf
Nebengebieten vor.

Was genau ist die A usgangssituation?

In der Priifung

Nutzen Sie die Vorbereitungszeit!

®m Lesen Sie die Aufgabe genau durch.
Unterstreichen Sie die wesentlichen Stellen.

® Notieren Sie stichwortartig die Antworten.
Fangen Sie mit dem an, was Sie wissen,

m Verwenden Sie ein separates Blatt fir
spontane ldeen.

m Achten Sie unbedingt auf die Zeit.

Vortrag und Kolloquium (Prafungsgesprach)
Achten Sie auf

u eine nachvollziehbare Gliederung,

u die Verwendung von Fachbegriffen,

® Satzbau und Stil (keine Umgangssprache).

Uberzeugen Sie mit einer guten

Argumentation:

Belegen Sie Ihre Aussagen.

m Stellen Sie Zusammenhange her.

u Begrinden Sie lhren Standpunkt.

u Uberlegen Sie sich Beispiele.

= Unterscheiden Sie zwischen Wichtigem
und Unwichtigem.

m Geben Sie einen Ausblick.

Verhaltenstipps

® BegriiBen Sie alle Priifenden.

® Wiederholen Sie anfangs noch einmal
das Thema.

u Lenken Sie das Gesprach auf Bereiche, in
denen Sie sich auskennen.

® Weiten Sie geschlossene Fragen nach
Fakten aus.

u Zeigen Sie am Schluss der Prifung
Selbstsicherheit.

Damits im Mindlichen rundlduft!

Analysieren Sie die
speziellen Fragetechniken Ihres
Lehrers im Unterricht.
. Uben Sie Antworten auf
offene und geschlossene Fragen.

w Gewinnen Sie Routine bei der
mundlichen Mitarbeit im Unterricht
oder bei Kurzreferaten und analy-
sieren Sie die Rickmeldungen Ihrer
Lehrer zu
- fachlicher Richtigkeit und Vollstan-

digkeit,
- logischem Aufbau,
- lhrem sprachlichen Ausdruck
{Fachbegriffe, ganze Satze) sowie
~ Ihrer Darstellung und dem
Medieneinsatz.

Inhalte eingrenzen

m Welche Themen waren in den
letzten vier Halbjahren relevant?

m Achten 5ie auf Hinweise lhres
Lehrers.

m Achten Sie darauf, welche Referats-

. themen vergeben werden.



	Cover
	Titel
	Impressum
	Inhalt
	Vorwort
	1. Funktionen
	1.1 Grundbegriffe
	Definitionen
	Eigenschaften von Funktionen und ihrer Graphen
	Thema: Bestimmung der Umkehrfunktion
	Verknüpfungen von Funktionen

	1.2 Lineare Funktionen
	Definition und Eigenschaften
	Thema: Bestimmung von Geradengleichungen

	1.3 Die Betragsfunktion
	1.4 Quadratische Funktionen und Wurzelfunktionen
	Die quadratischen Funktionen
	Die Wurzelfunktionen
	Thema: Form- und Lageänderungen von Funktionsgraphen

	1.5 Potenzfunktionen
	Potenzfunktionen mit natürlichen Exponenten
	Potenzfunktionen mit ganzzahligen negativen Exponenten
	Allgemeine Wurzelfunktion
	Umkehrbarkeit der Potenzfunktionen x → xn
	Thema: Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

	1.6 Polynomfunktionen
	Eigenschaften von Polynomfunktionen
	Thema: Polynomdivision

	1.7 Rationale Funktionen
	Eigenschaften rationaler Funktionen
	Thema: Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion

	1.8 Exponential- und Logarithmusfunktionen
	Exponentialfunktionen
	Logarithmusfunktionen
	Zusammenhang zwischen Exponential- und Logarithmusfunktionen

	1.9 Trigonometrische Funktionen
	Sinus- und Kosinusfunktion
	Tangensfunktion

	1.10 Folgen und Reihen
	Zahlenfolgen
	Arithmetische Zahlenfolgen
	Geometrische Zahlenfolgen
	Reihen


	2. Differentialrechnung
	2.1 Grenzwert
	Grenzwert einer Funktion
	Grenzwert einer Folge
	Grenzwertsätze für Funktionen
	Wichtige Grenzwerte von Funktionen

	2.2 Stetigkeit
	Definitionen
	Stetigkeitssätze

	2.3 Differenzierbarkeit
	Differenzierbarkeit an einer Stelle
	Differenzierbarkeit in einem Intervall
	Ableitungen höherer Ordnung
	Thema: Differentiationsregeln
	Ableitungen der Grundfunktionen

	2.4 Eigenschaften von Funktionsgraphen und Ableitungen
	Geometrische Bedeutung der 1. Ableitung
	Geometrische Bedeutung der 2. Ableitung

	2.5 Anwendungsbeispiele
	Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion
	Polynomfunktionen zu vorgegebenen Bedingungen
	Newton-Verfahren – näherungsweise Berechnung von Nullstellen
	Extremwertaufgaben


	3. Integralrechnung
	3.1 Das bestimmte Integral
	Flächenberechnung mit Obersumme und Untersumme
	Definition und Eigenschaften

	3.2 Stammfunktion und Integralfunktion
	Definitionen, Beispiele, Sätze
	Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
	Das unbestimmte Integral

	3.3 Integrationsverfahren
	Integration durch Substitution
	Partielle Integration
	Integration durch Partialbruchzerlegung

	3.4 Uneigentliche Integrale
	Integrale mit nicht beschränktem Integrationsbereich
	Integrale mit nicht beschränktem Integranden

	3.5 Anwendungen
	Berechnung von Flächeninhalten
	Berechnung von Rauminhalten von Rotationskörpern
	Integrale in der Physik


	4. Lineare Algebra und Analytische Geometrie
	4.1 Lineare Gleichungssysteme
	Homogene und inhomogene Gleichungssysteme
	Einsetzungs- und Additionsverfahren
	Matrizen
	Determinanten
	Das Gauß-Verfahren
	Die Cramersche Regel
	Übersicht über die Anzahl der Lösungen mit Deutungsmöglichkeiten im ℝ2
	Übersicht über die Anzahl der Lösungen mit Deutungsmöglichkeiten im ℝ3

	4.2 Vektoren
	Grundbegriffe
	Grundlagen des Vektorrechnens
	Anwendungen

	4.3 Geraden
	Darstellungen
	Lagebeziehungen
	Thema: Lage von zwei Geraden
	Schnitte von Geraden
	Schnittwinkel zwischen Geraden
	Thema: Abstand bei Geraden
	Abstandsberechnungen bei Geraden

	4.4 Ebenen
	Festlegung einer Ebene
	Darstellungen
	Lagebeziehungen
	Thema: Lage von Gerade und Ebene
	Thema: Lage von zwei Ebenen zueinander
	Schnitte mit Ebenen
	Thema: Spurpunkte und Spurgeraden
	Schnittwinkel bei Ebenen
	Thema: Abstand von Ebenen
	Abstandsberechnungen bei Punkt und Ebene
	Thema: Spiegelungen

	4.5 Kreise und Kugeln
	Kreis- und Kugelgleichungen
	Thema: Polar- und Kugelkoordinaten
	Thema: Lagebeziehungen von Kreis und Kugel

	4.6 Matrizen
	Rechnen mit Matrizen
	Thema: Abbildungsmatrizen
	Thema: Übergangsmatrizen


	5. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
	5.1 Beschreibende Statistik
	Merkmale und Skalen
	Aufbereitung von Stichprobenwerten
	Grafische Darstellungen
	Lage- und Streuungsmaße

	5.2 Wahrscheinlichkeit
	Zufallsexperimente
	Ereignisse
	Verknüpfung von Ereignissen
	Häufigkeiten von Ereignissen
	Die Axiome von Kolmogorow
	Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-Experimenten

	5.3 Kombinatorik
	Thema: Kombinatorik im Überblick

	5.4 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
	Rechenregeln für Wahrscheinlichkeiten
	Wahrscheinlichkeiten mehrstufiger Zufallsexperimente
	Berechnungen bei Laplace-Experimenten
	Urnenmodelle
	Bedingte Wahrscheinlichkeit
	Unabhängigkeit

	5.5 Zufallsgrößen
	Grundbegriffe
	Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

	5.6 Wahrscheinlichkeitsverteilungen
	Bernoulli-Kette
	Thema: Standardaufgaben zu Bernoulli-Ketten
	Binomialverteilung
	Ungleichungen von Tschebyschew
	Normalverteilung

	5.7 Beurteilende Statistik
	Parameterschätzung
	Alternativtest
	Signifikanztest


	6. Arbeitsaufträge in den Abiturprüfungen
	Stichwortverzeichnis

